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Bu tez calismasinda modiiler b —metrik uzaylarda ve Branciari uzaklik fonksiyonu ile
donatilmig modiiler b —metrik uzaylarda tanimlanmis olan gesitli daralma donisiimlerinin ortak
sabit noktasinin varliginin ve tekliginin bulunmasi amaglanmistir. Ayrica elde edilen sonuglarin graf
teorisi, homotopi, integral denklemler gibi matematigin ¢esitli alanlarina uygulanabilirligi de
gosterilmistir.

Temel olarak bu calisma iki ana boliimden olusmaktadir. Ik béliimde sabit nokta teorisinin
gelisiminden, metrik uzay kavrami ve 6zelliklerinden, bazi temel tanim ve teoremlerden, sabit nokta
kavramindan, Banach sabit nokta teoreminin genislemelerinden, graf teorisi ile baz1 genellestirilmis
metrik uzay yapilarindan bahsedilmistir. Ikinci kisimda ise cesitli yardime1 fonksiyonlar kullanilarak

elde edilen Suzuki ¥ —daralma, G(®,9, E) —daralma, ¢arpimsal ifadeler igeren genellestirismis

F —daralma, genellestirilmis Suzuki-Berinde ZL(;),* —daralma ve genellestirilmis simiilasyon

@g —daralma doniistimleri gibi yeni kavramlar tanitilmistir. Bu yeni kavramlardan elde edilen ortak
sabit nokta teoremleri ispatlanmistir. Bu sonuglar ¢esitli 6rnekler ve matematiksel uygulamalarla
desteklenmistir. Ayrica, Branciari uzaklik fonksiyonu ile donatilmis modiiler b —metrik uzay ve bu
uzaylarin sahip oldugu bazi 6zellikler literatiire kazandirilarak bu uzay iizerinde sabit nokta teoremi

ispatlanmustir.

Anahtar Kelimeler: Sabit nokta teorisi, Modiiler b —metrik, Simiilasyon fonksiyon, C —sinifi
fonksiyonlar, F —daralma doniistimleri, E —daralmalar, Suzuki-Berinde
daralma déniisiimleri, Graf teorisi, Homotopi, Integral denklemler, Integral tip
daralma doniigiimleri
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In this thesis, it is aimed to find the existence and uniqueness of the common fixed point of
various contraction mappings defined in modular b —metric spaces and modular b —metric spaces
endow with Branciari distance function. In addition, the applicability of the obtained results to
various fields of mathematics such as graph theory, homotopy, integral equations is also shown.

Basically, this study consists of two main parts. In the first chapter, the development of fixed
point theory, the concept of metric space and its properties, some basic definitions and theorems, the
concept of fixed point, extensions of Banach fixed point theorem, graph theory and some generalized
metric space structures are mentioned. In the second part, by using various auxiliary functions, the

new concepts such as Suzuki £ —contraction, G(®, 9, E) —contraction, generalized F —contraction

involving quadratics terms, generalized Suzuki-Berinde Z 9. —contraction and generalized

simulation @g —contraction mappings are introduced. The common fixed point theorems obtained
from these new concepts have been proved. These results are supported by various examples and
mathematical applications. Also, the modular b —metric space equipped with the Branciari distance
function and some properties of these spaces have been brought to the literature and the fixed point

theorem on this space has been proved.

Key Words: Fixed point theory, Modular b —metric, Simulation functions, € —class function,
F —contraction mappings, E —contraction, Suzuki-Berinde contraction mappings,
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SEMBOLLER DiZiNi

(§,B) : Branciari metrik uzay
(§,B;) :Branciari b —metrik uzay
Sy : Branciari uzaklik fonksiyonu ile donatilmis modiiler b —metrik uzay
($,0) : b —metrik uzay

C : Kompleks sayilar kiimesi
($,d) : Metrik uzay

Sy : Modiiler metrik uzay

S¢ : Modiiler b —metrik uzay
I|-1] : Normlu uzay

R™ : n —boyutlu Oklid uzay1
N : Dogal sayilar kiimesi

R, : Pozitif reel sayilar kiimesi
R : Reel sayilar kiimesi

Cla, b] : Reel degerli siirekli fonksiyonlar
(S, 1) : Topolojik uzay
Fix(Q) . Q doniisiimiiniin sabit noktalar1 kiimesi

Crix{Q, K} : Q ve K doniisiimlerinin ortak sabit noktalarinin kiimesi
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

S bostan farkli bir kiime olmak iizere Q:§ — § dOniisiimi verildiginde
Qw = w olan w € § varsa bu noktalara Q doniistimiin sabit noktalar1 denir. Yani, Q altinda
degismeyen noktalar Q doniistimiiniin sabit noktalaridir.

Bu tanimdan yola ¢ikilarak sabit nokta teorisi Qw = w denkleminin ¢6ziimiinii bulma
problemine doniisiir. Sabit nokta teorisinin; genel topoloji, fonksiyonel analiz, lineer
olmayan fonksiyonel analiz, matematiksel analiz, operator teori, diferansiyel denklemler,
miihendislik, biyoloji, istatistik ve oyun teorisi gibi bir¢ok alanda uygulamalar1 mevcuttur.

Sabit nokta teorisindeki topolojik sabit nokta caligmalari normlu lineer uzaylarin
kompakt konveks alt kiimeleri iizerinde tanimli siirekli doniisiimler {izerinedir ve bu
caligmalara Brouwer onciiliik etmistir. 1912 yilinda Brouwer [1], R™ kiimesinin kapali birim
yuvarindan kendisine tamimli siirekli doniislimlerin sabit noktasinin var oldugunu
gostermistir ve elde edilen sonuglari n —boyutlu Oklid uzayina genellemistir. Matematiksel

olarak Brouwer teoremi

“C, R™ de kapali bir yuvar ve Q: C — C siirekli bir doniisiim ise Q nun C de bir sabit

noktas1 vardir’’

seklinde ifade edilmistir. Daha sonra bu teoremde "IR™ yerine herhangi bir Banach uzay1
alinabilir mi?" sorusunun cevabi arastirilmistir. Fakat, Kakutani [2] bu teoremin Banach
uzaylarinda gecerli olmadigimi gosteren bir 6rnek vermistir. Fakat, 1930 da Schauder [3]
tarafindan sonsuz boyutlu uzaylara bazi ek kosullar eklenerek asagidaki sekliyle

genellestirilmistir:

‘S bir Banach uzayi, C, § nin bostan farkli, sinirh, kapali ve konveks bir alt kiimesi
olmak tizere her siirekli ve kompakt Q: C — € doniisiimiiniin C de en az bir sabit noktasi

vardir.”’



Diger yandan bir doniisiimiin sabit noktasinin varliginin garanti edilmesinin yani sira
sabit noktanin tekliginin bulunmasina yonelik de bir ¢oziim sunan ve metrik uzay yapisi
tizerindeki sabit nokta calismalarinin temelini olusturan teorem 1922 yilinda Banach
tarafindan verilen ‘‘Banach daralma dontisiim prensibi’’ olarak da bilinen ‘‘Banach sabit
nokta teoremi’’ dir. Bu teorem metrik sabit nokta ¢alismalarindaki ana figiir olmustur.
Guniimiizde de birgok sabit nokta teoremi Banach sabit nokta teoremi ile

iliskilendirilmektedir.

1.2. Temel Tanim ve Teoremler

Bu kisimda, tez boyunca kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremlere yer
verilmistir.

Tamm 1.2.1. [4] § bostan farkli bir kiime olsun. Bu kiime iizerinde tanimli, reel
degerli, negatif olmayan bir d:S§ X § - R, fonksiyonu her w,f,v € § i¢in asagidaki

sartlar1 saglasin:

(d) d(w,$) =0 = w =g,
(dy) d(w, ) = d(g, w), (simetri dzelligi)
(d3) d(w, o) < d(w,v) + d(v, ), (liggen esitsizligi).

Bu durumda d fonksiyonuna § uzayinda bir metrik, (S, d) ikilisine ise bir metrik uzay
ad1 verilir,

Ornek 1.2.2.[4] S = Rve d: S x § - R, olmak iizere her w, € S icin

d(w, ) = o — o

seklinde tanimlanan fonksiyona R {izerinde alisilmig metrik (mutlak deger, dogal, salt deger)
ve (R, d) ikilisine alisilmis metrik uzay denir.

Ornek 1.2.3.[5] S = R? ve d;,d,: S X S — R, olmak iizere her w = (w4, ), # =
(#1,8>) € R* igin

dy(w, p) = \/(0)1 — $1)* + (0 — #,)?



dy(w, ) = maks {|w; — §4], |0, — 0.}
fonksiyonlar1 bir metriktir. Bu metrikler R? iizerinde sirastyla Euclid metrigi (veya Pisagor
metrigi) ve maksimum metrigi (veya Chebyshev metrigi, Tchebychev uzakligi) olarak
isimlendirilir.

Ornek 1.2.4. [6] S # @ keyfi birkiime ve d: S X § — R, fonksiyonuV w, $ € S igin

0, =
awo=1{y 428

ile tamimlansin. (S, d) bir metrik uzaydir ve bu uzaya ayrik (diskre, trivial) metrik uzay denir.

Ornek 1.25.[4] S = £, = {{a)n} C R (veya C)| sup|w,| < 00} sinirli diziler uzayi

neN

ve her w = {w,}, © = {#,} € S i¢cin

doo(w'go) = Suplwn i t@nl
neN

ile tanimh do,: § X § = R, fonksiyonu § tizerinde bir metrik fonksiyonudur.

Ornek 1.2.6. [6] [a, b], R iizerinde kapal1 aralik ve
S = C[a,b] :== {w: [a,b] = R| w siirekli fonksiyon}
olsun. Her w, % € S igind,:S XS = R, fonksiyonu

do(w, ) = suplw(t) — o)
t€[a,b]

bigiminde tanimlansin. Bu durumda (S, d,,) bir metrik uzaydir ve d, metrigine C[a,b]
tizerinde supremum metrigi veya diizgiin metrik ad1 verilir.
Ornek 1.2.7. [5] [, b], R iizerinde kapali aralik, 1 < p < oo sabit reel say1 ve

S = Cla,b] := {w: [a,b] = R| w stirekli fonksiyon}

olsun. Her w, % € S igind,:§ X § - R, fonksiyonu



b l/p
d)(w,0) = f () — pOPdt

bi¢ciminde tanimlansin. Bu durumda (5 , dp) bir metrik uzaydir.
Metrik uzaya ait bazi topolojik kavramlar asagida verilmistir.

Tamim 1.2.8. [6,7] (S, d) bir metrik uzay ve {w, },en bU uzayda bir dizi olsun.

e Her € > 0 sayisina karsilik n > ng igin d(w,, ®*) < € olacak sekilde ny(e) € N var

ise {wplney dizisi w* € § noktasina yakimsaktir denir ve lim w, = w* veya
n—-oo

w, = w* (n - ) ile ifade edilir, w* noktasina dizinin limiti ad1 verilir.

e Her &£ > 0 sayist icin m,n > N olan biitin m ve n pozitif tamsayilar1 igin
d(w,, w,,) < € olacak sekilde N = N(&) € N bulunabiliyorsa {w, },ey dizisine bir
Cauchy dizisi denir.

e (8,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi bu uzaydaki bir noktaya yakinsak ise

(8, d) uzayina tam metrik uzay adi verilir.
Uyar 1.2.9. [4,7] Metrik uzaylarda asagidaki kosullar gecerlidir.

e Yakinsak bir dizinin limiti tektir. Ayrica, bir dizinin yakinsaklig1 uzayda tanimlanan
metrige ve i¢inde bulundugu uzaya bagh olarak degisir.

e Yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir, fakat tersi her zaman dogru degildir.

¢ Yakinsak bir dizinin herhangi bir alt dizisi de ayni noktaya yakinsaktir.

e Tam metrik uzaylarin her alt uzaymin tam olmasi gerekmez. Gergekten, R alisilmis
metrige gore tam uzaydir, fakat Q rasyonel sayilar kiimesi R iizerinde aligilmis

metrige gore tam degildir. Tam metrik uzaylarin kapali her alt uzay: tamdir.

Ornek 1.2.10. [4] Ornek 1.2.5 de tanmimlanmis olan (£, do,) dizi uzay1 ve Ornek 1.2.6
da tanimlanan (C[a, b], d,) fonksiyon uzayi tam uzaylardir.
Tanmmm 1.2.11. [6] (S5,d) ve (M, m) iki metrik uzay ve Q:(S,d) — (M, m) bir

fonksiyon olsun.



e Q fonksiyonu wy, € S noktasinda siireklidir & her e>0 ve w€S igin
d(w,wy) < & iken m(Q(a)),Q(wO)) < ¢ olacak sekilde &(e, w) > 0 vardir.

e Q fonksiyonu w, € § noktasinda alttan yari siireklidir & her ¢ > 0 ve w € S i¢in
d(wgy, w) < & iken Q(wy) — € < Q(w) olan en az bir § > 0 vardur.

e Q fonksiyonu w, € § noktasinda iistten yari siireklidir < her ¢ > 0 ve w € S igin
d(wy, w) < & iken Q(w) < Q(wy) + €olan en az bir § > 0 vardir.

e Q fonksiyonu w, noktasinda diizgiin siireklidir & her € > 0 i¢in d(w, wy) < §
oldugunda m(Qw, Qw,) < € olacak sekilde sadece € a bagli bir 8§ = §(&) > 0 sayisi
vardir.

¢ Q fonksiyonunun bir w, € § noktasinda dizisel siireklidir © w,, » wy, = Q(w,) —

{9 (wy) }nen dizisi de Q(wg) noktasimna yakinsar.

Metrik uzaylarda siireklilik ile dizisel siireklilik tanimlar1 birbirine denktir. Ayrica,
stirekli bir fonksiyon i¢in Q(w,) = Q(wy) iken w,, = w, ifadesi her zaman dogru degildir.
Ornegin, Q:(R,d) » (R,d) fonksiyonu Q(w) = w? ve w,= (1" (neN) ise
Q(w,) =1-0(1), (n > ), fakat (w,) +» 1 olur [8].

Ornek 1.2.12. R de d(w, ) = |w — | alisilmis metrigi icin

¢ Q:R - Rve Qw = sinw fonksiyonu R de diizgiin siireklidir,

¢ 0:R - R Ve Qw = w3 fonksiyonu siireklidir, fakat diizgiin siirekli degildir.
Tamm 1.2.13. [6] S # @ bir kiime ve 7, § nin alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger,

(i) §,0 €r,
(if) 7 ya ait sonlu sayida kiimenin kesisimi yine 7 ya ait,

(iii) T daki herhangi sayida kiimenin birlesimi yine 7 ya ait

olma sartlar1 saglaniyorsa t ailesine § i¢in bir topoloji ve (8, 1) ikilisine de topolojik uzay
denir.
Tammm 1.2.14. [6] (S, 1) topolojik uzay ve w € § olsun. § kiimesinin bir K,, alt

kiimesi, U, topolojinin elemani olmak iizere w € U, € K, olacak bicimde varsa w



noktasinin bir komsulugu adini alir. w noktasinin bir agik komsulugu ise bu noktayi igine
alan bir agik kiimeden ibarettir.

Tanim 1.2.15. [6] (S, 7) topolojik uzayinda 7 nun elemanlarina agik kiimeler denir.
A € S icin $\A kiimesi acik ise A kiimesine kapali kiime denir. A kiimesinin kapsadigi tiim

acik kiimelerin birlesimine A kiimesinin i¢i denir ve A° ile ya da int4 ile gosterilir. A € §
kiimesini iceren tim kapali kiimelerin arakesitine A kiimesinin kapanist denir ve 4 ile

gosterilir. Eger A = A ise A € S kiimesi kapali kiimedir.
Tamm 1.2.16. [6] (S, d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda

74 = {U S §| U ktimesi (S8, d) uzayinda acik}

ailesi S tizerinde bir topolojidir ve 7, topolojisine metrik topoloji veya d metriginin iirettigi
topoloji denir.

Tanim 1.2.17. [6] (S, 7) topolojik uzay olsun. § uzayinda farkli her nokta ¢iftini i¢eren
ayrik agik kiimeler varsa (S, t) ikilisine Hausdorff uzay1 veya T, —uzayidir denir.

Tanmim 1.2.18. [6] (8, d) metrik uzaymin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu
uzayda her dizinin yakinsak bir alt diziye sahip olmasidir. Ayrica, bir metrik uzayin kompakt
alt kiimeleri kapalt ve sinirhdur.

Tamim 1.2.19. [6] § ve M bostan farkli iki kiime ve Q: § — M bir fonksiyon olsun.
Vw, o €S icin w < p iken Q(w) = 9(p) (Q(w) < Q9(p) ) ise Q fonksiyonuna §
kiimesinde artmayan (nonincreasing), (azalmayan(nondecreasing)) fonksiyon denir.

Tamm 1.2.20. [6] § bos kiimeden farkli bir kiime ve [F bir cisim olsun. +:§ X § =» §
veFXx§ > SikiliislemleriVa,f EFveVw, o,z €S icin

() w+p=p+w,

(i) w+(@@+2)=(+p)+z

(il) Yo, peESigcinw+e =e+w=wolanbire € § vardrr,

(iv) YVw, o €Sicinw + (—w) = (—w) + w = e olan bir (—w) € § vardur,
V) 1w =w,

Vi) a.(w+p) =a.w+a.p,

(vii) (a+B)w=aw+p.w,

(vii) (a.B).w =a.(f.w),



sartlarini sagliyorsa (S, +,7) tgliisiine F cismi {izerinde lineer uzay (vektor uzayi) adi verilir.
F = R ise § ye reel vektor uzayi, F = C ise § kompleks vektor uzayidir.

Tamm 1.2.21. [6] S, F cismi (F = R veya [F = C) iizerinde bir lineer uzay olsun.
I-]l: § = R* fonksiyonu V w, o € S ve V a € F i¢in asagidaki kosullar saglarsa S iizerinde

bir norm ve (S, ||-|]) ikilisine de normlu uzay denir.

(i) lloll=0sw=20,
(i) llawll = lalllwll,

(i) [lw + gl < llwll + ligll.
Ornek 1.2.22. [6] Normlu uzaylar i¢in asagidaki rnekler verilebilir.

(1) S =R olsun. w € R i¢in |||| fonksiyonu ||lw|| = |w| ile tanimlandiginda R
tizerinde bir norm belirtir.

(2)1 <p < wigin

S=t,= {w = (w,): Z"""'p < oo}

uzay1 verilsin. o = (w,) € £, i¢in

1/19

lwll = (lenlp)

ile tanimlandiginda ||-|| fonksiyonu #,, tizerinde bir norm belirtir.

S tzerindeki bir norm, § lizerinde w, € § olmak ilizere d(w, P) = ||lw — p|| ile
verilen bir d metrigi tamimlar ve bu metrik norm tarafindan iiretilen metrik olarak

adlandirilir. Bir vektor uzay1 tizerindeki her metrik bir normdan indirgenmez. s uzay (tiim
siirlt veya sinirsiz kompleks terimli diziler uzay1) bir vektor uzayidir. w = (xj) ve o =

(yj) olmak tizere



d( il Xj
) =21+|x, |

ile tanimlanan metrik, normdan elde edilemez. Bir normdan elde edilen d metrigi

VY w,p,a €S veV a skaleri igin

ed(w+agp+a)=dw,p), (6teleme degismezligi)
e d(aw, agp) = |ald(w, §£), (homojenize)

ozelliklerini gercekler [7].

Tamim 1.2.23. [6] Bir normlu lineer uzayda alinan her Cauchy dizisi yakinsak ise bu
uzaya tam normlu uzay veya Banach uzayi denir.

Ornek 1.2.24. [6] Banach uzaylari i¢in asagidaki 6rnekler verilebilir.

(1) 1< p <oigin{w = (wy): Xp=1lwy|? < o} uzayt w = (w,) € £} i¢in

1/p

lwll = (ZI%I’“)

normuna gore bir Banach uzayidir.

(2) Sinirli diziler uzay1 £, = {w = (w,): sup|w,| < oo} tizerindeki

lwll = sup|ew,|
n

normuna gore bir Banach uzaydir.
Tanmim 1.2.25. [4] S, F cismi {izerinde tanimlanan bir vektor uzay1 olsun ve § lizerinde
bir topoloji 7 ile verilsin. (§, T) topolojik uzayina gore lineer uzay islemleri siirekli ise yani

a €EF veherw, o €S i¢in

(i) skalerle ¢arpma islemi, yani (o, w) — a. w siirekli,



(ii) vektorlerin toplama islemi, yani (w, ) — w + g siirekli

ise S uzayina bir topolojik vektor uzay1 ya da lineer topolojik uzay adi verilir.

1.3. Sabit Nokta Kavrami ve Banach Sabit Nokta Teoremi
Tamm 1.3.1. [9] § bostan farkli bir kiime ve Q: S — § bir fonksiyon olsun.
Qw = w

esitligini saglayan w € § noktasina Q fonksiyonunun bir sabit noktasi denir.
F(Q) =Fix(Q) ={w € §: Qw = w}

kiimesi de Q doniisiimiiniin sabit noktalar1 kiimesini temsil eder.

Ornek 1.3.2. [5] S =Rve i =1,2,3,4,5 i¢in Q;: S — S déniisiimleri asagidaki gibi

tanimlansin.

e 0,(w) = Vw? — 8w + 40 = Fix(Q) = {5} dir.

¢ 0,(w) = w?— 6> Fix(Q) = {—2,3} dir,

e 0:(w) = w® — 4w+ w? +w—4= Fix(Q) = {—2,—1,2} dir.

¢ 0,(w) =e“*t = Fix(Q) = ¢ dir.

¢ Q:(w) = w= Fix(Q) = Rdir.

e x € R olmak iizere Q4(x) = sin(x? + |mx| — 1) fonksiyonunun sabit noktalarinin
kiimesi, yani fonksiyonun y = f(x) = x dogrusu ile kesim noktalar1 asagidaki

grafikte belirtilen A, B ve C noktalarindan olusur.
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Qs(z) = sin(2® + |7 x| — 1)

Sekil 1. sin(x? + |mx| — 1) fonksiyonunun sabit noktalar

Tamm 1.3.3. [9,10] § bos kiimeden farkli bir kiime ve Q:§ — § bir doniisiim olsun.

Herhangi bir w € S igin

9™ (w) = 9(Q™(w))

ile tanimlanan Q" (w) doniisiimiine Q altindaki w nin n. iterasyonu denir.

Q:8 - S bir doniisiim olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler yazilabilir.

(i) Fix(Q) c Fix(Q™) dir.
(i) Keyfi bir n € N i¢in Fix(Q™) = {w} ise Fix(Q) = {w} dir.

Tanmm 1.3.4. [10] Q™ (n = 1), doniisimii Q doniisimiiniin n. iterasyonu olsun.

Herhangi bir w, € § i¢in
Wy, =Qwy_q =Q"w,y, n=123,..

esitligi ile tanimlanan {w, },ey C S dizisine w, baslangi¢ noktasi ile en iyi yaklasim dizisi
veya Picard iterasyon dizisi denir. Bu yontem Picard iterasyonu olarak da bilinir.

Tamim 1.3.5. [9] (S, d) bir metrik uzay ve Q: S — § bir doniisiim olsun. Her w, §o €

S i¢in
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d(Qw, 9p) < kd(w, )

esitsizligi k > 0 sabiti i¢in saglanirsa Q doniisiimiine § iizerinde bir Lipschitzian doniisiim
ad1 verilir. Ayrica bu esitsizlik Lipschitz sart1 ve bu sart1 saglayan en kiiciikk k degerine de
Lipschitz sabiti ad1 verilir.

Ornek 1.36. S = R, d(w,p) =|w—p| ve Q:R-> R, Qw = 3w olsun. Bu

durumda

d(Qw,9%€) = [3w — 3| = 3|lw — p| = 3d(w, p)

oldugundan k > 3 i¢in Q doniisiimii Lipschitz sartini saglar.

Tamm 1.3.7. [9] (S, d) bir metrik uzay olsun. Her w, o € S i¢in

d(Qw, 9) < kd(w, #)

ifadesini saglayan k € [0,1) sabiti varsa Q:§ — § doniisimiine ‘‘daralma (Banach
daralma)’’ doniisiimii ad1 verilir.

Ornek 1.3.8. [5] (S,d) alisilmis metrik uzay ve Q: S — S bir fonksiyon olsun. Bu
durumda her w € § igin

w

¢ § = R olmak tizere Q(w) = >
e S = [0,100] olmak iizere Q(w) = Vw? — 8w + 40,

e § =[0,10] ve £ € [0,1) olmak lizere Q(w) = sech(f#w),

¢ § = R olmak tizere Q(w) = cos(cosw),

¢S = R olmak iizere Q(w) = e~¢™%,
fonksiyonlar1 birer daralma doniistimiidiir.

Ornek 1.3.9. [5] d Euclid metrigi, S =[0,100] x [—2,2] kiimesi iizerinde

tanimlansin. Ayrica, her (a,b) € § i¢in Q:§ — § fonksiyonu

b
Q(a,b) = (2 + v a2 — 8a + 40, tan‘lz)
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olsun. Bu durumda Q bir daralma doniistimiidiir.
Ornek 1.3.10. [5] d maksimum metrigi § = R3 kiimesi iizerinde tanimlansin. Her

w € S igin

1.2 0.1 -0.2 1
A=1-01 08 04 |veb=|2
05 -0z 11 3

olmak tizere
Qw)=w—Aw+b

ile tammmh Q: § — § bir daralma dontisimiidiir.

Daralma doniisiimleri diizgiin siirekli doniisiimlerdir. Dolayisiyla herhangi bir Q
doniistimii siirekli degilse bir daralma doniisiimii de olamaz. Buna karsin Q daralma
doniisiimii olmasa bile, herhangi bir N i¢in Q" daralma déniisiimii olabilir. Bu durum i¢in
asagidaki ornek verilebilir.

Ornek 1.3.11. 9:[0,2] - [0,2] doniisiimii

0, we[0,1]
1, e (1.2]

0w ={
bi¢iminde verilmis olsun. @ doniisiimii w = 1 noktasinda siireksizdir. Bu nedenle daralma
doniisiimii degildir. Diger taraftan, Q2:[0,1] - {0}, Q%w =0 olup Q? bir daralma
doniisiimiidiir. Ayrica w = 0, Q2 doniisiimiiniin tek sabit noktasidir.

1922 yilinda Polonyali matematik¢i Stefan Banach 1n doktora tezinde ortaya koydugu
‘‘Banach Daralma Prensibi (BCP)’’ olarak da adlandirilan sabit nokta teoremi ile metrik
sabit nokta teorisinin temelleri atilmistir.

Teorem 1.3.12. (Banach Sabit Nokta Teoremi) [11] (S,d) tam metrik uzay ve
Q:S§ — S bir daralma doniisiimii olsun. Bu durumda @ doniisiimii § uzayinda bir tek sabit
noktaya sahiptir. Ayrica, {w,}nen Picard iterasyon dizisi her w,y € § igin Q doniisiimiiniin
sabit noktasina yakinsar.

Omek 1.3.8, Ornek 1.3.9 ve Ornek 1.3.10 da tanimlanan Q daralma déniisiimleri

Banach sabit nokta teoremi geregince tam metrik uzay tizerinde bir tek sabit noktaya sahiptir.
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Diger yandan her daralma doniisiimiiniin sabit noktasi olmasi gerekmez. Ya da bir
doniistimiin bir veya birden fazla sabit noktasi olabilir. Ayrica, tam olmayan metrik
uzaylarda tanimlanan daralma doniisiimlerinin sabit noktaya sahip olmasi da gerekmez.

Ornegin; S = (0,1] kiimesi mutlak deger metrigi ile donatilsin. Bu durumda Qw = % ile

tamiml1 Q: § — § bir daralma doniisiimiidiir, fakat sabit noktasi yoktur.

1968 yilinda Bryant [11] Banach sabit nokta teoreminin bir genislemesi olan asagidaki
sonucu vermistir.

Teorem 1.3.13. (Bryant Sabit Nokta Teoremi) [11] (S,d) tam metrik uzay ve
Q:S — S bir doniisiim olsun. Bazt N € N icin Q" bir daralma déniisiimii ise Q doniisiimii
bir tek sabit noktaya sahiptir. Ayrica, {w,},ey Picard iterasyon dizisi her w, € § i¢in Q
dontisiimiiniin sabit noktasina yakinsar.

Tammm 1.3.14. [9] (S,d) bir metrik uzay ve Q:§ — § bir doniisim olsun. Her
W, P ESVew #* P icin

d(Qw, 9%) < d(w, $)

ise @ doniisiimiine kesin daralma (contractive) doniistimii denir.

Ornek 1.3.15. S = R ve d(w, #) = |w — | alisiimis metrigi verilsin. Bu durumda

0:R->R
w-Qw=1+In(1+e?)

ile tantmlanan doniisiim kesin daralma olup daralma degildir.

Edelstein [12] tam metrik uzaylarda Q:S — S kesin daralma doniisiimiiniin sabit
noktasinin varligiin gerekli olmadigini gézlemlemistir. Bunun yaninda mevcut uzaya bazi
kosullar ekleyerek kesin daralma doniisiimiiniin de bir tek sabit noktaya sahip oldugunu
asagidaki teoremle ispatlamistir.

Teorem 1.3.16. (Edelstein Sabit Nokta Teoremi) [12] (S, d) kompakt metrik uzay
ve Q: 5 — S kesin daralan bir doniisiim olsun. Bu durumda Q bir tek sabit noktaya sahiptir.

Tanmmm 1.3.17. [9] (S,d) bir metrik uzay ve Q:§ — § bir doniisiim olsun. Her
w, P €S igin
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d(Qw,9p) < d(w, )

ise Q doniisiimiine genislemeyen (nonexpansive) doniisiim denir.

Ornek 1.3.18. § = R kiimesi iizerinde d alisilmis metrigi tanimlansin ve

O:R->R

X
a)—>Qw=§—k,(k¢O)

olsun. Her w, ¢ € R i¢in

dQu,0p) = [c—k-Zt+k|=—7F—=—

< d(w, )

saglandigindan Q doniisiimii genislemeyen bir doniisiimdiir.
Yukarida tanimlanan doniisiimler goz 6niine alinarak agagidaki sonug yazilabilir [8].
Q daralma = Q kesin daralma = Q genislemeyen = Q Lipschitzian.
Fakat ters gerektirmeler her zaman dogru degildir.
Tanmim 1.3.19. [9] (S, d) bir metrik uzay ve Q: § — § bir doniisiim olsun. Her w, §0 €
Svea>1igin

d(Qw,9%) = ad(w, $)

ise Q doniisiimiine genisleyen (expansive) doniisiim denir.

Daralma dontistimlerinin siirekli bir donilisim oldugundan bahsedilmisti. Simdi
stireklilik sartin1 gerektirmeyen daralma doniistimleri i¢in 1968 yilinda Kannan asagidaki
sabit nokta teoremini ispatlamistir.

Teorem 1.3.20. (Kannan Sabit Nokta Teoremi) [13] (S, d) tam metrik uzay ve

Q:S§ — § bir doniisiim olsun. Her w, o € S i¢in

d(Qw, 9f) < £ [d(w, Qw) + d($, 9p)]



15

olacak sekilde bir £ € [0, %) sabiti varsa Q doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir. Ayrica,

{wy Inen Picard iterasyon dizisi her w, € § igin Q dontlisiimiiniin sabit noktasina yakinsar.

Kannan sabit nokta teoremi Banach sabit nokta teoreminin bir genellestirmesi degildir.
Ancak bu sonug¢ iizerinde calisilan metrik uzaym tamligin1 da sagladigindan oldukga
onemlidir. Subrahmanyam [14], Kannan daralma doniisiimiiniin metrigin tamligina da
karakterize ettigini ispatlamistir. Diger bir degisle, S metrik uzaymin tam olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul § iizerindeki her Kannan doniisiimiiniin bir sabit noktaya sahip olmasidir. Bu
0zellige Banach daralma doniisiimleri sahip degildir.

1972 yilinda Bianchini [15], Kannan daralma doniisiimiiniin bir genellemesini
asagidaki gibi ifade etmistir.

Teorem 1.3.21. (Bianchini Sabit Nokta Teoremi) [15] (S, d) tam metrik uzay olsun.
Her w, o € S i¢in

d(Quw, Q) < £ maks{d(w, Qw), d($, 9¢)}

olacak sekilde bir £ € [0,1) sabiti varsa Q: § — § doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.
Sabit nokta teorisinin gelisiminde yer alan 6nemli teoremlerden bazilari asagidaki
gibidir.
Teorem 1.3.22. (Chatterjea Sabit Nokta Teoremi) [16] (S, d) tam metrik uzay ve
Q:S — S bir doniisiim olsun. Her w, o € S i¢in

d(Qw, %) < £ [d(w, 9p) + d(p, Qw)]

olan bir £ € [O, %) sabiti varsa, Q doniistimii bir tek sabit noktaya sahiptir.

Teorem 1.3.23. (Reich Sabit Nokta Teoremi) [17] (S, d) tam metrik uzay tizerinde
her w, g € § i¢in

sartin1 saglayan £, + £, + #5 < 1 Ozelligindeki %4, £,, 5 = 0 sabitleri varsa 9:§ —» §

doniistimii bir tek sabit noktaya sahiptir.
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Teorem 1.3.24. (Hardy-Rogers Sabit Nokta Teoremi) [18] (S, d) tam metrik uzay

ve Q: S — § bir doniisiim olsun. Her w, € § i¢in

olan £, + £, + £z + £y + £s <1 Ozellikli £, i =1,..5€ R sabitleri varsa Q
dontisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.

Teorem 1.3.25. (Ciric Sabit Nokta Teoremi) [19] (S,d) tam metrik uzay ve
Q:§ — § bir doniisiim olsun. Her w, o € S igin

2

d(Qw, 0%) < a maks {d(w, 0),d(w,0w),d (0, 00), (w,9p) + d(@'Qw)}

olan a € [0,1) sabiti varsa Q doniisiimiine Ciric daralma doniisiimii adi verilir ve bu
dontisiim § tizerinde bir tek sabit noktaya sahiptir.

2003 yilinda Berinde tarafindan hemen hemen (almost) daralma olarak adlandirilan
yeni bir daralma doniistimii asagidaki gibi ifade edilmistir.

Tamim 1.3.26. [20] (S,d) bir metrik uzay ve Q:§ — § bir donilisiim olsun. Her
w, P € S icin

d(Qw,9f) < dd(w,$) + Ld(p,Qw) (1.1)
olacak sekilde & € [0,1) ve L > 0 sabitleri varsa Q doniisiimiine hemen hemen daralma
doniigtimii ad1 verilir.

Uyar1 1.3.27.[10] (1.1) ile verilen hemen hemen daralma sart1 simetrik degildir. Fakat,

uzaklik kavraminin simetrik olmasindan dolay1 (1.1) sart1 her w, o € S i¢in

d(Qw, 9p) < éd(w, ) + Ld(w, 9f¢) (1.2)

ile belirtilen bir esitsizligi de igerir. Sonug olarak Q doniisiimiiniin hemen hemen daralma

doniistimii oldugu kontrol edilirken (1.1) ve (1.2) sartinin her ikisi de incelenmelidir.
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Onerme 1.3.28. [10] Kannan daralma doniisiimleri bir hemen hemen daralmadir.

Gergekten, tiggen esitsizliginden

d(Qw, 9%) < £ [d(w, Qw) + d($€, 9p)]
< £ {[d(w, ) + d(p,Qw)] + [d(, Qw) + d(Qw, 96€)]}

dir. Buradan (1 — £)d(Qw, 9p) < £d(w, ») + 2£d($%,Qw) olur ve her w, p € §

24

1-4£

hemen hemen daralma sart1 £ € (O, %) icin § = %ﬂ ve L = % ile saglar. Ayrica, Kannan
daralma sarti simetrik oldugundan (1.2) sartin1 da saglar. Boylece her Kannan daralma
doniisiimii bir hemen hemen daralmadir.

Onerme 1.3.29. [10] Teorem 1.3.22 de verilen Chatterjea daralma déniisiimleri de bir
hemen hemen daralmadir.

Onerme 1.3.30. [10] (S, d) bir metrik uzay olsun. Her w, §o € S icin

olan £, 4+ 2%, <1 Oozelligini gercekleyen £4,#%, > 0 sabitleri varsa Q:§ = §
dontisiimiine Ciric-Reich-Rus daralma doniisiimii adi verilir ve bu daralma ayni1 zamanda bir
hemen hemen daralmadir.

Onerme 1.3.31. [10] (S, d) metrik uzay ve Q: S — S bir déniisiim olsun. Her w, o €
S i¢in

d(Qw, 9%) < hM (w, §),
M(w, ) = maks{d(w, ), d(w, Qw), d(§, 26), d(w, %), d(#, Qw)}

olan h € [0,1) sabiti varsa Q doniisiimiine quasi daralma doniisiimii adi verilirve 0 < h < %

ise quasi daralmalar bir hemen hemen daralmadir. Diger yandan h < % olmasi gerekli bir
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sart degildir. Yani h > % oldugu durumda da hemen hemen daralma olan quasi daralmalar

vardir.

Ornek 1.3.32. [10] § =[0,1] ve (S,d) alisilmis metrik uzay olsun. Q:§ — S

fonksiyonu
2w 0< o< 1
06 3 eger <w >
20+ 1 cor Lo <1
3 eger > S w <

olarak tanimlansin. Bu durumda Q doniisiimii i¢in asagidaki kosullar saglanir.

(@ d = %ve L = 6 sabitleri ile Q bir hemen hemen daralmadir ve Fix(Q) = {0,1} dir.

(b) @ bir Banach, Kannan, Chatterjea ve quasi daralma doniisiimii de degildir.

2003 yilinda Berinde hemen hemen daralma doniisiimleri icin asagidaki sabit nokta
teoremini ifade etmistir.

Teorem 1.3.33. [20] (S§,d) tam metrik uzay ve Q:S§ — § hemen hemen daralma
dontisiimii olsun. Bu durumda Q doéniisiimii bir sabit noktaya sahiptir.

Hemen hemen daralma doniistimlerinin bir tek sabit noktaya sahip olmasi gerekmez.

Eger (1.1) ve (1.2) kosullar1 L; > 0 igin

hd d(Q(l), QSO) S Sd((,l), 80) + le((,l), Q(U),
e d(Qw, 9p) < §d(w, $) + L, d(p,0%),

sartlar ile degistirilirse hemen hemen daralma doéniisiimlerinin sabit noktasinin tekligi
garanti edilmis olur.

Babu ve ark. [21] Berinde tarafindan tanimlanan hemen hemen daralma doniistimlerini
genelleyen yeni bir daralma doniigiimiini asagidaki gibi ifade etmislerdir.

Tamim 1.3.34. [21] (S, d) metrik uzay ve Q: § — S bir doniisiim olsun. Her w, § € §

i¢in

d(Qw, 9) < #d(w, p) + pN(w, £),
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N(w, ) = min{d(w, Qw), d($, 9%), d(w, 9%), d(%, Qw)}

olan £ € [0,1) ve p = 0 sabitleri varsa Q doniisiimiine genellestirilmis hemen hemen
daralma doniistimii ad1 verilir.

Teorem 1.3.35. [21] (S,d) tam metrik uzay ve Q:§ — § genellestirilmis hemen
hemen daralma doniisiimii olsun. Bu durumda @ doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.

2008 yilinda Suzuki [22] asagidaki sabit nokta teoremini ispatlamistir.

Teorem 1.3.36. (Suzuki Sabit Nokta Teoremi) [22] (S, d) kompakt metrik uzay ve

Q:§ — § bir doniisiim olsun. Artmayan bir 6:[0,1) — G, 1] fonksiyonu

1, eger 0<r<(V5-1)/2
0(r)={(1—r).r? eger (V5-1)/2<r<1/V2
(1+nr)1, eger 1/V2<r<1

olarak tanimlansin. Her w, o € S i¢in

0(r)d(w, Quw) < d(w, $) = d(Qw,9p) < rd(w, £)

olacak sekilde r € [0,1) sabiti varsa Q doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.

Suzuki 2009 yilinda ise Edelstein sabit nokta teoreminin bir genislemesi olan ve daha
sonraki sabit nokta ¢alismalarinda Suzuki daralma olarak 6ncii kabul edilebilecek asagidaki
sabit nokta teoremini ispatlamigtir.

Teorem 1.3.37. [23] (8, d) kompakt metrik uzay ve Q: § — § bir doniisiim olsun. Her
w, P E S i¢in,

1

esitsizligi saglaniyorsa Q doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.

Metrik sabit nokta teorisinde tek doniisiim i¢in elde edilen sabit nokta teoremlerinin
yani sira birden fazla donilisiim kullanilarak da elde edilen ortak sabit nokta ¢aligmalari
mevcuttur. Bu ¢alismalar Banach sabit nokta teoreminin iki veya daha fazla doniisiim

kullanilarak elde edilen genellestirmelerini de icermektedir.
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Tanmim 1.3.38. [24] S # @ bir kiime ve Q,K:S — § iki doniisiim olsun. Her w € §
icin Qw = Kw = w esitligi saglanirsa w noktasma Q ve K doniisiimlerinin ortak sabit
noktasi denir ve bu doniistimlerin ortak sabit noktalar1 kiimesi Cr;,{Q, K} = {w € §| Qw =
Kw = w} ile gosterilir.

Tammm 1.3.39. [24] S # @ bir kiime ve Q,K:S — § tamiml iki donilisim olsun.
Qw = Kw = c olan w, ¢ € § noktalar1 varsa w noktasina Q ve KX doniisiimlerinin ¢akisma
noktasi (coincidence point) Ve ¢ € § noktasina ise ¢akisilan nokta denir.

Ornek 1.3.40. § = [0,2] olmak iizere Sekil 2 de tanimlanan fonksiyonlarin grafiginde

A noktasi ortak sabit nokta ve B noktasi ise ¢akisma noktasidir.

Sekil 2. 9(x)=In(x)+1 ve K(x)=x?
doniistimlerinin ortak sabit noktalar:

Tanmm 1.3.41. [25] (S, d) metrik uzay ve Q,KX: S — S iki doniisim olsun. Her w € §
icin d(QKw, KQw) = 0 ise Q ve K doniisiimlerine degismeli (commuting) doniisiimler
denir.

Tanmm 1.3.42 [26] (S, d) metrik uzayinda tanimlanan Q, K:S — § doniigiimleri her
w €S icin d(QKw,KQw) < d(Kw,Qw) kosulunu saglarsa bu doniisiimlere zayif
degismeli (weakly commuting) doniisiimler adi verilir.

Tamim 1.3.43. [24] (S, d) metrik uzay ve Q,K: S — S iki donlisiim olsun. § uzayinda

baz1 t € § noktalar1 i¢in lim Qw, = lim Xw, =t sartim1 saglayan (w,) dizisi i¢in
n—->oo

n—-oo
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711_1)120 QK w,, KQw,) =0 ise Q ve K dontsiimlerine uyumlu (compatible) doniistimler
denir.

Tamim 1.3.44. [24] (S, d) metrik uzay ve Q,X:S§ — § iki doniisiim olsun. Q ve K
doniistimleri ¢akisma noktalarinda degismeli ise bu dontisiimlere zayif uyumlu (weakly
compatible) doniisiimler denir. Yani, Qu = Ku iken QKu = XQu olan u € § noktalar
vardir.

Yukaridaki tanimlar g6z oniine alindiginda iki doniisim igin asagidaki c¢ikarim
yapilabilir:

Degismeli dontisiimler = Zayif degismeli doniisiimler = Uyumlu doniistimler.

w

Ornek 1.3.45. [27] S =R iizerinde Q,K:S — S déniisimleri Q(w) =5 ve

K (w) = w? ile tanimlansin. Bu durumda w =0 ve w =§ noktalar1 birer ¢akisma

noktalaridir. Ayrica
QK (0) =xQ(0) =0

oldugundan 0 noktasinda degismelidirler. Dolayisiyla bu noktada zayif uyumludur. Fakat
1 1 1 1 1 1
01 (5) =2 (5) =5 ve e (5) =% (5) = 5;

oldugundan w = %noktasmda degismeli olmadig1 ve sonug olarak zayif uyumlu olmadiklar

da agiktir.
Ciric ve ark. [28] asagidaki sabit nokta teoremini iki doniisiim i¢in ispatlamiglardir.
Teorem 1.3.46. [28] (S, d) bir tam metrik uzay ve Q,K:S — § iki doniisiim olsun.
Her w, % € S icin

d(w, X) + d(sp, Qw)}
2

d(Quw, Q) < # maks {d(w, ), d(w, Qw), d(p, K ),

+p min{d(w, Qw), d(p, K), d(w, Kg), d($, Qw)}

ifadesini saglayan £ € [0,1) ve p > 0 sabitleri varsa Q ve K doniisiimleri bir tek ortak sabit

noktaya sahiptir.
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1.4. Banach Sabit Nokta Teoreminin Yardimci Fonksiyonlar Yardimi ile Elde
Edilen Genellemeleri

Bu calismanin ikinci boliimiinii olusturan *‘yapilan ¢calismalar’” kisminda kullanilacak
olan bazi yardimec1 fonksiyon siniflarina ve bunlarin 6zellikleri ile g¢esitli 6rneklere yer

verilecektir.

1.4.1. Geraghty Daralma Doniisiimleri

Geraghty daralma doniisiimleri 1973 yilinda Geraghty tarafindan tanimlanmustir.

lim B(t,) = 1= lim¢, = 0 dzelligine sahip B: [0, ) — [0,1) fonksiyonlarin simnifi
n—oo n—-oo

B olsun [29].
Teorem 1.4.1. [29] (S,d) tam metrik uzay ve Q:§ — § bir dontisiim olsun. Her
w, § € S icin

d(Quw,9p) < B(d(w, ))d(w, £)

olan g € B fonksiyonu varsa Q doniisiimii § uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir.
[30] da Geraghty daralma doniisiimlerinin bir genellemesi asagidaki gibi ifade

edilmistir.

7> 1 bir reel say1 ve [:[0,00) - [O,%) fonksiyonlarin sinifi B; olmak {izere
lim B(t,) = Lise lim L, = 0 dir.
n—oo T n—-oo

Ornek 1.4.2. [30] Asagidaki gibi tanimlanan S:[0, ) — [O,%) fonksiyonlar B;

sinifina aittir.

(i) Bazit = 1i¢in B(1) = w dir.

(i) B() = mlﬂz) dir.
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1.4.2. Integral Tipi Daralma Déniisiimleri

Banach daralma doniistimiiniin genellestirmelerinden birisi de integral tipindeki
daralma déniisiimleridir. Ilk olarak Branciari [31] 2002 yilinda tam metrik uzaylarda integral
tipindeki daralma doniisiimlerinin sabit noktalarinin varhigimi ve tekligini ispat eden bir
teoremi asagidaki fonksiyon sinifin1 kullanarak ifade etmistir.

Tamm 1.4.3. [31] 7:= {u: Rt - R*| u Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon}

siifl agagidaki kosulari saglasin.

(uq) p non-negatiftir,

(1) 1, R* nin her kompakt alt kiimesi tizerinde toplanabilirdir,

(u3) her bir ¢ > 01igin fog,u(x)dx > 0 dir.

Ornek 1.4.4. u: R* - R* fonksiyonlar1 asagidaki gibi tanimlansin.

(i) w:R* -> R*
x - u(x) = 2x,
(i) u: R* - R*

x - u(x) =e*.

Bu durumda u € 7 dir.

Branciari [31] Banach sabit nokta teoremini integral tipindeki daralma dontigiimlerine
genelleyen asagidaki sabit nokta teoremini ispatlamistir.

Teorem 1.4.5. [31] (S,d) tam metrik uzay ve Q:§ — § bir doniisim olsun. Her
w, P E S icin

d(Qw,960) d(w.p)

j ux)dx <k OJ u(x)dx

0

ifadesini saglayan k € (0,1) sabiti ve u € 7 fonksiyonu varsa Q doéniisiimii § uzayinda bir

tek sabit noktaya sahiptir.
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Yukaridaki teoremde p(x) =1 almirsa bu sonu¢ Banach sabit nokta teoremine
indirgenir.
Lemma 1.4.6. [32] u € 7 ve {w, }ney dizisi w™ noktasina yakinsak pozitif degerli bir

dizi olsun. Bu durumda

wn w*

r{l_{rgobf u(x)dxzf u(x)dx

0

ve

wWn

lim w, = w* & lim f ux)dx= =10
n—oo
0

n—oo

dir.

1.4.3. F — Daralma Déniisiimleri

2012 yilindaki bir ¢alismada D. Wardowski [33] asagidaki 6zelliklere sahip olan bir
fonksiyon kullanarak yeni bir daralma doniisiimii tanimlamistir ve bu doniisiim F —daralma
dontisiimii olarak isimlendirilmistir.

F asagidaki kosullar1 saglayan tim F: R, — R fonksiyonlarin bir sinifi olsun:

(F;) F kesin artandir, yani her a, § € R, i¢ina < S iken F(a) < F(pB) dur,

(F,) Pozitif sayilarin her {a,} dizisi i¢in lima, =0 & limF(a,) = —o dir,
n-—-oo n—-oo

(F3) lim oF(a) = 0 olan bir k € (0,1) sabiti vardir.

Tanmim 1.4.7. [33] (8, d) metrik uzay ve Q:§ — § bir doniisiim olsun. d(Qw, Q) >

0 sartin1 saglayan her w, o € S icin

K+ F(d(Qu,9p)) < F(d(w,$£)) (1.3)
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olan bir k > 0 sayis1 varsa Q doniisiimiine bir F —daralma doniisiimii adi verilir.

Asagida F ailesine ait bazi fonksiyon ornekleri verilmistir. Bu 6rnekler yardimiyla
literatiirde bulunan bazi daralma doniisiimlerinin bir F —daralma dontisiimii olduklari
goriiliir.

Ornek 1.4.8. [33] F;:R; » R doniisimii F,(«) =Ina olarak tanimlansm. Bu
durumda F, € F oldugu agiktir. Q:§ = § bir F, —daralma doniisiimii ise bu durumda

d(Qw, Q) > 0olan her w, o € S ve Qw # Qg icin

d(Qw, 9fp) < e "d(w, )

saglanir. Ayni zamanda Qw = Qg sartini saglayan w, o € S icin de (1.3) esitsizligi saglanir.
Q doniistimii @ = e~ olmak {izere bir Lipschitz doniistimiidiir. A = e™™ < 1 oldugundan Q
bir daralma doniisiimiidiir. Dolayistyla her daralma dontigiimii F, —daralma doniistimiidiir.
Ornek 1.4.9. [33] F,: R, —» R doniisiimii Fy(a) = In a + « olarak tanimlansm. Bu
durumda F, € F oldugu agiktir. d(Qw, Q) > 0 ise her w, o € S ve Qw # Qg igin

d(w, P)

ifadesi saglanir. Bu durumda Q: § — § bir F —daralma doniisimidiir.
Ornek 1.4.10. [33] F: R, — R déniisiimii F.(a) = \7—; olsun. F, € F oldugu agiktir

d(Qw, Q) > 0 olan her w, o € § ve Qw # Qg i¢in

d(Qw, 0p) < L i)
(1 + K/ d(w, p))

esitsizligi saglandigindan Q: § — § bir F —daralma doniistimiidiir.
Ornek 1.4.11. [33] F,: R, — R doniisiimii Fy(a) = In(a? + ) olarak tanimlansi.
F, € F dir. d(Qw, 9g) > 0 olan her w, o € S ve Quw + Qg igin

40w, 09)(d(Qw,00) +1) _ _,
A @@ +D
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saglandigindan Q: § — § bir F —daralmadir.
Not 1.4.12. [33] (F;) ve (1.1) esitsizliginden her F —daralma doniistimii, bir kesin
daralma dontisiimidiir. Q bir F —daralma ise d (Qw, Qg) > 0 sartin1 saglayan her w, § € §

i¢in
d(Qw, 9%) < d(w, $)

olur. Boylece her F —daralma doniisiimii ayn1 zamanda siirekli doniistimdyir.
Not 1.4.13. [33] F,, FE, € F olsun. Her a > 0 igin E,(a) < F,(a) ve ¢ = E, — F,
azalmayan bir donilisiim ise her F,, —daralma doniisiimii bir E, —daralma doniisimiidiir.

Gergekten Not 1.4.12 den d(Qw, Q) > 0 sartin1 saglayan her w, € S, Qw # Qg igin

g(d(Qw, 90)) < g(d(w, »))

olur. Boylece d(Qw, Q) > 0 sartini saglayan her w, 0 € S, Qw # Qg igin

K+ F,((Qw,00)) =k + E,((Qw,90)) + ¢(d(Qw,9¢))
< F,((w, ) + g(d(w, 9))
= Fv((a),@))

elde edilir.

2012 yilinda D. Wardowski, F —daralma doniistimlerini kullanarak agagidaki teoremi
ifade etmistir.

Teorem 1.4.14. [33] (S, d) tam metrik uzay ve Q:§ — § bir F —daralma doniisiimii
olsun. Q déniisiimii S uzayinda bir tek z € S sabit noktasina sahiptir. Ustelik her bir w, € S
icin {Q™w,} Picard iterasyon dizisi z € § noktasina yakinsar.

F —daralma doniisiimiiniin bir genellestirmesi asagidaki gibi ifade edilmistir.

Tanim 1.4.15. [34] (S, d) metrik uzay ve Q:§ — § bir F —daralma doniistimii olsun.
F € F ve d(Qw, Q) > 0 sartin1 saglayan her w, £ € S i¢in

1
M, ) = maks {d(0,9), d(, 00), d(p, 09), 5 [d(®, 0p) + d(, Q)]
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olmak tlizere

K+ F(d(Quw,09)) < F(M(w,£))

esitsizligini saglayan bir k > 0 sabiti varsa Q doniisiimiine genellestirilmis Ciric F —daralma
doniistimii denir.

Hussain ve Salimi [35] F —daralma doniisiimlerini genellestirmek i¢in k > 0 sabitini
g6z Online alarak yeni bir fonksiyon ailesini asagidaki gibi tanimlamistir.

A« agagidaki (J) 6zelligini saglayan tiim J: RY — R fonksiyonlarinim bir ailesi olsun.
(3) Her iy, 15,13, 14 € R, igin (41515t = 0 = J(14, 15, 13,14) = Kk 0Olan k > 0 vardir.

Ornek 1.4.16. [35] k > 0 ve P € R, olsun. i = 1,2,3 i¢in J;: R% > R tamimlanan

fonksiyonlar: Ay sinifina aittir.

(I) 31(L1: L, 13,l4) =P min{ll,Lz, L3,L4} + K.
(i) 354, b, 13, 1) = keP minltutatsis)

(iii) I3(ty, 15, t3, 1) = P In(min{iy, 15, 13,14} + 1) + k.

Ayrica, Hussain ve Salimi [35] 3 fonksiyonunu kullanarak a« —n — 3F —daralma
doniistimiini tanimlamis ve tam metrik uzayda asagidaki sabit nokta teoremini elde
etmislerdir.

Tamm 1.4.17. [35] (8, d) metrik uzay ve Q: § — § bir doniisiim olsun. Her w, o € §
icin a,n: 8§ X § — [0, c0) fonksiyonu

e a(w, ) =>1= a(Qw,9) = 1 (a —gegisli (admissible)),
e a(w,p) =n(w,p)=alQw,9%) = n(Quw, 9%) (n fonksiyonuna gore a —gegisli),

kosullarini saglasin. Bu durumda n(w, Qw) < a(w, ) ve d( Qw, Q) > 0 iken

3(d(w, Qw), d(, ), d(w, ), d(§, Qw) ) + F(d( Qu, 9)) < F(d(w, £))
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ifadesini saglayan J € Ay ve F € F fonksiyonlar1 varsa @Q:S§ — § doniigiimiine
a —n — JF —daralma doniisiimii ad1 verilir.
Teorem 1.4.18.[35] (S8, d) tam metrik uzay olsun ve Q:§ — § doniisiimii asagidaki

sartlar1 saglasin.

() w0 €S icina(w,p) = n(w,p) ise a(Quw, 90) = n(Qw, Q) dir,
(if) Q bir @ —n — JF —daralma doniisiimudiir,
(iii) a(wg, Qwy) = n(wy, Qwy) olacak sekilde w, € § vardir,

(iv) 9 bir @ — n —siirekli doniistimdiir.

Bu durumda Q doniisiimii S uzayinda bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica, her

w, P € Fix( Q) i¢in a(w, ) = n(w, w) ise Q doniisiimiiniin sabit noktasi tektir.

1.4.4. € — Smifi Daralma Doniisiimleri

C —smifi fonksiyonlar 2014 yilinda A.H. Ansari [36] tarafindan asagidaki gibi
tanimlanmustir.
Tanmm 1.4.19. [36] G: [0, ) X [0, ) — R fonksiyonu siirekli ve her p, g € [0, )

icin agsagidaki sartlar1 saglarsa C —simifi fonksiyon olarak adlandirilir.

(G 6(p,q) < p dir,
(G2)G(p.g) =p=p =0veyaqg = 0dr.

Tim C —smifi fonksiyonlar C ile gosterilecektir.
Ornek 1.4.20. [36] Asagidaki fonksiyonlar her p,g € [0,0) igin C sinifinin

elemanlaridir.

(I) gl(;gl CI) = ﬁ_%dlra
(i) 0 < m < 1 olmak tizere G,(p,q) = mp dir,

(iil) G5 (2, 4) = 7 € (0, 0) dir,

(iv) B: [0, 00) — [0, o0) siirekli bir fonksiyon olmak tizere G, (p, g) = pB(p) dir,

v) Gs(p, ) = YIn(1 + p™) dir.
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Ayrica, C —sinifi fonksiyonlarin uygulanmasinda kullanilan bazi yardimei fonksiyon
smiflar asagidaki gibidir.
Tamm 1.4.21. [36] Q sinifi ®: [0, ) — [0, ) taniml1 asagidaki 6zellikleri saglayan

tiim fonksiyonlar1 temsil etsin.

(®,) @ siirekli ve azalmayan bir fonksiyondur,
(®,) (1) =0 1= 0d.

Bu durumda & fonksiyonuna uzaklik degistiren (altering distance) fonksiyonu denir.
Tanim1.4.22. [36] I, 9: [0, ) — [0, ) tanimlanan tiim fonksiyonlarin sinifi olmak
lizere asagidaki kosullar1 saglayan 9 fonksiyonu ultra uzaklik degistiren (ultra altering

distance) fonksiyon olarak adlandirilir.

(91) 9 stireklidir,
(9,) her ¢ > 0 i¢in 9(¢) > 0 dir.

Son olarak Ansari asagidaki sabit nokta teoremini elde etmistir.
Teorem 1.4.23. [36] (S,d) tam metrik uzay ve Q:§ — § bir doniisiim olsun. Her
w, € S i¢in

A(d(Qw, 09)) < G (@(d(w,£)), 8(d(w,2)))

ifadesi saglanacak sekilde G € C, ® € Q, ve 9 € Il fonksiyonlar1 var olsun. Ayrica,
#: R, - R, fonksiyonu i¢in A (1) = ¢ saglansin. Bu durumda Q doniisiimii S uzayinda bir

tek sabit noktaya sahiptir.

1.4.5. ® —Daralma Déniisiimii

Jleli ve Samet [37] 2014 yilinda © sinifi adini verdikleri asagidaki 6zellikleri saglayan
yeni bir fonksiyon sinifi tanimlamiglardir.
Tanim 1.4.24. [37] 0 ={60] 6:(0,0) - (1,)} asagidaki ozellikleri saglayan

fonksiyonlarin bir ailesi olsun.
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(6,) 6 azalmayandir,

(8,) her bir {,,} c (0, ) dizisi i¢in lim 6(1,) =1 < lim, = 0" dir,
n—oo n—oo

(65) 7 € (0,1) ve L € (0, 0] icin 1irgx+$ = [ dir.
=
0O smifi kullanilarak Banach daralma doniisiimiinii genelleyen yeni bir sabit nokta
teoremi elde edilmis ve bu teoremdeki esitsizlik & —daralma sart1 olarak adlandirilmistir.
Teorem 1.4.25. [37] (8, d) tam genellestirilmis metrik uzay ve Q: § — § bir dontisiim

olsun. Her w, € S igin

d(Qw,9f) # 0 = 8(d(Qw, 9%¢)) < [0(d(w, so))]k

olan 6 € © fonksiyonu ve k € (0,1) sabiti varsa Q doniisiimii § uzayinda bir tek sabit
noktaya sahiptir.

Ayrica (65) kosulu yerine asagidaki kosul eklenerek yeni bir sinif elde edilmistir [38].
(85" 6 siireklidir.

(6,), (6,) ve (83") sartlarini saglayan fonksiyonlarin sinifi © ile gosterilsin.
Ornek 1.4.26. [38] x > 0 icin asagida verilen y fonksiyonlar1 ® siifindadir. Ayn

zamanda y;,¥,,¥3 € O dir.

(i) y1(n) = eX dir,

(i) vo(x) = eV¥ dir,

(i) y5 () = eV*e” dir,

(iv) ¥4 (x) = cosh y dir,

(V) ¥s(x) =1+ 1In(1 + ) dir,
Vi) e (x) = exe* dir.
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1.4.6. Simiilasyon Fonksiyonlar

Simiilasyon fonksiyonlar ilk olarak Khojasteh ve ark. [39] tarafindan 2015 yilinda
tanimlanmustir.

o) = 0 ©® o = 0 sartin1 saglayan ¢: [0,0) — [0, ) tanimli tiim stirekli ve kesin
artan fonksiyonlarimn sinift ¥ olsun.

Tanmm 1.4.27. X: [0, ) X [0,0) — R fonksiyonu tanimlansin. Her a,b > 0, A > 1

ve o € V¥ i¢in asagidaki sartlar saglansin.

(Xy) X(0,0) = 0 dur,

(X,) X(a,b) <b—adir,

(X,") X(a,b) < (b)) — o(a) dir
(X3 X(a,b) < (b)) — ¢(7?a) dir,

(X3) {a,},{b,} c (0,0) olmak  tizere lim a, = lim b, > 0 iken
n—>0o

n—oo

limsupX (a,,,b,,) < 0 dir,

n—0oo

X3 {a,},{b,} € (0,0) olmak iizere lim a, = lim b, >0 ve a, <b, iken
n—-oo n—->oo

limsupX (a,,b,) < 0 dir.

n—-oo

Asagidaki tabloda sagladigi kosullar altinda isimlendirilen simiilasyon fonksiyonlar ve

tiim simiilasyon fonksiyonlarin olusturdugu siniflar gosterilmistir.

Tablo 1. Simiilasyon fonksiyonlar

.X: 10,0 XV 0, cio) - R Simiilasyon fonksiyonlar Sif
fonksiyonunun sagladigi kosullar
), (26, (XC3) 221(3 {EI;SI;ZH \gn E;l(yorgii]r tarafindan tammlanan |,
I
ey ey |l Lo e e 6] i |,
o) |ty e ek 1) i i
(22, (X57) li’cjto—sir\rll(;ila:}rflc().n f([)ii]siy:)ilrglt}f dan tamamianan Zs
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Ornek 1.4.28. [39,42,43] X;:[0,00) x [0,00) = R bir fonksiyon ve a,b € [0, o)

olsun.

(i) 0(a) =¢(a) =0 a= 0vehera > 0i¢ino(a) < a < ¢(a) ifadesini saglayan
o,¢:[0,0) — [0,00) iki siirekli fonksiyon olsun. X;(a,b) = o(b) — ¢(a)
fonksiyonu i¢in X; € Z dir.

(ii) Her a,b > 0 i¢in #(a,b) > ¢(a,b) ifadesini saglayan #,g: [0, ) — (0, ) iki

#(

stirekli fonksiyon olsun. Bu durumda X,(a,b) =b — 2 (ZB fonksiyonu Z simifina

aittir.

(ili) F'(a) = 0 © a = 0 ifadesini saglayan I': [0, 00) — [0, o) siirekli bir fonksiyon
olsun. X5(a,b) = b —I'(b) — aise X5 € Z dir.

(iv) Her a > 0 i¢in A(a) < a ve A(0) = 0 olacak sekilde £: [0, ) — [0, o) {istten
yari siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda X, (a,b) = b4(b) — a fonksiyonu Z
sinifindadir.

(V) Her £> 0 icin fos-l’(L) di mevcut ve fosi’(t) di > ¢ ifadesini saglayan

£:[0,0) — [0, ) fonksiyonu verilsin. Bu durumda
a

Xs(a,b) =b — j 2()dt
0

fonksiyonu i¢in Xz € Z olur.

(vi) Her b > 0 i¢in limsup ¢p(a) < 1 ifadesini saglayan ¢:[0,0) — [0, ) bir

a—b

fonksiyon olsun. X4(a,b) = ¢p(v)o(b) — o(a) ile tanimlanan X fonksiyonu Z,

sinifina aittir.

(vii)Her b > 0 igin limsup ¢p(a) < 1 olacak sekilde ¢:[0,0) — [0,00) bir

a—b

fonksiyon olsun. X;(a,b) = o¢(v) — ¢(v) — (1) fonksiyonu i¢in X; € Z; dir.
(viii) Her b > 0 igin ¢(b) < ¢(b) esitsizligini saglayan ¢ artan ve ¢, o: [0, 0) —
[0, ) siirekli fonksiyonlar olsun. Xg(a,b) = ¢(b) — a(rxa) ile tanmimlanan Xg

fonksiyonu Z, sinifindandir, yani Xg € Z, dir.
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Khojasteh ve ark. [39] tanimladiklar1 simiilasyon fonksiyonlar sinifini kullanarak
Z —daralma doniisiimiinii asagidaki gibi ifade etmistir.

Tanim 1.4.29. [39] (S, d) metrik uzay, Q: S — § bir doniisim ve X € Z olsun. Her
w, § € S igin

X(d(Qw,Q ), d(w,£)) = 0

esitsizligi saglanirsa Q doniisiimiine Z —daralma doniisiimii ad1 verilir.

Eger yukaridaki tanimda her a,b € [0, ) i¢in X € Z fonksiyonunu
X(a,b) =1b—a

olarak secilirse Z —daralma doniisiimii Banach daralma déniisiimiine indirgenir.
Uyan 1.4.30. [39] Metrik uzay iizerinde tanimli simiilasyon fonksiyonlar géz oniine
alindiginda her a > b > 0 i¢in X' (a,b) < 0 oldugu agiktir. Q doniisiimii X € Z olmak lizere

Z —daralma doniistimii ise

dQw,Q ») < d(w, )

saglanir. Buradan Z —daralma doniigimii kesin daralma donisiimidir ve dolayisiyla
stireklidir.

Teorem 1.4.31. [39] (S, d) tam metrik uzay ve Q:§ — § bir Z —daralma doniisiimii
olsun. Bu durumda Q bir tek sabit noktaya sahiptir. Ayrica her wy € S igin w, = Qw,_; ile
tanimlanan {w, },ey Picard iterasyon dizisi Q doniisiimiiniin sabit noktasina yakinsar.

Isik ve ark. [44] metrik uzaylarda Z —daralma ve hemen hemen daralma
dontisiimlerini kullanarak hemen hemen Z —daralma doniisiimiinii (almost Z —contraction)
asagidaki gibi tanimlamislardir.

Tamim 1.4.32. [44] (8, d) metrik uzay, Q:§ — § bir doniisiim ve X € Z olsun. Her
w, P € S icin

N(w, $) = min{d(w, Qw), d(p, 96€), d(w, 96€), d($, Qw)}
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iken
X(d(Qw,Q ), d(w,#) + pN(w,£)) =0

ifadesini saglayan p > 0 sabiti varsa Q doniisiimiine hemen hemen Z —daralma doniisiimii
adi verilir.

Isik ve ark. [44] tam metrik uzaylarda hemen hemen Z —daralma doniistimlerinin bir
tek sabit noktaya sahip oldugunu ispatlamislaridir.

2017 yilinda Mongkolkeha ve ark. [45] simiilasyon fonksiyonlart ve £ = 1 reel
sayisini goz Oniine alarak X * simiilasyon fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlamislardir.

Tanim 1.4.33. [45] X*: [0, ) X [0,0) — R bir fonksiyon olsun. Asagidaki kosullari

saglayan X * fonksiyonuna £ > 1 sabiti ile simiilasyon fonksiyonu denir.

(x5 x*(0,0) = 0 dir,
(X,") X*(#a,b) < b — 4£a dir,

(") {a,}, {b,} € (0,0) olmak iizere lim £a,, = lim b, >0 ve a, <b, iken
n-oo n—-oo

limsup X*(a,,b,) < 0 dir.

n—oo

2018 yilinda S. H. Cho [46] simiilasyon fonksiyonlarin sinifin1 genisletecek olan yeni
bir simiilasyon fonksiyon sinifi tantmlamistir ve bu sinifa Z —simiilasyon fonksiyon adi
verilmistir.

Tanmim 1.4.34. [46] {:[1,) X [1,00) — R bir fonksiyon olsun. Asagidaki kosullar1

saglayan ¢ € Z fonksiyonuna Z —simiilasyon fonksiyon adi verilir.

(¢1) ¢(1,1) = 1 dir,

(¢,) Her a,b > 1icin {(a,b) < b dr,

(¢3) {a,}, {b,} © (1, ) dizileri i¢in a,, < b, (Vn = 1,2,3,...) iken
lim a, = limb,, >1 = limsup {(a,,b,) < 1dir.

n—co n—oo n—oo

Ayrica, Va > 1 igin {(a,a) < 1 dir.

Tiim Z —simiilasyon fonksiyonlarin ailesi Z ile gosterilir.
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Ornek 1.4.35. [46] Asagidaki gibi tanimlanan ({;), ($), ({3):[1, ) X [1,0) - R

fonksiyonlart Z sinifina aittir.

k
(i) Hera,b > 1vek € (0,1) icin ¢, (a,b) < "7 dir,
(ii) ¢:[1,0) > [1,0) azalmayan ve alttan yar1 siirekli bir fonksiyon ve
»~1({1}) = 1 olsun. Her a,b > 1 igin ¢,(a,b) < ﬁ dir.

(iii) Va,b = 1 ve A € (0,1) igin

eger ((a,b) =1

(1
| b 5
75(a,b) = %4 egerb<a
b).
o diger durumda
dir.

1.4.7. E —Daralma Déniisiimleri

Ik olarak 2017 yilinda A. Fulga ve A. M. Proca [47] tarafindan Geraghty daralma

doniistimlerini genelleyen asagidaki tanim verilmistir.
Tamm 1.4.36. [47] (S, d) metrik uzay ve Q: § — S bir doniisiim olsun. Her w, 0 € §

i¢cin

olmak tlizere

d(Qw, 96¢) < ¢(E(w, 0))E(w, £)

esitsizligini saglayan ¢ € B fonksiyonu var ise Q doniisiimiine ¢ —daralma doniistimii adi

verilir. E(w, ) ifadesi literatiire E —daralma olarak gegmistir.
Teorem 1.4.37.[47] (S, d) tam metrik uzay ve Q: § — S bir ¢ —daralma doniistimii

olsun. Bu durumda Q doniisiimii S uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir.
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Ayni y1l Fulga ve Proca [48] E —daralma doniisiimiinii ve asagidaki gibi tanimladiklari
F € Fg sinifin1 géz oniine alarak bir sabit nokta teoremi ispatlamiglardir.

Fulga ve Proca [48] F € F smifin1 asagidaki kosullar1 goz oniine alarak daha genel bir
Fg smifini elde etmistir.

Fr asagidaki kosullar1 saglayan F: R, — R fonksiyonlarinin bir ailesi olsun.

(Fg1) F kesin artandir, yani her a, § € R, icina < S iken F(a) < F(pB) dir.
(Fg2) Herty, > 0 igin k + l!lr{l inf F(t) < l!lr‘{l sup F(t) olacak sekilde k > 0 vardir.
—lo —lo

Teorem 1.4.38. [48] (S, d) tam metrik uzay ve Q: § — § bir doniisiim olsun. Eger her
w, P E S icin

iken
T+ F(d(Qw,9¢)) < F(E(w, £))

olant > 0, d(Qw, Q) > 0 ve F € Fy varsa Q doniisiimii S uzayinda bir tek sabit noktaya
sahiptir.

Diger yandan 2018 yilinda Fulga ve Karapmar [49] Z —daralma ve E —daralma
doniistimlerini kullanarak asagidaki sabit nokta teoremini ispatlamiglardir.

Teorem 1.4.39. [49] (S,d) tam metrik uzay ve Q:§ — § bir doniisiim olsun. Her
w, P € S icin

iken
X(d(Qw, 9p),E(w,£)) =0

ifadesini saglayan X € Z fonksiyonu varsa Q doniisiimii § uzayinda bir sabit noktaya

sahiptir.



37

2018 yilinda A. M. Proca [50] E —daralma doniisiimiinii maksimum operatorii ile
genelleyerek yeni bir E,, —daralma doniisimiinii tanimlamigtir ve asagidaki sabit nokta
sonucunu clde etmistir.

Teorem 1.4.40. [50] (S,d) tam metrik uzay ve Q:§ — S bir doniisiim olsun. Her
w, § € S icin

En(w, ) = maks{d(w, ) + |[d(w, Qw) — d(p, 9%)|;
d(w, Qw) + |d(w, $) — d($,90)|;
d(,08) + |d(w, ) — d(w, Qw)|;
d(lw, Kp) + d(Jp, Qw) + |d(lw, Qw) — d(Jf, JCJO)I}

2
iken
d(Quw, 90) < B(En(w, ))En(w, £,
olan 8 € B fonksiyonu varsa Q doniisiimii S uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir.
2019 yilinda A. M. Proca [51] de E,, —daralma doniisiimiiniin Ciric daralma
doniistimiinden daha genel oldugunu 6rneklerle agiklamis ve asagidaki sabit nokta teoremini
ispatlamistir.

Teorem 1.4.41. [51] Q, (S8,d) tam metrik uzayindan kendisine tanimli bir doniisiim

olsun. Her w, o € § icin

d(Qw,9p) < a(En(w, £))

esitsizligini saglayan a € [0,1) sabiti varsa Q doniisimii § uzayinda bir tek sabit noktaya

sahiptir.

1.4.8. G Fonksiyonu

2021 yilinda K. Zoto ve A. Sulaj [52] G fonksiyonu tanimlamislar ve bu fonksiyonu

kullanarak sabit nokta teoremlerini ispatlamiglardir.



38

A asagidaki sartlari saglayan tiim G: [0, 00)* — [0, o) olan fonksiyonlarinin bir ailesi
olsun [52].

(G,) G tim degiskenlerinde azalmayandir,

(G,) L € [0,0) igin G(1,,4,1) < cdir.

Ornek 1.4.42. [52] A; sinifina ait olan baz1 G fonksiyonu ornekleri asagida

sunulmustur.

(1) G1(1q,12,t3,14) = maks{y, 1y, 13,14} dir,
(i) G211, 10, 13,14) = maks{y + 1y, 1, + 13,14 + 13,13 + 14} dir,
1
(ii))  G3(tq,ty, 3, 1s) = [maks{i, 1y, 1513, L1 13, L5314 }]2 dir,
1
(iv) Ga(ty, 1, t3,14) = [maks{;9,1,9,13%,1,9}]9, q > 0 dir,
(V) GS(L1'£21L3'L4-) =4 dir1

(Vi) G6 (Lll ['2) [,3, £4,) = l2;"3 dir,

(V”) G7(l1, by, L3, l4) =l + Ly + l3 + ly dll‘,

(viii) Gg(tg, 12,13, La) = D1ty + Doty + D3tz + Pats, 0 < p; +p, +p3 +py < 1dir.

Bununla birlikte sabit nokta teorisinde ve 6zellikle Banach sabit nokta teoreminin
genellemelerinde 6ne ¢ikan yardimci fonksiyonlar elbette bunlarla sinirli degildir. Farkli
diger yapilar ve fonksiyonlar tanimlanmis ve giiniimiizde de iizerine galismalar yapilmaya
devam edilmektedir. Bu tez kapsaminda verilen fonksiyon siiflart burada tamamlanmastir.

Simdi sabit nokta teorisinin bazi uygulama alanlarina yer verilecektir. Ilk olarak 2008
yilinda Jacek Jachymski [53] tarafindan ortaya koyulan ve 06zellikle Banach daralma

dontisiimii igin 6nemli bir uygulama alani olan graf teorisine yer verilecektir.

1.5. Graf Teorisi

Graf teorisinin uygulamalari modern hayatin karmasik ve genis kapsamli bir¢ok
probleminin ¢6ziimii igin kullanilmaktadir. Bu uygulamalar; ekonomi, yonetim bilimi, satis
pazarlama, bilgi iletimi, tasima planlanmasi gibi alanlar1 kapsamaktadir. Graf teorisi

problemleri tanimlama ve yapisal olarak iligkileri belirlemekte de faydalidir.
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Bu kisimda kullanilan graf bir fonksiyonun grafigi degildir. O halde graf nedir?
Basit¢e bir graf diigiim olarak adlandirilan noktalar ve her biri bu noktay1 veya sadece
noktanin kendisini birlestiren ve ayrit (edge) olarak adlandirilan ¢izgiler toplulugudur.
Ornek olarak sehirleri diigiim (verticle) ve onlar1 baglayan yollar1 ayrit olarak gdsteren yol
haritalar1 verilebilir.

Bir grafi tanimlamak i¢in Oncelikle diigiimlerin ve ayritlarin kiimesinin tanimlamak
gerekir. Daha sonra hangi ayritlarin hangi diigiimleri bagladigi belirtilmelidir. Bir ayrit her
iki ucunda da bir diigiim olacak sekilde tanimlandigindan graftaki tiim ayritlarin ug
noktalarini bir diigiim ile iliskilendirmek gerekir. Bu nedenle her bir e ayriti i¢in {vy, v,}
kiimesi tanimlanir. Bunun anlami e ayritinin v; ve v, diigiimleri ile baghligidir. v; = v,

olabilir. Ayrica {v;, v,} kiimesi diigiimler kiimesinin alt kiimesidir.

Sekil 3. G grafinin diigiimleri [55]

Sekil 2 de verilen G grafi incelenirse G grafinin diigtim kiimesinin {v,, v,, v3, v,} ve
ayrit kiimesinin {e;, e,, 3, e4, s} oldugu aciktir. Ornegin, e; ayritinin v, diigiimii kendisine,
e, ayritinin ise v; Ve v, diigiimlerinin bagladigini gosterir.

Yukaridaki sekilde goriildiigii gibi bir ayrit bir diiglimii yine kendisine baglayacagi
(loop) gibi, bir diigim hicbir ayritla baglanmamis olabilir (v, diigiimiinde oldugu gibi).
Ayrica iki diigiim birden fazla ayrit (multible edge) ile de baglanmis olabilir. Burada dikkat
edilmesi gereken bir nokta bir graf ile onu temsil eden diyagram ayni degildir. Clinkii, graf
bir fonksiyon ile birlikte iki kiimeden olusur. Eger bir graf bir diiglimii yine kendisine
baglayan (cevrim icermeyen) bir ayrit ve ayni iki diiglimii birden fazla baglayan ayritlara

sahip degilse basit graf olarak adlandirilir.
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Bir G grafinda eger birbirinden ayri diigiimleri baglayan bir yol varsa G grafina
baglantilidir denir [55-56].

Ornek 1.5.1. [54] (Konnisberg Kopriisii problemi) Euler 1736 yilinda yazdig
makale ile graf teorisinin dogmasina sebep olmustur. Bu makale Sekil 4 de gosterilen
Konnisberg Koprii probleminin ¢oziimiinii i¢eriyordu. Pregel nehri Konnisberg kasabasinin
icinden akmaktadir. Nehrin ortasinda nehrin kiyilara ve birbirlerine koprii ile bagh iki ada
bulunmaktadir. Kénnisberg kasabasinin vatandaslar1 i¢in problem kiyilarin veya adalarin
birinden baslayip kopriilerden sadece bir kez gegerek basladigimiz yere yiiriiyebilir miyiz?

Euler oncelikle Konnisberg cografyasinin gerekli 6zelliklerinin bir graf ile gdsterdi.
Her bir nehir kiy1s1 ve adalar bir diigiim ile, kopriiler ise ayritlar ile temsil edildi. Graf teorisi

terimleri ile problem su hale geldi: grafin tiim ayritlar1 iceren kapali bir yol var midir?

Sekil 4. Pregel nehri i¢in graf [56]

Simdi bu ¢alismada kullanilacak olan graf teorisi ile ilgili notasyonlar verilecektir.
(§,d) metrik uzay ve A = {(w,w):w € 8§} kiimesi § X § kartezyen carpiminin

kosegenleri olsun. § kiimesinin elemanlar ile

¢ /(G) — grafin noktalar kiimesi

¢ E(G) — grafin dogrular kiimesi

ile olusturulsun. O halde A = (V(G), E( G)) basit yonlii graftir. Basit yonlii graf tiim diigiim
noktalarini igerdigi i¢in A € E(G) dir.
Eger G grafinin kenarlarinin yonii degistirilir ise G grafinin tersi, yani G~ * grafi elde

edilir.
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E(G™) = {(w,p) €S x| (p,w) € E(G)},

ve ayni zamanda V(G_ 1) = V(G) dir.
Eger G grafinin yonii ihmal edilir ise G yonsiiz grafi elde edilir. Béylece G grafinin

dogrular kiimesi simetrik oldugundan
E(G) =E(G)VE(G™Y)

olarak tanimlanir. Diger yandan V(H) < V(G) ve E(H) < E(G) ise H grafina G nin alt grafi
denir. Eger G grafi baglantili ise G grafi zayif baglantilidir denir.

Jachymski [53] metrik uzay tizerindeki graf yapisini kullanarak Banach G —daralma
doniistimii tanimlamig ve sabit nokta kavraminin graf teorisine uygulamasinin en temel
sonucunu elde etmistir.

Tanmmm 1.5.2. [53] G, (S, d) tizerinde bir graf ve Q:§ — § bir doniisiim olsun. Her
w, $ € S i¢in

(i) Q doniisimii G grafinin dogrularmni korur. Yani,

(w, ) € E(G) = (Qw, 9 ) € E(G) dir,
(i) (w, ) € E(G) igin d(Qw, Q) < a d(w, ) ifadesini saglayan a € (0,1) vardir,

sartlart1 saglanirsa @ doniisimiine Banach G —daralma veya daha sade bir sekilde
G —daralma doniistimii ad1 verilir.
Tamim 1.5.3. [53] (S, d) tam metrik uzay olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan (S, d,G)

ticliisiine diizenli (regular) uzay adi verilir.

() {wp}ney € S dizisi igin w, - w* ve (w,, w,y1) € E(G) ise her n €N i¢in
(wy, w*) € E(G) dir.

(ii) {wp}ney € S dizisi i¢in w, - w* Ve (wp4q,w,) € E(G) ise her n € N igin
(w*, wy,) € E(G) dir.
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1.6. integral Denklemler

Integral denklemler teorisi matematigin kapsamli bir konusudur ve fizik, mekanik,
miihendislik, biomiihendislik, kontrol teorisi gibi alanlarda ¢esitli uygulamalara sahiptir. Bu
denklemler pek c¢ok problemin integral denklemler ile tekrar formiile edilebilir olmasi
bakimindan da 6nemli bir rol oynamaktadir.

Genel olarak integral isareti altinda bilinmeyen fonksiyonun bulundugu denklemlere

integral denklem denir. Ayrica, w(t) bilinmeyen fonksiyon olmak iizere

t

w(t) = f(t) +fK(t, v)w(v)dv

a

yapisinda bir integral denklemde, integral operatériiniin w(t) fonksiyonuna gore lineer
olmasi halinde integral denklem de lineer integral denklem adin1 almaktadir. Eger yukaridaki
integral denklemde w(v) yerine w(v) nin n. kuvveti yazilir ise bu integral denklem lineer

olmayan integral denklem olarak adlandirilir. Ya da daha genel olarak

t

w(t) = f(t) +f3(t,v,a)(v))dv

a

integral denklemi de lineer olmayan integral denklemdir [57].
Integral denklemler integral sinirlarmin degisken veya sabit olmasina goére de

siniflandirilmaktadir.

1.6.1. Lineer Olmayan Volterra ve Fredholm Integral Denklemleri

t > vigin K(t,v) = 0 sartin1 saglayan

t

£(6) = f K(t,v)w(v)dv

a
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t

w(t) = £(6) + f K(t,v)w(v)dv

a
t

3. w(t) = £(8) +f1<(t,v)w(v)dv

a

integral denklemlerine sirasi ile 1., I1. ve I11. tip Volterra integral denklemleri adi verilir. Bu
tir denklemlerde, integral isaretinin {ist sinirinda (veya sinirlarindan birinde) t degiskeni

bulunmaktadir.

a,b € Rvet =bolsun. f:[a,b] » Rvet > viginK:[a, b] X [a, b] = R fonksiyonu
b bb

flf(t)lzdt < oo ve ff |K(t,v)|? dtdv < o

a aa

ozelliklerini saglasm. w: [a, b] — R bilinmeyen fonksiyon olmak tizere

b

f) = fK(t,v)w(v)dv,

a
b

w(t) =f(t)+ f K(t,v)w(v)dv,

a
b

J(t).w(t) = f(t) +fK(t,v)a)(v)dv

a

bi¢giminde tanimlanan integral denklemlere sirastyla 1., I1. ve III. tip Fredholm integral
denklemleri denir. Volterra ve Fredholm integral denklemleri arasindaki en belirgin fark
integral sinirlart ile belirlenmistir [57].

Asagidaki teoremde Banach sabit nokta teoreminin lineer olmayan Fredholm integral
denklemlere bir uygulamasi olarak verilmistir.

Teorem 1.6.1. [5] a,b €R ve a<b olsun. f:[a,b] > R ve K:[a,b] X R >R
stirekli fonksiyonlar olmak tizere
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b
w(t) =f()+ f K(t,a)(v))dv, a<t<hbh,

a

lineer olmayan Fredholm integral denklemi g6z 6ntine alinsin. Her t € [a, b] ve u,u’ € R

icin
|K(t,u) — K(t,u")| < M|lu—1u'|

esitsizligini saglayan M € [O,ﬁ) var olsun. Bu durumda tanimlanan lineer olmayan

Fredholm integral denklemi bir tek ¢oziime sahiptir.
Yukaridaki teoremin farkli bir gosterimi de asagidaki gibidir.
Teorem 1.6.2.[5] a,b € Rve a < bolsun. f:[a,b] - Rve K:[a,b] X [a,b] X R -

R siirekli fonksiyonlar olmak tizere

b
w(t) =f(t)+f1((t,v,a)(v))dv, as<t<bh

a

lineer olmayan Fredholm integral denklemi g6z Online alinsin. Her t,v € [a,b] ve

u,u’ € Rigin
|K(t,v,u) — K(t,v,u")| < Mlu—1u'

ifadesini saglayan M € [0, ﬁ) var olsun. Bu durumda lineer olmayan Fredholm integral

denklemi bir tek ¢oziime sahiptir.
Simdi Bryant sabit nokta teoremini (Teorem 1.3.13) kullanarak lineer olmayan
Volterra integral denkleminin ¢6ziimiiniin varligi igin gerekli olan sonuca yer verilmistir.

N
Lemma 1.6.3. [5] Bazi N € N igin A > 0 ise — < 1 dir.

Teorem 1.6.4. [5] a,b €R ve a<b olsun. f:[a,b] > R ve K:[a,b] X R> R

stirekli fonksiyonlar olmak tizere
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t

w(®) = f(t) +fK(t,w(v))dv, a<t<b,

a

lineer olmayan Volterra integral denklemi goz 6niine alinsin. Her t € [a, b] ve u,u' € R

icin
|K(t,u) — K(t,u")| < Llu—u'|

esitsizligini saglayan L > 0 varsa lineer olmayan Volterra integral denklemi bir tek ¢oziime
sahiptir.

Lineer olmayan Fredholm integral denklemde oldugu gibi yukaridaki teoremin de
farkl1 bir formu asagidaki gibi tanimlanabilir.

Teorem 1.6.5. [5] a,b € Rvea < bolsun. f:[a,b] > RveK:[a,b] X [a,b] X R -

R siirekli fonksiyonlar olmak tizere

t
w(t) =f(t)+f1((t,v,a)(v))dv, a<t<bh

a

lineer olmayan Volterra integral denklemi goz 6niine alinsin. Her t,v € [a,b] veu,u’ € R

i¢cin
|K(t,v,u) — K(t,v,u")| < Llu—u|

esitsizligini saglayan L > 0 varsa lineer olmayan Volterra integral denklemi bir tek ¢oziime
sahiptir.
Ornek 1.6.6. [5] Teorem 1.6.5 kullanilarak asagidaki gibi tanimlanan integral

denklemin bir tek ¢oziime sahip oldugu gosterilir.

w(t) = sin(t + e*) + f [(42” _b ; 173) o) ++2v* + tl dv, te€0,8].
0
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1.7. Homotopi Teorisi

Homotopi teorisi cebirsel topolojinin ayrilmaz bir parcasidir ve bu teoride homotopik
denklige kadar olan topolojik nesnelerin galisilmasi 6n plana ¢ikmustir. Son yiizyilda,
homotopi teorisi ile matematigin diger branglari arasinda derin bir baglanti oldugu
gbzlemlenmistir. Ornegin, homotopi teorisi ve kategori teorisi (yiiksek boyutlu) arasindaki
baglantiy1 destekleyen pek ¢ok calisma yapilmistir ve bu ¢alismalar son yillarda artan bir
ilgi gérmektedir. Ayrica, Hamilton manifoldlar: ile ilgilenen quantum mekaniginde de bu
teoriden faydalanmaktadir.

Kisaca hatirlatmak gerekirse bir topolojik uzaydan diger topolojik uzaya olan iki
stirekli dontisiimiin homotopik olabilmesi igin bir uzayin digeri i¢inde siirekli olarak deforme
olabilmesidir. Bu gibi bir deformasyon iki fonksiyon arasindaki homotopi olarak
adlandirilir. Asagidaki tanimda homotopi kavrami matematiksel olarak ifade edilmistir [58].

Tamm 1.7.1. [58] S, T iki topolojik uzay ve Q,K: S — T siirekli iki doniisiim olsun.

Her w € S icin

H:S x[01]>7T

Qw, z = 0ise
Kw, z = lise

(wz) - H(wz)={
olan bir H siirekli fonksiyonu varsa Q ve K doniisiimlerine homotopik doniisiimler, H
fonksiyonuna ise @ dan XK ya bir homotopi ad1 verilir.

(8, d) tam metrik uzay ve U kiimesi § kiimesinin agik alt kiimesi olsun. Bu durumda
iki daralma doniisiimii arasinda tanimlanan bir homotopi ile sabit noktanin degismezligi
(invariant) asagidaki gibi ifade edilir.

Tamm 1.7.2. [59] U kiimesinin kapanis1 U olmak iizere : U » Sve K:U - S

iki daralma déniisiimii olsun. H: U x [0,1] - S fonksiyonu

() H(-0) =K ve H(-1) = Q dur,

(ii) U kiimesinin sinir1 dU olmak tizere her w € dU ve t € [0,1] i¢in w # H (w, t)
dir,

(iii) her w, o € U ve t € [0,1] igin d(H (w, ), (0, 1)) < 8d(w, ) olan § € [0,1)

vardr,
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(iv) her w € U ve t,s € [0,1] icin d(H(w,t),H(w,s)) < M|t —s| olan M =0

vardir,

ozellikleri saglarsa Q ve K doniisiimlerine homotopik daralma doniistimleri ad1 verilir.

Teorem 1.7.3. [59] (S, d) tam metrik uzay ve U kiimesi § kiimesinin agik alt kiimesi

olsun. Ayrica Q: U = S ve K: U = S iki homotopik daralma doniisiimii ve K doniisiimii U
kiimesinde bir sabit noktaya sahip olsun. Bu durumda Q doéniisiimii de U kiimesinde bir sabit
noktaya sahiptir.

Sabit nokta teorisinin farkli uygulama alanlari da mevcuttur. Reel analiz, adi
diferansiyel denklemler, Ulan-Hyers kararlilik problemi (stability problem in the sense of
Ulam-Hyers), sabit nokta probleminin iyi konumlanmigliligi (well posedness of the fixed
point problem), matris denklemler bunlardan bazilaridir.

Sabit nokta teorisinin (tam) metrik uzay iizerine insa edilen farkli yapilarindan ve
sonuglarindan bahsedildi. Simdi metrik uzaylardan daha genel olan bazi genellestirilmis
metrik uzay yapilarindan bahsedilecektir. BOylece Banach sabit nokta teoreminin
genellestirilmis metrik uzaylar iizerindeki genislemeleri de elde edilmistir. Ayrica topolojik
yapisint kurdugumuz Branciari uzaklik fonksiyonu ile donatilmis modiiler metrik kavrami

da tanitilacaktir.

1.8. Baz1 Genellestirilmis Metrik Uzaylar

Bu kisimda metrik aksiyomlarmin degistirilmesi sonucu elde edilen bazi
genellestirilmis metrik uzay tanimlarina, 6rneklerine, topolojik yapilari ile bazi teoremlere

yer verilmistir.

1.8.1. b —Metrik Uzaylar

Metrik  fonksiyonunun en popiiler genellestirmesinden  birisi b —metrik
fonksiyonudur. 11k olarak b —metrik uzay yapis1 Bakhtin nin [60] ¢calismasinda 1989 yilinda
goriildii. Fakat S. Czerwik in [61,62] 1993 ve 1998 yillarindaki ¢alismalarindan sonra pek
cok yazarin dikkatini ¢ekti. S. Czerwik b —metrik uzay yapisini agagidaki gibi ifade etmistir.
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Tanmm 1.8.1. [61] S bostan farkli bir kiime ve 7 > 1 bir reel say1 olsun. Her

w, P,V € Sicin p:§ X § = R, fonksiyonu

(01) o(w, ) =0 w =g,
(QZ) Q((’)i g{)) = Q(Jo, (‘))a
(03) 0(w, ) < tle(w,v) + o(v, )]

sartlarini saglarsa o fonksiyonuna b —metrik ve (S, o) ikilisine de b —metrik uzay denir.
Eger T = 1 olarak secilir ise b —metrik fonksiyonu ile adi metrik fonksiyonu c¢akisir.
Simdi b —metrik fonksiyonu ve b —metrik uzayz ile ilgili bazi 6rnekler gosterilecektir.

Ornek 1.8.2. (S, d) metrik uzay ve p > 1 reel say1 olsun. Bu durumda
p
e(w, £) = (d(w, £))
ile tamimlanan @ fonksiyonu 7 =2P~! olmak iizere bir b —metrik fonksiyonudur.

Tanim 1.8.1 den (o;) ve (p,) sartlarmin saglandig1 agiktir. Eger 1 < p < oo ise
Q(w) = wP(w > 0) fonksiyonunun konveksliginden

(a+b

P
< —(aP? + bP
2 ) _Z(a b%)

olur ve bdylece (a + b)P < 2P~1(aP + bP) saglanir. Buradan, her w, §,v € § i¢in

o(w,0) = (d(w, )" < (dw,v) +dWv, )"
< 207 ((d(w,v))" + (dv, 0))")
= 20" (o(w,v) + o(v, 9))

dir. Sonug olarak (p3) sart1 da saglanmis olur. Boylece o bir b —metriktir. Ancak (S, d) bir

metrik uzay ise (S8, o) uzaymin metrik uzay olmasi gerekmez.

Ornek 1.8.3. (S, d) metrik uzay, £ > 0,7 > 0 ve § > 1 olsun. Bu durumda

d'(w, ) = Ld(w, p) + Td(w, )P
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ile tanimlanan d": § X § — [0, ) fonksiyonu § {izerinde bir metrik degildir. Ancak (S, d")

uzay1 T = 2P~ > 1 sabiti ile bir b —metrik uzaydir. Gergekten her w, §,v € S icin

d'(w,$) = Ld(w, ») + Td(w, £)F
< Lld(w,v) + d(v,9)] + 7[d(w,Vv) + d(v, )]*
< L[d(w,v) + d(v, )] + 267 11[d(w, v)? + d(v, 0)F]
<274 d'(w,v) + d'(v, $))

esitsizliginden (S, d") ikilisinin b —metrik uzay oldugu agiktir.
Ornek 1.84.0 < p < 1 olmak iizere £, (R) kiimesi

ep(]R) = {{w,} c R lenlp <
n=1

olarak tanimlansin. w = {w,}, £ = {@,} € £,(R) icin

e:#p(R) X £,(R) » R

(@) = 2 (@,0) = (Zm - sonv’)
n=1

1
p

1
fonksiyonu £, (R) iizerinde T = 27 > 1 sabiti ile bir b —metriktir. Ayrica yukaridaki sonug

0 < p < 1icin § bir Banach uzay1 olmak tizere

£,(8) ={ {} €55 ) llxallP < o0
n=1

uzay1 i¢in de dogrudur.

Ornek 1.8.5. p € (0,1) bir reel say1 olmak iizere
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L,[0,1] == {w:[0,1] - R| fla)(t)lpdt <1

verilsin. Bu durumda w, # € L,[0,1] i¢in

0:L,[0,1] X L,,[0,1] - R,
1
1 P

(@,0) = 0 (0, 9) = f w(0) — PO

0

1
fonksiyonu L,[0,1] {izerinde T = 2v > 1 sabiti ile bir b —metriktir.

Ornek 1.8.6. S = {0,1,2,3,4} olsun. Bu durumda

0 eger w =

0w, p) = {(w +0)? egerw =g

ile tanimlanan g: § X § — [0, ) fonksiyonu t = :—z sabiti ile bir b —metriktir.

Ornek 1.8.7. [63] S ={0,1,2} ve m > 2 bir reel say1 olsun. 0:S§ X § — [0, )

fonksiyonu

0(0,0)=0(1,1) =¢(22) =0,
e(1,0)=0(01) =0(12) =0(21) =1,
e(2,0)=0(02)=m

olarak tanimlansin. Bu durumda (S, ) uzay1 7 = % sabiti ile bir b —metrik uzaydir.

Simdi b —metrik uzay tizerindeki topolojiden bahsedilecektir. (S, o) bir b —metrik

uzay olsun. Bu durumda w € § merkezli r yarigaplh agik yuvari

By(w,r) ={p €S |eo(wp) <r}
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ile tammlanir. Ayrica M € § olsun. Bu durumda her w € M igin B,(w,7) € M olan
1, > 0 sayis1 varsa M kiimesine aciktir denir. S kiimesinin tiim agik alt kiimelerinin ailesi

T, olsun. Bu durumda 7, b —metrik i¢in bir topoloji olusturur. Bunun yaninda & > 0 igin

U = {(w, ) €S XS | o(w, ) <€}

kiimesi b —metrik topolojisi i¢in bir tabandir.
Tanmm 1.8.8. [61] (S, @) uzay1 T = 1 ile b —metrik uzay ve {w,},en buU uzayda bir

dizi olsun.

(i) {wp}ney dizisinin b —yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart n — oo igin
o(w, w*)—>0 olan w* €S noktasimin var olmasidir. Bu durumda
lim o(w,,w*) = 0 dir.

n—oo
(i) {wy}ney dizisinin b —Cauchy olmasi i¢in gerek ve sart n,m — oo iken

0(wp, wy) = 0 olmasidir. Yani, lim o(wy, w,) = 0 dir.
n—->oo

(iii) b —metrik uzaym b —tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu uzayda alinan her

b —Cauchy dizisinin bu uzaydaki bir noktaya b —yakinsak olmasidir.

Onerme 1.8.9. [61] (S, 0) uzay1 t = 1 ile b —metrik uzay ve {w, }ney bU Uzayda w* €

S noktasina b —yakinsak bir dizi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanur.

(i) {wy, }nen dizisi bir tek limite sahiptir.

(ii) {w, }nen dizisi b —Cauchy dizisidir.

Adi metrik fonksiyonunun aksine b —metrik fonksiyonu genelde siirekli degildir. Bu
sebeple asagidaki lemma b —metrik i¢in olduk¢a dnemlidir.
Lemma 1.8.10. [64] (S, 0) uzayi T = 1 ile b —metrik uzay olsun. {w; }nen V€ {85} nen

dizileri sirasiyla w ve g noktalarina yakinsasin. Bu durumda

1
T—ze(w, ) < lim inf @(wy, $n) < lim sup e(wy, fn) < 20(w, $)

n—-oo
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dir. Ozellikle w = g alinir ise lim o(w,, #,) = 0 olur. Ayrica v € S igin
n—-o0o

1
;Q(w, v) < lim inf o(w,, v) < lim sup g(w,,v) < t0(w,V)
n—-00

n—-oo

elde edilir.
Banach sabit nokta teoreminin b —metrik uzaylardaki ifadesi asagidaki gibidir.
Teorem 1.8.11. [63] (S, 0) uzay1 T > 1 ile b —tam b —metrik uzay ve Q:§ — § bir

dontisim olsun. Her w, o € S ve k € [0,1) igin

70(Qw, 9%) < ko(w, $)

esitsizligi saglansin. Bu durumda Q doniisiimii § uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir.
Ayrica, {w,}ney Picard iterasyon dizisi her wy € § igin Q@ doniisiimiiniin sabit noktasina

yakinsar.

1.8.2. Branciari (Dikdortgensel) Metrik Uzaylar

Branciari [65] 2000 yilinda metrik aksiyomlarindan tiggen esitsizligini iki terim yerine
tic terim kullanarak genisletip metrik yapisindan daha genel bir yapi tanimlayarak
genellestirilmis bir metrik kavramini ortaya koymustur. Bu yeni yapi ile olusturulan
genellestirilmis metrik uzay literatiirde Branciari metrik uzay veya dikddrtgensel metrik
uzay olarak da isimlendirilmektedir.

Bu ¢aligma boyunca genellestirilmis metrik yapist Branciari metrik fonksiyonu olarak
kullanilmustir.

Tanim 1.8.12.[65] § bostan farkli bir kiime olsun. B: § X § — [0, oo] fonksiyonu her
w, $ € S ve her farkli p,q € § — {w, $} i¢in agagidaki kosullar1 saglasin.

(B)) B(w, ) = 0 & w = g dir,
(B;) B(w, ) = B(gp, w) dir,
(B3) B(w, ) < B(w,p) + B(p,q) + B(q, ) dir.
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Bu durumda B fonksiyonuna Branciari metrik ve (8, B) ikilisine de Branciari metrik
uzay denir.
Ornek 1.8.13. [66] ¢ > 0 sabit olmak iizere S = {i, 2,31, 41,5t} kiimesi verilsin.

B:S X 8§ - [0, 00) fonksiyonu v > 0 sabiti olmak tizere

(1) her w € § igin B(w, w) = 0,

(2) her w, p € S i¢in B(w, ) = B(p, w),

(3) B(1, 2t) = 3v,

(4) B(1,31) = B(21,31) = v,

(5) B(1,41) = B(2t,41) = B(3,,41) = 2v,

(6) B(,50) = B(21,50) = B(31,5() = B(41,50) = >v

olarak tanimlansin. Bu durumda (S, B) bir Branciari metrik uzaydir. Fakat,
B(1,2t) =3v > B(,31) + B(3,,21) = 2v

oldugundan (8, B) bir metrik uzay degildir.

(§,B) Branciari metrik uzay olsun. Bu durumda w € § merkezli r yarigaph agik
yuvarl Bg(w,r) = {§p € § | B(w, ) < r} ile tanimlanmaktadir.

2009 yilinda Sarma ve ark. [67] Branciari metrik uzay tizerindeki topolojiyi asagidaki
gibi tanimlamislardir.

A c S olsun. Her a € A i¢in Bg(a,1,) S A olan r, > 0 var olsun. Bu durumda tiim A
alt kiimelerinin toplulugu Jz Branciari metrik uzay i¢in bir topoloji olusturur. Bununla

beraber Branciari metrik uzaylarda

e Bir dizinin limitinin tek olmasi gerekmez,
¢ Yakinsak bir dizi Cauchy dizisi olmayabilir,

e Hausdorff olma 6zelliginin saglanmasi gerekmez,

sonuclarina da ulasmustir.
Diger yandan Branciari metrik uzaylarda bir dizinin yakinsakligi, Cauchy dizisi ve

tamlik gibi kavramlar metrik uzay ile benzerlik gosterir.
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2010 yilinda Samet [68] Branciari metrik fonksiyonunun daima siirekli olmadigini da
bir 6rnekle gostermistir.

Sarma ve ark. [67] Branciari nin [65] bu uzayda ispatlamis oldugu Banach sabit nokta
teoreminin ifadesini ulastig1 yeni sonuglardan yola ¢ikarak asagidaki gibi tekrar ifade etmis
ve ispatini da bu dogrultuda yapmustir.

Teorem 1.8.14. [67] (8, B) Hausdorff ve tam Branciari metrik uzay olsun. 9:§ — §
doniisimii her w, o € S ve k € (0,1) igin

B(Qw, 9%) < kB(w, $)

esitsizligini saglarsa S uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir.

1.8.3. Branciari b —Metrik Uzaylar

George ve ark. [69] Branciari metrik uzay ve b —metrik uzay yapilarin1 goz Oniine
alarak Branciari metrik uzaydan daha genel bir yap1 olan Branciari b —metrik uzay yapisini
asagidaki bigimde tanimlamislardir.

Tanmm 1.8.15. [69] § bostan farkli bir kiime olsun. Bg:S X § — [0, o] fonksiyonu
her w, € § ve her farkli p,q € § — {w, #} igin asagidaki kosullar1 saglasin:

(B{’l) B[y((l), 80) =0 w= o dir,
(Bs,) Bo(w, ) = By (o, w) dir,
(Bs,) Bs(w, ) < 1[By(w,p) + Bo (0, 9) + By (q, )] dir.

Bu durumda B, fonksiyonuna Branciari b —metrik ve (§,B;) ikilisine de Branciari

b —metrik uzay denir.

Branciari b —metrik uzayda r yarigapli w € § merkezli
Bg,(w, 1) ={p € S| B(w, ) <7}

ile tanimlanan bir agik yuvarin bir agik kiime olmasi gerekmez. § kiimesinin tim A alt

kiimelerinin toplulugu 73, olsun. Bu durumda her a € A i¢in By, (a, ) S A olacak sekilde
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r > 0 var olsun. Boylece, 73, Hadusdorff olmasi gerekmeyen Branciari b —metrik uzay igin
bir topoloji tanimlar. Bunun yaninda yakinsaklik, Cauchy dizisi ve tamlik gibi kavramlar
metrik uzay ile benzerlik gosterir ve Branciari metrik uzaydaki diger topolojik 6zellikler bu
uzayda da gegerlidir. Tiim bu 6zellikler asagidaki 6rnekte gosterilmistir.

Ornek 1.8.16. [70] A = {%n € N} ve B ={2,3,4,5,..} olmak iizere S = AU B

olsun. B;: 8§ x § — [0, ) fonksiyonu a > 0 olmak {izere

( 0, eger w =
2a, eger w, P € A

={ a
By (. 9) oY eger w, € A, € {2,3} ’
0, diger durumlarda

By (w, ) = By (0, w)
olarak tanimlansin. Bu durumda

20 ()20 L 2) B,
t\203) T 07 Pe\y #\*3) 712

oldugundan B, bir metrik degildir. Benzer sekilde

17a

11 1 1
B[y( —) =2a> B{, (5,2) +‘B[,(2,5) +B{y (5,5) = E

2’3

yazilabileceginden By bir Branciari metrikte degildir. Bununla beraber her n,m € N i¢in

11 1 1 4mn
B{, (-,-) = 2a > T[B{y (-,2) +Bliv (2,—)] = 2at
nm n m m+n

esitsizliginde % > 7 oldugundan B, bir b —metrik olamaz. Fakat her w,f € S ve her

farkli p,q € § — {w, p} i¢in

By (w, ) < 2[By(w,p) + B4 (p,q) + By (g, )]
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oldugundan t = 2 sabiti ile B, bir Branciari b —metriktir. Dahas1

(i) lim B (3,2) = lim = =0,

n-ooo 2N

fay qs 1 . a
(i) &1_{101031, (;,3) = lim — =0,

n-ooo 2N

ifacelerinden {} dizisi hem 2 hem de 3 noktasina yakinsak oldugu grilliir. Boylece {~}

dizisi yakinsaktir, fakat Cauchy dizisi degildir. Gergekten,

() i zaso
n-oo t\n'n+k _Tll—rBO “F

1 a

dir. Son olarak Bg, (5,5) = {%,2,3} actk yuvart 2 noktasimi igerir, fakat

Bz, (2,7) € By, (5,5) olan v > 0 yoktur. Ayrica, Bg, (2,1,) N By, (3,7;) = @ ifadesini

saglayan 1y, 1, pozitif sayilar1 da olmadigindan (S, B, ) Hausdorff degildir.

1.8.4. Modiiler Metrik Uzaylar

Bu kisimda Chistyakov un [71-72] 2010 yilinda tanimladigi modiiler metrik
kavramina yer verilecektir. Chistyakov [73], ilk olarak 2008 yilinda F —modiilerden
indirgenen modiiler metrik kavramini vermistir. Daha sonra keyfi bir kiime iizerinde
tanimladig1r modiiler kavrami tarafindan iiretilen metrik uzay yapisini tanimlanmis ve bu
uzaya modiiler metrik uzay adin1 vermistir.

S #Qven:(0,00) xS XS — [0,00] bir fonksiyon olsun. Vp > 0 ve w,$ € § igin
1, (p, w, ) gosterimi yerine y,(w, §) ifadesi kullanilacaktir.

Tanmim 1.8.17. [74] § bostan farkli bir kiime ve 1:(0,0) X 8§ X § — [0, 0]

fonksiyonu w, §,v € § igin asagidaki sartlari saglasin:

(1) her p > 0 igin y,(w, $) = 0 © w =  dir,
(n2) her p > 0 i¢in v, (w, ) = v, (o, w) dir,
(n3) her p,u > 0 igin 9,4, (w, ) < 9, (w,v) + 1, (v, $) dir.
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Bu durumda p fonksiyonuna modiiler metrik ve (S,p) ikilisine de modiiler metrik uzay
denir.
Yukaridaki tanimda (v, ) sart1 yerine her w € S i¢in

(»1") her p > 0 igin y,(w, w) =0,

kosulu saglanirsa y fonksiyonuna yari (pseudo) modiiler metrik denir. Her w, % € § i¢in

(n,") sart1 ve w Ve g ye bagli bir p > 0 sayisi i¢in
(s) I)p(w,SO) =0> w=gp

sart1 da saglanir ise y fonksiyonuna kesin (strict) modiiler denir. Ayrica vy modiiler metrigi

(v1) sartindan daha zayif olan
(vy) bazi p > 0 ic¢iny,(w, ) =0 © w = P,

sartin1 sagladiginda ise y fonksiyonuna regiilerdir denir. Son olarak her w, §0,v € Sve p, u >

0 igin (y3) sart1 yerine
(95) 9 (@,69) < —2—1,(@,v) + ——1,(7,$)
p+u o+pu’P o+ uH

ifadesini saglarsa y fonksiyonuna da konvekstir denir.
Ornek 1.8.18. [74] (S, d) bir metrik uzay olsun. Her w, g € S ve p > 0 igin

d(w, )
p

1)p(wr $) =

ile tanimlanan py fonksiyonu konveks modiiler metrik uzaydir. Ayrica bu 6rnekle modiiler
metrik yapisinin fiziksel yorumu yapilabilir. w, o € S noktalar1 arasinda gegen zaman p ve

d(w, ), bu noktalar arasindaki uzakligi géstermek tizere

0<yp,(w, ) <o
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degeri ortalama hiz1 gosterir. Buradan hareketle asagidaki yorumlar yapilabilir.

(v1) S kiimesindeki w ve g noktalarinin ¢akisik olmasi (d(w, ) = 0) icin gerek ve
yeter sart herhangi bir p > 0 zamaninda w noktasindan g noktasina hareketin
hizinin y,(w, ) = 0 olmasidir. Ozetle, herhangi bir p > 0 zamaninda hareket
yoktur.

(v,) d(w, ) = d($, ) oldugundan herhangi p > 0 zamaninda w noktasindan g
noktasina hareketin ortalama hizi ile ters yondeki ortalama hizlar birbirine esittir.

(v3) Zamanlar esit olmak {izere w noktasindan g noktasina hareket asagidaki gibi iki
sekilde yapilsin.

(a) w noktasindan g noktasina olan harekette iiclincii bir v € § noktasindan
gegilsin,

(b) Dogrudan w noktasindan g noktasina hareket etsin.
w noktasindan v noktasina olan harekette gecen siire p ve v noktasindan %
noktasina olan harekette gecen siire ise u olsun. Bu durumda ortalama hizlar
srastyla y,(w,v) ve y,(v, ) dir. (a) durumundaki harekette harcanan zaman
p + p dir. Her iki harekette de gegen siireler esit oldugundan (b) durumundaki
ortalama hz p,,, (w,€) dir. Uggen esitsizliginden d(w, ) < d(w,v) +
d(v, &) dir. Yani w ve  noktalar arasindaki uzaklik (b) durumundaki yollarin

toplamin1 asamayacagindan her w, §,v € S ve p, u > 0 i¢in
Dp+u(®, ) < maks{y,(w,v) + 19, (v, )} < v,(w,v) +1,, )
biciminde ifade edilir.

Ornek 1.8.19. [74] (S, d) bir metrik uzay olsun. Her w, € S ve p > 0 icin

0, p=dwp)

@0 =l % o)

olarak tanimlanan y fonksiyonu § {izerinde konveks modiilerdir. Bu 6rnegin bir sonucu

olarak modiiler metrigin gériintii kiimesi de [0, o] olarak tanimlanmuistr.
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Ornek 1.8.20. [74] p > 0 ve reel sayilarm ® = {w,nen, £ = {Pnlnen € R iki alt

dizisi i¢in
o P
w —
yy(w, ) = z <—| “ pgonl) , 1<p<oo,
n=1

ile tanimlanan 1y fonksiyonu kesin ve konveks modiilerdir. Ayrica ayni1 kosullar altinda 1

moduleri

=

neN

lw, — 2,1\
1= g2

ile tanimlanirsa kesin konveks olmayan modiileri elde edilir.

y,(w,$) fonksiyonu (0,00) iizerinde artmayan artmayan bir fonksiyondur.

(1) — (v3) kosullar1 dikkate alindiginda 0 < u < p igin
9, (w,0) <y, (0, w) +1,(w,#) <y,(w,H)

yazilabilir. Bu ise istenendir.

Tamim 1.8.21. [74] vy, S lizerinde yar1 modiiler ve wy € S olsun. Bu durumda

SI) = 5:)(0)0) = {a) € S: I)p(a)ﬁ 0)0) - 0' (p - OO)},
Sy = 8y (wo) = {w € 8:3p = p(w) > 0 dyle ki y,(w, wy) < 00}

kiimelerine (w, civarindaki) modiiler uzaylar denir. Buradan &, c &7 oldugu agciktir.

y fonksiyonu § iizerinde bir modiiler ise S, modiiler uzay: herhangi w, # € S, icin

dy(w, ) = inflp > 0: y,(w,») < p}

metrigi ile verilen ve y tarafindan tiretilen metrik (nontrivial) ile donatilmistir. Ayrica vy, S

lizerinde bir konveks modiiler ise §;, = §; olur ve bu ortak kiimeler herhangi w, § € §, igin
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dy(w, ) = inf{p > 0: y,(w,p) < 1}

metrigi ile donatilmistir. Bu metrige Luxemburg uzakligi denir.

S, modiiler metrik uzay iizerinde w € §; merkezli r > 0 yarigapl agik yuvari

By(w,1) = {p € 8;| dy(w, ) <7}

kiimesi ile tanimlanir. Ayrica her w € U igin By(w,r) < U olan bir r = r(w) > 0 varsa U
kiimesine agik kiime denir.

S, kiimesi iizerindeki biitiin agik alt kiimelerinin ailesine d, metrigi tarafindan S;
kiimesi lizerine indirgenen metrik topoloji denir ve Tq, ile gosterilir.

Modiiler metrik uzaya ait bazi 6zellikler asagidaki gibidir.

Tamim 1.8.22. [74] 8 bir modiiler metrik uzay ve {wy}neny € S, bir dizi olsun.

(1) {wnnen dizisinin w* € S; noktasina y —yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
her p > 0 i¢in n - o iken y,(w,, w*) — 0 olmasidir. Ayrica w* noktasina
{wy, }nen dizisinin y —limiti denir.

(i1) {wy}nen dizisinin y —Cauchy dizisi olmasi igin gerek ve yeter kosul her p > 0 ve
n,m — o igin y,(wy, wp,) — 0 olmasidir.

(iii) Sy modiiler metrik uzayinda alinan her y —Cauchy dizisi S; uzayinda bir noktaya
yakinsak ise §; modiiler metrik uzayina y —tamdir denir.

(iv) v € &5 verilsin. V' kiimesindeki y —yakinsak her dizinin limiti yine N
kiimesinde ise V' ye y —kapalidir denir.

(v) Her p > 0 igin 6,(V) = {t)p(w, go)| w, o € N} < oo ise V' kiimesine 1y —sinirh

kiime denir.

Tamm 1.8.23. [75] S bir modiiler metrik uzay ve Q: 87 — &, bir doniisiim olsun.
{wptneny dizisi n — oo igin wniw oluyor iken Qw, 2>Qa) oluyorsa Q doniisiimiine
p —sitirekli doniisiim denir.

Teorem 1.8.24. [76] &, y —tam modiiler metrik uzay ve Q:8; — & bir doniisiim

olsun. Her w, # € &y icin
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9,(Qw, 9p) < £y, (w, £)

esitsizligi £ € [0,1) i¢in saglansin. Her p >0 igin p,(wy, Qw,) < oo olacak sekilde
wo € &, elemani varsa Q donilisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.
Teorem 1.8.25. [76] Sy y —tam modiiler metrik uzay ve Q:8; — Sy bir doniisiim

olsun. Her w, € &y igin
1p(Qw, 90) < £[v2p(w, QW)+, (0, 060)]

esitsizligi # € [0, %) i¢in saglansmn. Her p > 0 i¢in y,(wy, Qw,) < % olacak sekilde
wo € &y elemani varsa Q doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.

Modiiler metrik uzaym kendine 6zgii fiziksel yorumu ve metrik uzay ile olan
baglantisindan dolay1 ortaya ¢ikan yeni kavramlar arastirmacilart bu yonde c¢aligmalar

yapmaya tesvik etmistir ve literatiire birgok ¢alisma kazandirilmistir [77-87].

1.8.5. Modiiler b —Metrik Uzaylar

Modiiler metrik ve b —metrik kavramlar1 dikkate alinarak C. Alaca ve M.E. Ege [88]
modiiler b —metrik yapisin1 tanimlamiglardir ve modiiler b —metrik uzay1 tanitmislardir.
Ayrica bu yeni uzayda Banach sabit nokta teoremini de ifade ve ispat etmislerdir.

Tammm 1.8.26. [88] S bostan farkli bir kiime ve T > 1 bir reel say1 olsun. Her
w, §,v € S icin &:(0,00) X § X § — [0, o] fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglasin:

(&1) herp > 0igin &, (w, ) = 0 & w = g dir,
(§2) her p > 0 igin fp(a)' $) = fp(SO, w) dir,
(&) her p,uu > 0igin &, (w, 9) < T[€5(w,v) + &, (v, 9)] dir.

Bu durumda ¢ fonksiyonuna modiiler b —metrik ve (§, &) ikilisine de modiiler b —metrik
uzay denir.
Modiiler b —metrik uzay modiiler metrik uzayimn bir genellemesi olarak goriilebilir.

Gergekten, T = 1 alinir ise bu iki tanimin ¢akisacagi agiktir.
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Ornek 1.8.27.0 < p < 1 olmak iizere ) kiimesi

£y ={ (o) R Y Jw P < o0
n=1

ile tanimlansin. w = wy, £ = §, € £, icin
d:tp xt, >R

1
- p
(@.9) > d (@,0) = (len - sonlp>

d (w,p)
P

ile tanimh

metrik  fonksiyonu  verilsin. p € (0,00) icin ¢ (w,H) =

1

§:(0,00) x £, x £, - [0,00] fonksiyonu 7 = 2r > 1 sabiti olmak iizere bir modiiler
b —metriktir.

Ornek 1.8.28. (S, y) modiiler metrik uzay ve p > 1 reel say1 olsun.

& (w0) = (o 0)"

ile tanimlanan & fonksiyonu T = 2P~ ile bir modiiler b —metrik fonksiyonudur.
Ornek 1.8.29. § =[0,00) kiimesi iizerinde tanimli &:(0,0) X S X § — [0, o0]

fonksiyonu her w, § € S igin

(ew _ ega)z

Ep(w:so) = P

bi¢iminde tanimlansin. Bu durumda (&;) ve (&,) kosullarinin saglandigi agiktir. O halde her

w, P,V €S igin

(e® — e®)? _(e? - ef +e¥ —ev)?
p+u p+u

€p+[i ((1), 80) =
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w _ V)2 o _ V)2 W _ L,V o _ pV
(e ev) +(e ev) +2(e eV)(e ev)

p+u p+u p+u
ew_evz o _ V)2 w _ ,V\2 P _ ,V)2
S( )+(e e)+(e e)+(e e”)
p I P 7
(ea) _ eV)Z (ega _ eV)Z
= +
p I

< 2[¢,(@,v) + &, (v, 0)]

esitsizligi ile (&3) sart1 da saglandigindan 7 =2 > 1 ile (§,&) bir modiiler b —metrik
uzaydir. Ancak dikkat edilir ise & bir modiiler metrik degildir. Sonug¢ olarak her modiiler
metrik uzay bir modiiler b —metrik uzaydir. Fakat bu 6rnekte oldugu gibi tersinin dogru
olmas1 gerekmez.

Tanim 1.8.30. [88] (S, ¢) bir modiiler b —metrik uzay olsun. Bu durumda bir modiiler
kime S;={0 €S:% ~w} dir. Burada w, €S i¢in § ilizerinde ~, w~pP &
Fl)i_r)lc}o ¢p(w, ) = 0 olacak sekilde bir denklik bagintisidir. Ayrica w, € § igin

8¢ = 85(wg) = {w €S:3p = p(w) > 06yle ki &,(w, wp) < 00}

kiimesi (w, civarinda) bir modiiler b —metrik uzaydir.

Modiiler b —metrik uzaydaki ¢ —yakinsaklik, & —Cauchy ve ¢ —tamlik gibi topolojik
kavramlar modiiler metrik uzay ile benzer sekilde ifade edilebilir.

Modiiler b —metrik uzayda sabit nokta teorisi ile ilgili bazi tanim ve teoremler
asagidaki gibi verilebilir.

Tanim 1.8.31. [88] (§,¢) bir modiiler b —metrik uzay ve Q:§; — S bir doniisiim

olsun. Her w, o € S; ve p > 0 igin

$p(Qw, Qp) < £8,(w, 0)

olan £ € [0,1) varsa Q doéniisiimiine ¢ —daralma doniisiimii ad1 verilir.
Teorem 1.8.32. [88] (S,¢) uzay1 T > 1 ile bir §é —tam modiiler b —metrik uzay ve
Q:8; » §; bir ¢ —daralma do6niisiimii olmak tizere £ € [0,1) ve 7.£ <1 olsun.
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$p(w,Qw) < o olan w = w(p) € Sg eleman1 varsa {w,} - w* dir ve w* noktas1 Q
dontisimiiniin bir tek sabit noktasidir.

Teorem 1.8.33. [88] (S,¢) uzay1 T > 1 ile bir ¢ —tam modiiler b —metrik uzay ve
Q:8; — S; bir déniisiim olsun. Her w, § € S; ve p > 0 i¢in

§,(Qw, 9p) < p[¢,(w,Qw) + &,(,00)]

esitsizligini saglayan 7. p € (0, %) olan p € (O, %) var olsun. Bu durumda ¢, (w, Qw) < o
olan w = w(p) €S, g elemani varsa {w,} = w* dir ve w* noktas1 Q doniisiimiiniin bir tek
sabit noktasidir.

Teorem 1.8.34. [88] (S, ¢) uzay1 T > 1 ile bir { —tam modiiler b —metrik uzay ve
Q:8; — §; bir déniisiim olsun. Bu durumda her w, § € S; ve p > 0 igin

£,(Qw, 9p) < 7[€,(w,90) + ¢, (0, Qw)]

ifadesini saglayan 7.7 € [0, %) olan» € [O, %) var olsun. Bu durumda ¢, (w, Qw) < oo olan

w = w(p) € §; elemani varsa {w,} - w" dir ve w” noktas1 Q doniisiimiiniin bir tek sabit
noktasidir.
Parvaneh ve ark. [89] modiiler b —metrik uzaylarda F —daralma doniisiimlerini

kullanarak sabit nokta teorisi ile ilgili sonuglar vermislerdir.

1.8.6. Branciari Uzakhik Fonksiyonu ile Donatilmis Modiiler b —Metrik Uzaylar

Bu kisimda Branciari metrik kavrami yerine daha uygun bir ifade olan Branciari
uzaklik (Branciari distance) terimi kullanilacaktir. 2021 yilinda M. Oztiirk ve A. Biiyiikkaya
[90] tarafindan Branciari uzaklik fonksiyonu ile donatilmis modiiler b —metrik kavrami
tanimlanmistir.

Tammm 1.8.35. [90] S bostan farkli bir kiime ve 7 =1 bir reel sayr olsun.
B:(0,00) X § X § - [0,00] dontisimii her w, o € § ve her farkh p, g € § — {w, P}

noktalar1 i¢in asagidaki kosullar1 saglasin:
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(B1) her p > 0 icin B, (w, ) = 0 © w = g dir,
(B) her p > 0 icin B, (w, ) = B, (o, w) dir,
(583) her v >0 lan ’s'Bp+|J.+V((‘)r 80) < T[’SBp(w' 20) + ’SBp.(p' Cl.) + SB\}(cl" SO)] dlr

Bu durumda B fonksiyonu Branciari uzaklik fonksiyonu ile donatilmigs modiiler
b —metrik ve (§,B) = Sy kiimesine de Branciari uzaklik fonksiyonu ile donatilmis modiiler
b —metrik uzay denir, BMj, ile gosterilir.

Diger yandan (8B;) kosulu yerine asagida verilen (8B;') kosulu saglanirsa B
fonksiyonuna Branciari uzaklik fonksiyonu ile donatilmis yari(pseudo) modiiler b —metrik

denir.
(B1") her p > 0 i¢in B, (w, w) = 0 dir.

Simdi baz1 BM;, uzay orneklerine yer verilecektir.
Ornek 1.8.36. [90] (S, d) Branciari metrik uzay ve £ > 1 icin

B:(0,0) X §X§ > [0,00]

*
d(w,
B0, ,) = B, (0, 0) = D)

fonksiyonu tanimlansmn. t > 0 icin f(t) = t* fonksiyonunun i¢ biikey olmasindan ve

Jensen esitsizligi ile a, &, ¢ negatif olmayan reel sayilari igin
(a+ b6 +c)* <3%a* + 6%+ c*)
saglandigindan Sg uzay1 T < 3%~ sabiti ile bir BM;, dir.

Ornek 1.8.37. [90] (S, b) Branciari metrik uzay, £ > 1 ve a, >0 olsun. Her w, o €
S veher p > 0i¢in B: (0,0) X § X § — [0, o0) fonksiyonu

ad(w, ) + pd(w, p)*
1+p

By (w, ) =
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olarak tanimlansin. Sg uzay1 Branciari metrik uzay degildir. Ancak Sy bir 8M, dir. (B;)

ve (3B,) kosullarinin saglandigi agiktir. Her w, o € § ve tim farkli p,g € § — {w, $} i¢in

ad(w, o) + pd(w, p)*
1+p+p+v

ald(w, p) + d(p,a) + d(g,£)] + Bld(w, p) + d(p,q) + d(g, £)]*
1+p+u+v

ald(w, p) +d(p,q) + d(g,£)] + 37 p[d(w, p)* + d(p, a)* + d(g, 9)*]
l1+p+pu+v
[ad(w, p) + Bd(w, p)*  ad(p,q) + Bd(p,4)*]
+
N ad(q, $) + pd(q, £)?
1+v

= 3718, (0, p) + Bu(», 4) + B, (4, 0)],

SBp+u+v (w, ) =

oldugundan (B5) kosulu da saglanmis olur. Sonug olarak S uzay1 T < 3%#~1 sabiti ile BM;,
dir. Fakat (a + b)* < Zk_l(a" + bk) esitsizligi kullanilirsa (B3) kosulu asagidaki yolla

da ispatlanabilir ve T = (2’&‘1)2 ile BM, oldugu goriiliir.

ad(w, 9) + pd(w, )*
1+p+p+v

_dd(w.p) +d@p.a) +d(q,0)] +pld(w,p) +d(p,q) + d(g, 2)]*
- 1+p+p+v

ald(w, ) + d(@,q) + d(g,0)] + 2278 [(d(w, ) + d(p,9)" + d(q,£)"]
1+p+p+v

_dd(w,p) +d(@.q) +d(g, )] + (2571)Bd(w, p)* + d(p,a)* + d(q, £)*]

- 1+p+p+v

ad(w, p) + Bd(w, p)* L 2d@.9) + Bd(p, )" L %d(q,9) + pd(q, £)
1+p+p+v 1+p+p+v 1+p+p+v

SBp+p.+\) (w, ) =

< (2;7—1)2 l

< (2#71) ad(w, ) + fd(w, p)* L dp,9) + pdlp, a)* L 9d(q,p) + pd(q,0)”
a 1+p 1+ 1+v

= (22)[B,(w, ) + B.(2,3) + By(q, 0)]
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dir.
Ornek 1.838. [90] £ =1 ve w,p €S olsun. B:(0,0) XS XS — [0,00)
fonksiyonu

lw — o *
1+p

B, (w, ) =
ISe Si uzayinin T = (2/@—1)2 sabiti ile BMj, oldugu agiktir.

Ornek 1.8.39. [90] S ={(a,0)€ER?la=0}uU{(0,b)ER? b=0} olsun.
B: (0,0) X S X § = [0, 00) fonksiyonu agagidaki gibi tanimlanirsa Sg bir BMj, olur.

la; — a2|k
B,((ay,0), (az,0)) = 11,
|by — by |*
B,((0,b,),(0,b,)) = Y
la — b|*
B,((a,0),(0,b)) = ErYy

dir.
BM;, uzayinda w € Sg Ve p, u > 0 olsun. Bu durumda p ve u ye bagh B —agik yuvar

B, (w, ) = {p € Sg| B,(w, ) <u}

ile tanimlanir. Her p > 0 ve a € A C Sg igin B%Qf”(a), a) € A olan u > 0 varsa A kiimesine
B —agiktir denir. Sg kiimesindeki tiim A alt kiimelerinin bir toplulugu 7g olsun. Bu durumda
Tg, BMy, uzayi i¢in bir topoloji tanimlar.

Simdi B —yakinsaklik, B —Cauchy dizisi ve B —tamlik gibi BM} uzaymin bazi
topolojik d6zellikleri asagidaki gibi verilir.

Tanim 1.8.40. [90] Sy bir BMy, {w, }nen bu uzayda bir dizi ve w € § olsun.

(i) € > 0 verildiginde her n > n, i¢in B,(w,, w) <& olan ny €N varsa Sg
uzayindaki {w, },en dizisine w € Sy noktasina B —yakinsaktir denir. Yani her p >

0 i¢in lim B, (w,, ®) = 0 dur.
n—-oo
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(ii) € > 0 verildiginde her n = n, ve p > 0 i¢in B, (a)n, wnﬁ,) <eolanny €N
varsa Sg uzayindaki {wpln,ey dizisine B —Cauchy dizisi denir. Yani
p > 0igin n,IT}LrEoo B, (wp, wy) = 0 dir.

(iii) S uzayindaki her B —Cauchy dizisi S uzaymdaki bir noktaya 8 —yakinsak ise
Sg uzayma B —tam BM;, denir.

Uyarn 1.8.41. [90] Asagidaki ifadeler BMj, i¢in saglanir.

(1) BMy da bir dizinin limiti tek olmak zorunda degildir.

(if) BM,, da bir yakinsak dizisi Cauchy dizisi olmayabilir.

(i) Branciari uzaklik fonksiyonu ile donatilmig modiiler b —metrik fonksiyonu

stirekli olmayabilir.



2. YAPILAN CALISMALAR

Bu boliimde c¢esitli modiiler metrik uzaylardaki ortak sabit nokta ve sabit nokta
teoremleri ve sonuglari ile bunlarin uygulamalarina yer verilecektir. Ancak, modiiler metrik
kavrami sonlu deger olmak zorunda degildir. Dolayisiyla modiiler metrik uzay (modiiler
b —metrik uzay ve Branciari uzaklik fonksiyonu ile donatilmis modiiler b —metrik uzay)
tizerindeki daralma doniistimlerin sabit noktalarinin varligir ve tekligi hakkinda yorum

yapabilmesi i¢in asagidaki 6n kosullarin verilmesi gerekmektedir.

(M) Her p > 0 ve w € 8y i¢in y,(w, Qw) < oo dir.
(M) Her p > 0 ve w, $ € Sy icinpy,(w, ) < oo dir.

2.1. Modiiler b —Metrik Uzaylarda Simiilasyon Fonksiyon Yardim ile Elde
Edilen Suzuki £ —Daralmalar i¢in Sabit Nokta Teoremleri

Bu boéliimde modiiler b —metrik uzaylarda simiilasyon fonksiyon yardimiyla elde
edilen ve Suzuki X —daralma olarak adlandirilan yeni bir daralma doniistimi
tanimlanacaktir. Ayrica, bu uzay tizerinde dort doniisiim igin ortak sabit noktalarin varligi
ve tekligi incelenecektir. Son kisimda ise Graf teorisi ve Homotopi teorisi i¢in sonuglara yer
verilecektir.

Tamm 2.1.1. Sg kiimesi, T = 1 sabiti ile modiiler b —metrik uzay ve Q, K, J ve { bu

uzayda dort doniigiim olsun. Her farkli w, o € § g ve her p > 0 igin
1
7> min{g, G, Qw), (I, X)) < maks{E, (w, Jp), £, (Qw, Kp)} =

1
2(w, p) = T—z[s‘p(iw, JP) + |&,((w, Qw) — &,(Jf, K@)
olmak tzere

X (2€,(Qw, Xp), 5(w,9)) = 0 2.1)
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olan X € Z varsa Q, X, J ve { doniisiimlerine Suzuki £ —daralma dontisiimii ad1 verilir.

Teorem 2.1.2. §; uzay1 T > 1ile { —tam modiiler b —metrik uzay ve Q, X, J ve {

doniistimleri Suzuki ¥ —daralma dontisiimii olsun. Eger

(i) 9(S7) c J(8¢) ve K (S5) < ¢(Sz) dir,

(i) 9(8¢), J(Sf), x(ss) ve {(S7) kiimelerinden biri §; kiimesinin kapali alt
kiimesidir,

(iii) {J, %} ve {¢, Q} giftleri zayif uyumludur,

(iv) (M,) ve (M,) saglanr,

sartlart saglanirsa Q, ¥, J ve ¢ doniisiimleri S g uzayinda ortak tek bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. w, € S; keyfi bir nokta olsun. 9(s;) c J(S7) oldugundan 9, = Qw, = Jw,
esitligini saglayan w; € S; noktasi vardir. Benzer sekilde K (s g) c (s g) ilep; = Kw, =
{w, olacak sekilde w, € S; noktasi vardir. Bu sekilde devam edilerek S; uzayinda bir

{#n}nen dizisi
Pon = QWan = JWon41 Ve Pon41 = KwWzne1 =(Wopns2

olarak tanmimlanir. Buradan

1
Z min{fp ({wZn: QwZn)’ Ep (JwZn + 1 KwZn + 1)}

< maks {Ep Cwan, JWan + 1), fp (Qwan, Kwyp 4 1)}

saglandigindan (2.1) ve ( X, ) den

0<X (Tfp(QwZn;%wZnﬂ )’E(wZn’w2n+1))

< Z(wan, Wans1) — T8p(Qwan, Kwony1)

(2.2)

yazilabilir ve burada
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Z(Wan, Wan 1)

1
= T_2 [Ep((wZn: Jw2n+1) + |Ep((w2n: Qa)Zn) - Ep(Jw2n+1fj(‘w2n+1)|] (2.3)

1
=7z [Ep(gOZn— 1 8P2m) + |fp(802n— 1 P2m) — Ep(SOZn'SOZYHI)”
dir. Nihayetinde (2.2) ve (2.3) den

$p (821 92n41) < TEp (P20, P2ns1) < Z(Wap, Want1) (2.4)

elde edilir. Eger (2.3) ve (2.4) de i, = £,(§#5-1, #4) kisaltmas: uygulanirsa

1
Kon+1 < Thont1 < Z(Wan, Wany1) = ‘L'_Z [K62n + |Kan — Konial] (2.5)

esitsizligine ulasilir. Burada k,, < k4 durumu goz oniine alinirsa ko < TKopeq <

le Kon+1 €lde edilir. Fakat bu ifade bir geliskidir. Bu durumda k,,,; < k5, dir ve boylece

1
2(Wan, Wan+1) = ‘L'_Z [2K20 — Kon+1] (2.6)

bulunur. Diger yandan yukaridaki benzer adimlar takip edilerek x,, < k,,_; ifadesinin
saglandig1 gosterilebilir. Bu da x,,q < k, oldugunu garanti eder. Boylece {k,} =
{Ep(gon_l,gon)} reel sayilarin artmayan ve negatif olmayan bir dizisidir. Bu durumda her
p > 0 igin I{l_r)go Kk, = r olacak sekilde r = 0 vardir. Simdi r = 0 oldugu gosterilsin. Fakat
tersine r > 0 olsun.

Bu asamada asagidaki iki durum séz konusudur.

Durum 1: 7 > 1 olsun. (2.6) ve (2.4) de n — oo igin limit alinir ise
r<mr<—r
T

celiskisine ulasilir.
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Durum 2: 7 = 1 olsun. Bu durumda X (Tfp(goz,l, Pon+1), 2(Wan, Won 1)) > 0 dir.

Eger a, = fp(SOZn' $2n+1) Ve Bn = Z(w2n, Wzny1) igin lim sup ta, = rlli_r&sup Pn=1>

n—oo

0 ve a,, < B, kosullar1 saglanirsa, (X3™) den 0 < limsup X* (tay, B) < O celiskisi ortaya

n—-,oo

¢ikar. Bundan dolay1 r = 0 elde edilir. Yani her p > 0 i¢in

fp(gon—l: Son) - O, (Tl - OO) (27)
bulunur.

Simdi bir sonraki adim olarak {,},ey dizisinin & —Cauchy dizisi oldugu
gosterilecektir. Fakat {9, }nen dizisinin & —Cauchy dizisi oldugunu gostermek yeterlidir.
Aksine verilen € > 0 igin {n,} > {m;} = k o6zelligindeki pozitif sayilarin {m;} ve {n,} alt
dizileri

Ep(KQka» SOan) = eVe Ep(SOka' SOan—Z) <g (28)
ifadelerini her p > 0 igin saglasin. Boylece (2.8) ile

£ fp(JOkaJSOan) < ng(SOka»SOanﬂ) + ng(WanH:SOan)

ifadesi elde edilir ve (2.7) kullanilarak k — oo i¢in limit alinir ise

&
lim sup Ep(pka' SOan+1) = ; (2-9)

n—->oo

olur. Ayrica, (&3) ile

$p (802mk -1 KOan) = ng(@ka -1 802mk) + Tzszg(t@ka' $2ny, - 2)

+ Tgf%(((Oan ~2,82n;, - 1) + T3E§(8{)2nk -1 892nk)

bulunur ve (2.7) ile (2.8) goz oniine alinirsa k — oo igin
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lim sup ¢, (JOka: 84’2nk+1) < t%e (2.10)

n—»>oo

elde edilir. Devaminda (2.7) ve (2.8) den

1
Z mln{fp (cwzmk; Q(‘)ka)r Ep ( J(‘)an+1' :K:(‘)an-l-l)}

&
= 72 maks{fp ((mek: J(‘)an+1): $p (Q(‘)ka: jC(Uan+1)}

ifadesini saglayacak sekilde n; € N pozitif tamsayis1 vardir. Bu durumda (2.1) ve (X,) den

0<X (Tfp(Qmek:%‘Uanﬂ)»E(G)ka:wznk+1))

(2.11)
< Z(C‘)ka: w2nk+1) o (Qw2mk:7(w2nk+1)
ve
1
Z(C‘)ka' wan+1) = ‘L'_Z [Ep (Zmekf J(‘)an+1)
+ |Ep (Zmek' Q(‘)ka) - fp (J(‘)an+1' jchnk+1) ” (2-12)
1
= T_Z [Ep(KOka -1 JOan) + |§p (JOka -1 502mk) - 5p(502nk ) 502nk+1)|]
elde edilir. Buradan (2.10) kullanilarak (2.12) ifadesinde k — oo i¢in limit alinirsa
. . 1
1 SUp 5(@ 2 @my 1) = 1im 5D {6, (Pam, 1,00m,)]}
k—oo k—oo T
" (2.13)
< 5tle=¢
T

bulunur. Son olarak (2.9) ve (2.13) ifadeleri ile (2.11) esitsizliginde k — oo i¢in limit alinirsa

0 <limsup [X (Tfp(Qmek'jchnkﬂ)'Z(‘Uka' 0)2nk+1))]

k—oo

< lim sup[Z(mek, wznk+1) — 78, (Jozmk,SOanﬂ)]

k—>oo
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< lim sup Z(mek’ wan+1) - hlrgglf [T‘Ep (SOka: 802nk+1)]

k-0

£
<ge—1-=0
T

celigkisi ortaya ¢ikar. Bu da {§.,}neny dizisinin & —Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

Boylece {§2,}nen dizisi de bir § —Cauchy dizisi olur. ¢, & —tam modiiler b —metrik uzay

oldugundan
lim gon = 2, (2.14)

olanz € § g noktas1 vardir.

Devaminda z noktasinin @, K, J ve ¢ doniisiimlerinin ortak sabit noktasi oldugu
gosterilecektir. ilk olarak z noktasmin Q ve ¢ déniisiimlerinin sabit noktasi oldugu

gosterilecektir.

lim ,, = lim Qw,, = lim Jwy,41 =2
n—->oo n—->oo n—>oo

lim ;41 = liMm Kwyp g = lim (wyp 42 =2

ifadelerinin saglandig1 agiktir. { (S : ), 8 ¢ nin kapal alt kiimesi olsun. Bu durumda z = {u
olacak sekilde u € S; noktasi vardir. Qu = z oldugunu géstermek i¢in Qu # z olsun. Bu

durumda

1
2_,[ min{fp ({u, Qu): Ep ((70)271+1' :}C(‘)Zn+1)}

< maks{¢, (u, Jwzns1), € (Qu, Kwani1)}

saglandigindan

0<X (Tfp(QU,Kw2n+1),Z(u, w2n+1)) <I(u,waps1) — Tfp(Qu;Kw2n+1)

ve
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1
2(u, w4 1) = T_z[fp(zu;ﬂwzn+1) + |s(p((u,Qu) - fp(3w2n+1,xw2n+1)|]
1
= ) [fp(zﬁ $2n) + |Ep(Z: Qu) — Ep(SOZn' 802n+1)|]

bulunur. Eger n = oo igin limit alinirsa

1
0< rlll_f)lgo 2(W, Wapt1) — rlll—ri}o 7€, (Qu, Kwanye) = T_zfp(zy Qu) —1¢,(2,0u) <0

celigkisine ulasilir. Boylece Qu = z olur ve Qu = {u = z ifadesine ulasilir. Q ve (
dontigiimleri zay1f uyumlu dontisiimler olduklarindan Qz = Q{u = {Qu = {z bulunur.

Qz = z oldugunu gostermek i¢in Qz # z olsun. Bu durumda

1
Z min{gp ((Zr QZ); {Tp( JwZTl + 1 %wZn + 1)}

< maks{fp (Cz,Jwan+1),€,(Qz, Kwap 4 1)}

kosulu saglandigindan

0= X (76,(Q2, Ko 4 1), 2(2 w30 1)) < 2(Z, 0ans1) = 76p(Q2, Kwznya),

1
2(z, wan41) = T_z[fp({Z,JwZnﬂ) + |s;p(<z' Qz) — Stp(cjwzn+1’7(w2n+1)|]

1
= T_Z [S;p ({Z’ 80271) + |EP(CZ’ Qz) — ’fp (80271' $2n + 1)”
elde edilir. Benzer sekilde n — oo i¢in limit alinirsa
. . 1
0< 1111—I>rolo 2(z, waps1) — 1111—I>Ic>lo Tfp (Qz, Kwops1) = T_pr(czi z) — Tfp ({z,z) <0

bulunur ki bu bir ¢geligkidir. Yani Qz = z olmalidur.
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Bir sonraki adimda z noktastnin K ve J doniisiimlerinin sabit noktasit oldugu
gosterilsin. 9(S g) cJ (Sg) oldugundan Qz = Jv olacak sekilde v € S; noktas1 mevcuttur

ve Qz = Jv = {z = z dir. Burada Kv = z dir. Aksine Kv # z ise

1

7= min{¢,(2,02), £, (Jv, Qwan + 1)} < maks{Z, (¢2,Jv), §,(Qz Kv)}
esitsizligi saglandigindan

0sX (Tfp(Qz, Kv),2(z, v)) < 2(z,v) —16,(Qz, Kv),

1
2(z,v) = —[§,@2 dv) + [§,(82,02) = £,(Jv, Kv)]

1
= 516022 +[¢,(2,2) - §, (2 Kv)|]
yazilir. Eger n — oo i¢in limit alinirsa
: : 1
0< I{l_r)go X(z,v) — rlll_{glo 7¢,(Qz, Kv) = T—pr(z,%v) —1¢,(2,Kv) <0

celiskisi elde edilir. Bu durumda z = Kv dir ve boylece Kv = Jv =z olur. KX ve J
doniistimlerinin zayif uyumlulugu kullanilarak KXz = K Jv = JJv = Jz esitligi bulunur.

Son olarak Kz = z olsun. Eger Xz # z ise

1
Z—Tmin{fp (z,Q2),§,(Jz,Qz)} < maks{¢,({z,Jz),§,(Qz, Kz)}

ifadesinin saglandigi agiktir ve

1
2(z,2) = = [£,(¢2,92) + [£,¢2,02) = &, (I K2)]

1
= 5 [6, 2,2 +[5,(2.2) — £, (K2, %2)]
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iken

0 < X (v4,(02,%2),2(2,2)) < 3(z,2) — 1,(Qz K2),
olur. Benzer sekilde n — oo i¢in limit alinirsa

1

0 < lim 2(z,2) — lim 7§,(9z,Xz) = =¢§,(z,Kz) — 1§,(2,Xz) <0
celiskisine ulasilir. Bu da Qz = Kz = {z = Jz = z oldugunu gosterir. Benzer sonuglar
0(8z) € J(8¢) ve 3 (S¢) < ¢(S;) oldugundan J(s;) (veya Q(S;),.‘K(SE)) kiimelerinin
kapali alt kiimeler oldugu durumlar ig¢inde gegerlidir.

Son olarak z noktasinin tek ortak sabit nokta oldugunu goéstermek igin z # p olan

p = 9p = Kp = Jp = {p kosulunu saglayan baska bir sabit nokta olsun. Bu durumda

0 = 5-min{¢, ((z,02), £, (Ip, Kp)} < maks{£, (C2 Ip), ,(02 Kp))
dir ve (2.1) esitsizliginden

2(z,p) = 516 62, Ip) + [£,(C2,00) ~ £,@p, p)] (2.15)
iken

0 < X (1€,(0z, Kp), %(z,p) ) < 3(z,p) — 7&(Qz Kp) (2.16)

ifadesi elde edilir. Boylece (2.15) ve (2.16) ifadelerinden

1
fp(Z, p) < Tfp(Z,P) <I(zp) = T_zfp(zf p)



78

celiskisi ortaya ¢ikar. Budurumdaz = pdirvez € § Sé‘noktam 9, K, J ve {.doniisiimlerinin

tek ortak sabit noktasidir.

Simdi Teorem 2.1.2 den elde edilen baz1 sonuglara yer verilecektir.

Sonug 2.1.3. Teorem 2.1.2 de Z(w, ) = &,({w, I0) + |¢,(w, Qw) — &,(Ip, K )|

olarak tanimlanir ise @, ¥, J ve ¢ doniisiimleri S; uzayinda bir tek ortak noktaya sahiptir.
Sonug¢ 2.1.4. §;, T = 1ile £ —tam modiiler b —metrik uzay ve Q X bu uzayda iki

déniisiim olsun. Her farkli w, § € S; ve her p > 0 igin

1
Z—Tmin{fp ((1), Q(l)), Ep (80' %80)} = Ep ((1), 80)
iken

X (76,(Qw, X0), 5(w,0)) 2 0, (2.17)

1
2w,p) = [£,(w, 0) + €, (w, Q) — &, (0, K) ]

ifadeleri X' € Z igin saglansin. (M;) ve (M) saglanirsa Q ve K déniisiimleri S; uzayinda
bir tek ortak sahip noktaya sahiptir.

Sonug 2.1.5. Sonug 2.1.4 de E(w, ) = ¢, (w, ) + |fp(w,Qw) —&,(%, ?Cgo)| olarak
tanimlanirsa Q ve K doniisiimleri S; uzayinda bir tek ortak noktaya sahiptir.

Eger Sonug 2.1.4 de Q = XK segilir ise asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 2.1.6. S; T = 1ile { —tam modiiler b —metrik uzay ve Q bu uzayda bir

déniistim olsun. Her farkli w, § € S; ve her p > 0 i¢in

1
ng(wl Q(J)) S fp ((l), 80)

iken
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x (8,(Qw, 9p), 2(w,)) = 0, (2.18)

1
Z(a), 80) =3 [Ep(a): 80) + |€p(a)’ Qa)) - fp(SO, QSO)”

T2

ifadesini saglayan X € Z var olsun. (M;) ve (M) saglanirsa Q doniisiimii §; uzayinda bir
tek sabit noktaya sahiptir.
Sonug 2.1.7 Sonug 2.1.6 da X(w, ) = &, (w, ) + |fp(a),Qw) —¢&,(8, ¥ )| olarak

tammlanirsa Q doniisiimii S; uzayimda bir tek noktaya sahiptir.

2.1.1. Suzuki X —Daralma Doniisiimlerinin Graf Teorisine Uygulanmasi

Bu kisimda §; kiimesi G grafi ile donatilmis modiiler b —metrik uzay olsun ve

Q,K:8; — §; dontistimleri asagidaki 6zellikleri saglayacak sekilde tanimlansin.
¢ ¢ g
S =1{wesSi(w9w) € EG) }ves¥ ={w € §|(w,Kw) € E(G) .
§ §

Tamm 2.1.8. §;, G grafi ile donatilmis modiiler b —metrik uzay olsun ve asagidaki

sartlar saglansin.

(i) Her w € §; i¢in (w,Qw) € E(G) = (Qw, XQw) € E(G) ve
(w,Xw) € E(G) = (Kw,QKw) € E(G) dir.
(i) X eZvetr >1igin

1
Z_Tmin{fp(wﬁ Qa)); fp((@,%@)} =< Ep(w' 50) =
x (7€, (Qw, Xp), 2(w,0) ) 2 0, (2.19)

1
2(w,0) = = [£,(w, 0) + €, (w, Q) — &, (0, K) ]
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ifadeleri her (w, ) € E(G) ve her p > 0 i¢in saglansin.

Bu durumda (Q, X) ikilisine Suzuki X; —daralma dontisiimii ad1 verilir.

Teorem 2.1.9. Sg, G grafi ile donatilmig & —tam modiiler b —metrik uzay ve

Q,%:S; — S iki doniisiim olsun. Asagidaki sartlar saglansin.

(i) wy € 89 dir,

(i) (9, %) ikilisi Suzuki ;5 — daralma dontsiimiidiir,
(iii) Q veya K doniistimi & —stireklidir, veya

(iv) (8%, &,G) igliisii diizenlidir,

(V) G grafi zayif baglantilidir,

(vi) (M;) ve (M,) saglanir.

Bu durumda Q ve K doniistimleri bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat. w, € $9 olsun. Bu durumda (w,, Qw,) € E(G) dir. (i) sartindan
(wo, Qo) € E(G) = (Qwy, KQuw,) € E(G)

dir. Eger w; = Qw, olarak segilirse (w,, Kw,) € E(G) bulunur. Tekrar (i) sart1 ile
(wq,Kw,) € E(G) = (Kw,, 0K w,) € E(G)

elde edilir. Devaminda w, = Kw; olarak alimirsa (w,, Qw,) € E(G) bulunur. Benzer

sekilde devam edilerek (w4, w,n+1) € E(G) elde edilir ve her n € N igin

Wansz2 = KWapyq VE Wapiq = Qwayy

olacak sekilde {wy}pey dizisi tanimlanir. Boylece Teorem 2.1.2 den {wp}nen, S¢ uzayinda

¢ —Cauchy dizisidir ve uzayin & —tamhigi ile

lim w, =z (2.20)

n—-oo
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olacak sekilde bir z € § g vardir. Z € § g , @ ve K doniistimlerinin ortak sabit noktast midir?

(i11) sart1 saglanirsa z noktasinin ortak sabit nokta oldugunu agiktir. Bu durumda (iv) sarti
saglansin. Buradan w = z € S9 ve o = w,,4, € S ifadeleri (iv) sartinda yerine yazilir

ise hern > 0 i¢in

(2, wzn+1) € E(G)

bulunur. Ayrica

1
27 min{ép (z,092), fp (Wan+1) %w2n+1)} = fp (z, W2n41)

ifadesi saglandigindan Teorem 2.1.2 deki benzer yontem takip edilirse z noktas1 Q ve K
doniisiimlerinin ortak sabit noktasi olarak bulunur.
Son olarak z noktasinin tek ortak sabit nokta oldugunu gostermek i¢in z # v olan

v € S; noktasi da bagka bir ortak sabit nokta olsun. Yani v = Kv = Qv olsun. Bu durumda
(z, ) € E(G) ve (u,v) € E(G) olacak sekilde u € S; noktasi vardir. Buradan (v) sart1 ile
(z,v) € E(G) oldugu elde edilir. Ayrica

1
0 = Z—Tmin{fp(z,Qz),fp(v,ﬂCv)} <¢,(zv)

oldugundan Teorem 2.1.2 ile benzer sekilde z noktasinin Q ve K doniisiimlerinin tek ortak

sabit noktas1 oldugu bulunur.

2.1.2. Homotopi Teorisi Uzerine Uygulama

Bu kisimda ilk olarak Teorem 2.1.2 nin bir analizi olan bir sonuca yer verilecektir.

Sonug 2.1.10. 8¢, T = 1ile § —tam modiiler b —metrik uzay ve Q bu uzay iizerinde

taniml1 bir doniisiim olsun. Her farkh w, o € S, g ve her p > 0 igin
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¢,(Qw, 99) < k(Z(w, $)), (2.21)

2w, 0) = - [£,(w, 0) + [, Qw) — &, (,20)]],

ifadesini saglayacak sekilde k € [ 0,1) var olsun. (M;) ve (M) saglanirsa Q doniisimii S g
uzayinda tek sabit noktaya sahiptir.
Ispat. w, € S¢ keyfi bir nokta olsun ve her w € S; igin w, = Qw,_; = Q"w, olan

{wy, }nen dizisi tanimlansin. (2.21) ifadesinden

gp(wn: wn+1) = Ep(an—li an) = Tfp(an—l: an)
(2.22)
= k(Z( Wn -1, wn))

elde edilir ve buradan

2:((‘)n— 1 wn) =

T_Z [fp(wn—l'wn) + |Ep(“)n— 1'an— 1) - Ep(wn'an)”

2T [fp(wn—l'wn) + |Ep(wn—1'wn) - Ep( W, wn+1)|]

olur. Eger &, (wpn—1, wp) < &,(wy, wpyq) ise (2.22) ifadesi

k
Ep(wnj wn+1) =< Z_Tfp(wn: (‘)n+1)

dir ve %6(0,1) oldugundan bu ifade bir ¢eliski belirtir., Bu durumda

$p(Wn, Wny1) < &p(wWn_q, wy) olmalidir. Boylece (2.22) esitsizliginden

k
fp (wn: wn+1) < E [pr ((Un—1, wn) - Ep (wn' wn+1)]

k
< ; Ep ((Un—1, a)n)

2

< (%) £y @n 0
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n

(g) Ep (wg, w1)

IA

bulunur. Yukaridaki esitsizlikte n = oo igin limit alinirsa
lim &5 (wn, @p 14) =0 (2.23)

esitligi elde edilir. {w,, },en dizisinin & —Cauchy dizisi oldugu gosterilecektir.

m>nvem,n € N icin
fp(wn; W) < T‘fg(wn: W y1) Tzf%( Wpy1,Wntz)+ T3€%((‘)n+2'wn+3) + -

olur ve genelligi bozmaksizin

n n+1 n+2

foonom) <7 (5) Lwao) +72(5)  Lwow)+12(5) &l wr)

+ .-
n

Sr(g) §o(wo,w)[1+k+ k% + -]

yazilabilir. n,m — oo igin limit alinirsa {wy,}ney dizisinin & —Cauchy dizisi oldugu

sonucuna ulagilir. Ayrica S, g & —tam modiiler b —metrik uzay oldugundan

lim w, =z (2.24)

n—-0oo

olan z € §, g noktas1 vardir. Devaminda z € § g noktasinin Q doniisiimiiniin sabit noktasi

oldugunu gostermek igin z # Qz olsun. (2.21) ifadesinden

Tfp (wn, Q2) = TEp (Qwp_4,92) < k(z(wn—l' Z))
= k[fp(wn— 1vZ)+ |Ep((‘)n— 1, QWy 1) — Ep(z' Qz)l]
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bulunur ve n = oo igin limit alinirsa

k
Ep (Z, QZ) < ; Ep (Z, QZ)

celiskisine ulasilir. Bu durumda z noktas1 Q doniisiimiin sabit noktasidir.
Son olarak sabit noktanin tekligini géstermek i¢in Qu = u olan z # u bir bagka sabit

nokta var olsun. (2.21) ifadesinden

$p(2,u) = 1§,(Q2,0u) < k(2(z,w) = k[§,(z,w) +[§,(2,02) — §,(u, Qu)|]

bulunur ve buradan

k
Ep (Z, u) =< ; fp (Z, u)

celiskili ifadesi elde edilir. Dolayisiyla z = u olmalidir, yani z € S; noktast Q doniisiiniin

tek sabit noktasidir. Boylece ispat tamamlanir.
|

Teorem 2.1.11. §; T > 1 sabiti ile £ —tam modiiler b —metrik uzay ve P, R sirasi ile
8¢ uzaymn kapal ve agik alt kiimeleri olsun. }:R X [0,1] —» §; operatdrii asagidaki

sartlar1 saglasin.

(i) Her w € R\P ve( € [0,1) i¢in w # H (w, 1) dir,
(ii) Her w, o € Rve 1,k € [0,1) i¢in

1
Z(wrso) = Z[Ep(w,@) + |€p(wt}[(w' l)) - fp(go'}[(go'l))l]
iken

6, (H (0,0, H(p,0) < k(Z(w, ),
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dir,
(iii) Her ¢,t* € [0,1) ve Vw € R igin

8, (H (0,0, H (0,0)) < [w(@) — ()|
esitsizligini saglayan ¥: [0,1] — R siirekli fonksiyonu vardir.

Bu durumda # (-,0) operatoriiniin bir sabit noktaya sahip olmasi igin gerek ve yeter sart
H (-,1) operatoriiniin bir sabit noktaya sahip olmasidir.

Ispat. A kiimesi
A={1€[01]:w=H(wt) bazi1 w € P icin}

olarak tanimlansin.
(=:) H(-,0) bir sabit noktaya sahip olsun. Bu durumda A kiimesi bos kiime degildir.
Yani 0 € A dir. Simdi A kiimesinin [0,1] izerinde hem agik hem de kapali oldugu gosterilsin.
[0,1] kiimesinin baglantililigindan A = [0,1] olacagindan istenilen sonuca ulagilmis olur.
Oncelikle A kiimesinin [0,1] iizerinde kapali oldugu gosterilsin. Bu durumda n — oo
i¢in ¢, — t € [0,1] olacak sekilde {t,}p=; S A dizisi tammlansin. Burada ¢ € A oldugunu
gosterilecektir. Her n = 1,2,3, ... i¢in 1, € A oldugundan w, = H(w,,t,) olan w, € P

noktasi vardir. Ayrica, n,m € {1,2,3, ...} igin

Szp (Wp, W) = Ep (}[(wn» ), H (W, Lm))
< rfg(%(wn, tn), H (@p, 1)) + rfg(f/f(wn, tm)s H (s )

ve

Tfp (}[(wm tm), H (0, lm))
< k(Z(wy, 0))

k
= Z [Ep ((‘)nr wm) + |€p (wn'}[((‘)n' Lm)) - Ep (wm' }[(wm' Lm))l]
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k
= 2_‘[ [fp (a)n, a)m) + Ep (}[(wn' tn)f f]{(wn' tm))]

yazilir. Dolayisiyla

k ) — .
£ (@n ) < [P(t) = P(n) + Z[ep«un, o) + ) = V)

2% + k
gp(wn: wm) < (T(;T——k)> |‘~|J(ln) - Lp(tm)l

bulunur. n,m - o i¢in {i ey dizisinin  yakinsakligi g6z Online  alinirsa

lim ¢,(wn, wy) =0 olur. Bu da {w,},ey dizisinin & —Cauchy dizisi oldugu anlamina
n,m—co

gelir. Ayrica, ¢ uzaymin § —tamhigindan
lim ¢, (0", w,) =0
n—-oo
olacak sekilde w* € R noktasi vardir. Bu durumda

gp (wnr H(w", L)) = {Tp (}[(wn: Ln):}[(w*: l))
< ng(}[(wn, 1), H(wy,, L)) + ng(f]{(a)n, 1), H(w" L))

oldugundan

ng(}f(wn, D), H(w* L))

< kX(wy, 0")

k
= o= [£0 (@0 0" + g (@ H (0, 0) = §5 (", 3 (", D)

bulunur. Buradan

k
S(p(wnr}[(w*: l )) < [Pl — YO+ Z’fp (wp, ®7)
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dir ve lim &,(w,, #(w*,1)) = 0 olur. Boylece
n—-oo

§p(w", (w7, 0) = lim £, (wn, H (@p,0) = 0

elde edilir. Bu ise w* = H (w", 1) olmasi demektir. (i) saglandigindan w* € P olur. Buradan
t € A dir ve sonug olarak A kiimesi [0,1] lizerinde kapahdir.
Simdi de A kiimesinin [0,1] iizerinde agik oldugu gosterilsin. ¢, € A olsun. Bu

durumda wo = H(wo, 1) olacak sekilde wy € P noktast vardir. P agik oldugundan S;

r(2t—k)t
2724k

uzayinda Bg(wo,7) € P olanr > 0 vardir. k € [0,1) ve T = 1 olmak lizere € =

0 olsun. ¥, 1, noktasinda siirekli oldugundan ¢ € (LO —9(e), 10 + 8(6)) icin Y1) —
Y(p)| < eolan 9(e) > 0 vardur.
LE (LO —9(e), 1 + 19(8)) olmak iizere

p € Be(wq, 1) = {w € 8::8,(w, wp) < r}
i¢cin

'Sp (j{(w! L)' (1)0) = Ep (:]'[((1), l), }[(wOi LO))
< ng(}[(w, 0, H(w, Lo)) + ng(}[(w, o), H(wy, LO))

dir ve bu esitsizlikte

Tfp(j{(wl to), H (wo, lo))
< kZ(w, wg)

k
<5 [£,(w, w0) + | &, (@, H (w,19)) — &, (w0, H (w0, 1)) |]

k
-2 [Ep (w, wo) +¢, (}[(w’ 0, H (w, LO))]

dir. Yukaridaki esitsizlikler goz 6niinde bulundurulursa
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k — 0
£ (@,0, w0) < [Y() ~ Y (o)l +zlé‘p(w, on) + O]

= (14 502) WO ~ )| + =8, 0)
B 212 078 TP 0

<(1+ k) +k
= 272) ¢ T o7

IA

r

elde edilir ve # (w, 1) € Bg(w,, ) olur. Bdylece her sabit ¢ € (1o — 9(€), 1 + 9(¢)) igin

H(,0):Bg(wg, ) = B (wg, 1)

dir. Sonug 2.3.1 in hipotezi saglandigindan H (-, ¢) operatorii R kiimesinde bir sabit noktaya
sahiptir. Fakat (i) sartindan sabit nokta P kiimesinde olmalidir. Bu yiizden (¢, — 9(€), ¢ +

9(€)) € A dir ve sonug olarak A kiimesi [0,1] {izerinde agiktir.

2.2. € —Smifi Daralma Déniisiimleri Icin Ortak Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda maksimum operatorii ile genellestirilmis olan E —daralma doniisiimleri ve
C —sinifi fonksiyonlar kullanilarak edilen ortak sabit nokta teoremi ispatlanmistir. Ayrica
elde edilen sonuglarin graf teorisine ve integral tipi daralma doniisiimlerine uygulamalarina
yer verilmistir.

Tamm 2.2.1. Sg kiimesi T > 1 sabiti ile modiiler b —metrik uzay ve Q, K, J ve { bu

uzayda dort doniisiim olsun. Her farkl w, § € S¢ ve her p > 0 igin

E(w, $) = maks{¢,({w, JP) + |§,Cw, Qw) — &,(Jp, Kp)|,
&,(Cw, Qw) + |¢,Cw, J9) — &,(I0, X)),
(T, Kp) + |€,Qw, IP) — §,(Cw, Qw)|,

LSen(Ce, 1) + Ean(I000) |\ 2y 0u) — £, (0 acso)ll}
p 5 p ’

2 T

iken
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(13,00, X)) < 6 (0(E(w, £)),9(2(w, 0)) ) (2.25)

ifadesini saglayan G € C, ® € Q1 ve 9 € II fonksiyonlar1 varsa Q, X', J ve { dontigiimleri
G(®,9, E) —daralma olarak adlandirilir.

Teorem 2.2.2. §; uzay1 T = 1ile § —tam modiiler b —metrik uzay ve Q,%,J ve {

dontisiimleri G(®, 9, E) —daralma olsun. Bu durumda

0 0(s;) < a(s7) vexc(s;) (s dir,
(i) Q(Sg), J(Sg), 7((5;) ve ((5;) kiimelerinden biri §; nin kapali alt kiimesidir,
(iii) {J, %} ve {¢, Q} giftleri zayif uyumludur,

sartlar saglansin. Eger (M;) sart1 da saglanir ise Q, K, J ve { dontisiimleri ortak bir sabit
noktaya sahiptir. Ayrica, (M) sart1 da eklenirse doniisiimler tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat. wy € S; keyfi bir nokta olsun. Q(S;) cJ(S;) oldugundan
$0 = Qo = Jw, saglayan w; € S; noktasi bulunabilir. Benzer sekilde f}C(Sg) c ((é‘g)
ile p; = Kw; = {w, olacak sekilde w, € § g noktasi vardir. Bu sekilde devam edilirse S g

de bir {0, },,en dizisi

Pon =QWon = JWon 1 Ve Pont1 = Kwapi1 = (Wonsz

ile tammlamir. Eger 0, = §4,+1 olacak sekilde g, noktasi var ise bu nokta 9, X, J ve {
dontisiimlerinin ortak sabit noktasi olur. Sonug olarak, 0, # 4,41 olsun. Boylece her

p > 0icin &,(§024, #24+1) > 0 dir. O halde (2.25) den

@ (Tgfp (Qqur JCa)qu))

<G (CD (E(wzq, w2q+1)) 9 (E(wZQ’ w2q+1)))

(2.26)

dir ve burada
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E(w2q, w2q+1)
= maks{§, ({wzq, Jwzq+1) + [§p(Cwag, Qwag) — §p(Twags1, Kwzge1)|
$p ((“’Zq'Q“’Zq) + |'>;p ((“’Zq'J“’ZqH) - EP(J“)ZqH'jC“’ZqH)l;
$p (Jw2q+1,36w2q+1) + |Ep(5“)2q'<7“)2q+1) —$p (ngq'Q“)Zq)l;

1 fzh(cwzq;%wzqﬂ) + EZh(Jw2q+1'Q(‘)2q)
2 T

+ |€p(<w2q'Qw2q) - fp(Jw2q+1'7(w2q+1)|l}

= maks{fp(@Zq—l: 802(1) + |‘fp(8/‘)2q—1' @Zq) - fp(goch 802q+1)|}
Ep(qu—lf SOZQ) + |Ep(802q—1' JOZq) - Ep(SOZq' 802q+1)|;
Ep(qu' 802q+1) + |Ep(802q—1' JOZq) — Ep(SOZq—l' JOZq)|;

1[&n(029-1, 8 + $an(§929, 0
- 2n(#2q-1 2q+13 21 (24 2q)+|fp(802q—1,802q)_fp(@m"ozq”)ll}

olur. Uggen esitsizliginden
Eon(929-1 92q+1) < T[Ep(920-1,824) + §p (929, 92q41)]

dir. Ayrica &,(04-1,84) yerine o, kisaltma islemi uygulanir ise (2.26) esitsizligi
O(1%02011) < G (@ (220 @2911)) 9 (202 0211)) ), (2.27)

E(wagq) w2q+1) < maks{oyg + |02g = 02441024 + |02 — 02g41;

1|tlo,, + 0
O2gq+1 + |qu - 0'2q|;§l ( 24 - 2q+1) + |qu - 0'2q+1|l}

bulunur. 25441 = 024 oldugu goz 6niine almirsa

Oyq + O +o0 -0
- q 2q+1 2q+1 2q| _
.:(qu,quH) < maks {czqﬂ, > } = O2g+1
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ifadesine ulasilir. Buradan

q)(02q+1) = ‘D(T302q+1) =g (¢(02q+1)»8(02q+1)) = q)(02q+1)

dir ve bu ise

Q(¢(02q+1):‘9(02q+1)) = q’(02q+1)

oldugunu gosterir. Bu durumda G, den d>(02q+1) =0yada 19(02q+1) = 0 olur. Fakat iki
durumda da 6ngoriilen varsayimdan dolay: bir geliskili durum ortaya ¢ikar.

Eger 02q+1 < qu 1Se |02q — 0-2q+1| = 0-2q - 62q+1 O|UI’ ve

O2q T O2q+1 T O2q — 62q+1}

E(wch w2q+1) < maks {ZGZq — 02¢+1,02¢g+1 >

bulunur. Ayrica [202q — Oq41 > Ozq > 02q+1] oldugundan

E(‘UZq»CUZqH) = maks{Zozq — 02¢+1, O2q+1s 02q} = 202¢ — O2g+1 (2.28)

elde edilir. Diger yandan yukaridaki benzer adimlar takip edilirse o,, < 0,4_1 SOnucuna
ulasilir. Bu ise 0441 < 04 oldugunu gosterir. Boylece {Gq} = {Ep(goq_l,pq)} negatif

olmayan reel sayilarin artmayan bir dizisidir. Buradan her p > 0 i¢in lim o, = r olacak
q—)OO

sekilde r = 0 vardir. Simdi r = 0 oldugu gosterilsin.

(G1) ve (2.28) ifadesi kullanilarak (2.27) esitsizligi géz Oniine alinirsa

@ (02q+1) <o (T302q+1) =g (CD(ZGZq - 02q+1)’8 (202q - 02q+1))

< (20,4 — 02941 )

bulunur. Yukaridaki esitsizlikte limit alinirsa

d(r) < Q(CD(r),B(r)) < d(r)
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elde edilir. Yani G(®(r),9(r)) = @(r) dir. Bdylece G, den ®(r) = 0 yada 9(r) = 0 dur.

Bu ise r = 0 oldugu anlamina gelir. Sonug olarak, her p > 0 i¢in
& (04-1.824) > 0,(q > ) (2.29)

dir. Devaminda {goq}qu dizisinin & —Cauchy dizisi oldugu gostermek icin {gozq}qu

dizisinin ¢ —Cauchy dizisi oldugunu gostermek yeterlidir. Aksine, verilen € > 0 igin

b; > a; = i 6zelligindeki pozitif sayilarin {a;} ve {b;} alt dizileri

fp(SOZai»J’JZbi) = eVve Ep(goZaiJJOZbi—Z) <e¢ (2.30)

ifadeleri her p > 0 i¢in saglansin. (2.30) esitsizliklerinden

S fp(S’JZai;SOZbi) =< Tf%(SOZai'J’JZbiH) + Tf%(@zzaiﬂ'@zm)
olur. Burada i = oo i¢in limit alinir ve (2.29) ifadesi kullanilirsa

lirirlso})lp ¢p (@2ai,802bi+1) = ; (2.31)
esitsizligi her p > 0 i¢in elde edilir. Ayrica (&3) den

fp(&ozai—p SOZbi) < ng(@zm—p@zai) + TZf%(SOZai' J’szi—z)

03800202 920-1) + T 8p (9201 920,)
bulunur. Benzer sekilde i — oo igin limit alinirsa (2.29) ve (2.30) ifadelerinden
limsup &, (24,-1,#25,) < T2¢ (2.32)
1—00

elde edilir. Boylece (2.25) den
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o) (T3Ep (Qwzq, %a)2bi+1))

<g (cb (E(wzai, wzbi+1)) 9 (E(wzw wzbz+1))>

(2.33)

yazilir. Bu ifade de

E((‘)Zair wzbi+1)
= maks{,({wzq, J0ap,+1) + |€p((Waa; Q2a,) = &p (T W21, Kwap,41)];
5 (Cw2ap Qwaa,) + |65 ({waa, Jwap41) = Ep(TWapr1, Kwap1) s
Ep(Jwap1, Kwap1) + |65 (waay JWop41) = ({020, QWaa,);

1 pr(f‘UZai:jchbiﬂ) + EZp(J(‘)Zbﬁl'QwZai)
2 T

416, (Cavrar Quza) - sp(aw2bi+1,acw2bi+l)|]}

= maks{fp(@Zai—pSOZbi) + |fp(802ai—1:802bi) o fp(SOZai'@Zbiu)li
$p (SOZai—pSOZbi T | $p (t@Zai—l'JOZbi) - ¢ (S/JZai,JOZbiH ) |i
fp(&ozai,SOZbiﬂ) + |fp(802ai—1'802bi) - fp(SOZai—1,502bi)|;

1 E 80 ai— '@ i +€ p iﬂgo a;
5 Zp( et a +1_2 Zp( ik )+|fp(802ai—1:802bi)_fp(@Zai»Sozbiﬂ)ll}

dir. Ayrica (é5) den

EZp(gOZai—lrsOZbﬁl) < T[Szp(SOZai—pSOZbi) + fp(Z(OZbi’t@ZDi+1)]’ (2.34)
EZp(gJZbirsOZai) = T[fp (SOZbi,SOZaiq) + ¢, (t@Zai—l'pZai)] |
dir. Sonug olarak, (2.33) ve (2.34) esitsizliklerinden E(w,q, wop,41) < &5 (#2a,-1, P2b,)

elde edilir ve boylece

d (T3§p(802ai;802bi+1)) (2.35)
<g (q> (Ep(sozai—p@zm)) 9 (Ep(gomi—l’gozm)» |
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yazilir. Simdi (2.31), (2.32) ve (G,) kullanilarak (i — o) igin (2.35) de limit alinirsa
€
d (r3 ;) < G(@(1%e),9(12e)) < P(z2¢)

elde edilir. Buradan

G(@(z2e),9(x%e)) = d(z2¢)

dir. Yani ®(72¢) = 0 yada 9(z2¢) = 0 olur. Fakat T > 1 ve € > 0 oldugu igin bu ifade bir
geliskidir. O halde {gozq}qu bir & —Cauchy dizisidir. Boylece {Joq}qu’ S¢ uzayinda bir

§ —Cauchy dizisidir. S; uzay1 § —tam modiiler b —metrik uzay oldugundan

limsup o, = ¢ (2.36)

q—o

olacak sekilde ¢ € §¢ * vardir.
Simdi Qc = K¢ = Jc = {c = ¢ oldugu gosterilsin. Fakat, oncelikle Qc = {c = ¢

oldugu gosterilerek basglansin. Buradan

limsup §,, = limsup Qw,, = limsup Jw,44+1 = ¢,

limsup ;441 = limsup Kwyg441 = limsup {wy44, = ¢

ifadelerinin saglandigi agiktir.
(ii) sartindan {(S £ ), S ¢ uzaymin kapali alt kiimesi olsun. Bu takdirde ¢ = {u olacak

sekilde u € S; vardir. Simdi Qu = c olsun. (2.25) ifadesinden

® (TSfp(Qu;:Ka)Zq+1)) <G (CI) (E(u, w2q+1)) ,0 (E(U, w2q+1)))

elde edilir ve burada
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E(u, w2q+1) = maks{fp(zu’3w2q+1) + |€p (Cu, Qu) — fp (J(Uzq+1,7cwzq+1)|i
S;p (Cu, Qu) + |€p (Zu; Jw2q+1) - fp(Jw2q+1'7CCU2q+1)|}
Ep(gw2q+1':]c(‘)2q+1) + |€p(<u'(7w2q+1) - Ep(lu, Qu)l}

1 [fzp(iu, :]C(l)2q+1) + EZP(J(‘)ZCI‘F]J Qu)
2 T

+ |'>;p (ZU, Qu) - S;p ((7(‘)2q+1"7cw2q+1)|l}

= maks{fp(C»WZq) + |fp(C, Qu) — S;p(SOZq'SOZq+1)|;

§p(c, Qu) + [£,(c, 929) = §p (29 P2441)|;

§0 (020, 924+1) + [$p(c, 024) — $p(c, QW)|;

l[’fzp(c; P2q+1) T §2p (024, Q)
2

T

+[&,(c, Qu) — fp(@Zq:SOZqﬂ)ll}

dir. Ayrica (2.36) ve (G;) |kullanilarak g — o igin limit aliir ve
Ezp(gozq,Qu)ST[fp(gozq,gozqﬂ)+§p(502q+1,Qu)] oldugu g6z Oniline alinirsa

E(u, w2q+1) < ¢,(c, Qu) ifadesi elde edilir. Boylece

) (Ep(Qu, c)) <o (T3§p(Qu, c))
<g(®(50u0).9(5@u0))
< @ (&,(Qu.0))

olur. Buradan
6 (@ (01 0).9(£,(0u 0)) = @ (5, (0u.0)

dir. O halde (G,) den CD(EP(Qu, c)) =0 ya da 8(€p(Qu, c)) = 0 dir. Sonug olarak,
§p,(Qu, c) = 0 & Qu = c ifadesine ulagilir. Boylece Qu = Cu = c olur. (iii) sartindan Q ve
¢ zayif uyumlu ¢ift oldugundan Qc = Q{u = {Qu = {c dir.

Qc = c olsun. Benzer sekilde (2.25) ifadesinden

d (T3§p(Qc,JCw2q+1)) <g (CID (E(c, w2q+1)) ,9 (E(c, w2q+1))),
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yazilir ve

E(C; w2q+1) = maks{fp((c»c']quﬂ) + |fp(€C,QC) - fp(Jw2q+1'7C(‘)2q+1)|;
§p({c,Qc) + |€p((cﬂtjw2q+1) - fp(szq+1,7cw2q+1)|i
fp (Jw2q+1'j(w2q+1) + |‘>;p ((C, Jw2q+1) - S;p (c, Qc)li

EFZP((C' %w2q+1) +$2p (Ja)zq+1,Qc)
2 T

+ |€p((cl QC) - Ep(Jw2q+1l:K‘w2q+1)|l}

= maks{¢,(Qc, §,4) + |£,(0c, Q) — &, (924, #24+1) |;

§5(3c,Q0) +18,(Qc, 929) — £, (029 £2q41)|;

&0 (020, 92q+1) + [§5(Q¢, 924) — §,(Gc, Q0)|;

1 IEZp(QC» 802q+1) +¢2p (S’JZq,QC)
2

T

+ |€p((C,QC) - fp(SOZq'S’qu+1)|l}

dir. Buradan (9,4, 9c) < t[€,(#2¢, #2q+1) + &5(#24+1, Qc)] oldugundan (2.36) ile (G;)

kullanilarak yukaridaki esitsizlikte ¢ — oo i¢in limit alinirsa

E(C, w2q+1) < fp (QC: C)

elde edilir. Boylece

o) (fp(Qc, c)) <o (T3Ep(Qc, c))

G (CD(E(QC, ), 9(E(Qc, c)))
®(2(Q,c))

IA

IA

dir. Bu durumda
G (@ (£,(00,0),9(£,(00,00)) =  (£,(0c,0))

olur. (G,) den @ (fp(Qc, c)) =0 veya 9 (Ep(Qc, c)) = 0 dir. Bu ise Qc = ¢ oldugunu

gosterir.
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Bir sonraki adimda ¢ noktasinin K ve J doniisiimlerinin sabit noktasit oldugu
gosterilsin. (S g) cJ (Sg) oldugundan Qc = Jv olacak sekilde §; uzaymnda v elemani

vardir. Budurumda Qc = Jv = {c = c olur. Simdi Kv = c olsun. (2.25) ifadesinden

® (r3§p(gc, 7(17)) <G (CD(E(C, 1)), 9(Z(c, v)))
yazilir. Burada

E(c,v) = maks{§, (¢, gv) + [§,({c, Qc) — &, (Jv, Kv)|;
&p(3c,Q0) + |€,(Sc, gv) — €, (Jv, Kv)|;
&p(Jv, Kv) + [¢,(Cc, Jv) — €,((c, Qo)|;
1 lfz,,@c, Hv) + £,(, 90)
2

T

+1£,(¢c, Qc) — £, (v, FCU)|I}

= maks{fp((c, c)+ |Ep(5c, ¢ fp(c,JCv)|;
§p(Gc, ) +(§,(Ge, ) — &, (c, Kv));
&p(c, Kv) + [§,(Gc,0) — §,({c, );
llfzh(‘?:j(v) + &2n(c, Qc)
2 T

+ |{Tp(cl QC) - fp(c' gcv)ll}

dir. Buradan &,,(c, Kv) < t[€,(c, §224) + &,(§924, Kv)] oldugundan E(c, v) < &,(c, Kv)

olur. Bu durumda (G, ) kullanilarak

d (Ep(c, 7(17)) <o (T3Ep(c, ?Cv))
g (CD (Ep(c, ?Cv)) ,9 (Ep(c, ?Cv)))

IA

< & (& (e X)),

esitsizligi elde edilir. Buradan

g (CD (Ep(c, JCv)) ,9 (Ep(c, ?Cv))) = (fp(c,%v))
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olur. Boylece (G,) den KXv = c oldugu agiktir. O halde Kv = Jv = c dir. Buradan X ve J
doniistimlerinin zayif uyumlulugu kullanilarak K¢ = K Jv = JJv = Jc elde edilir.

Son olarak da K¢ = ¢ olsun. Bu durumda

 (13¢,(0c, %)) < G (@(E(c, ©)),8(2(c, )
yazilir ve

2(c,¢) = maks{¢,({c, Jc) + |€,(lc, 9c) — &,(Jc, K )| ;
&p(3c,Qc) + |€,(Sc, gc) — &,(Je, Ko)|;
§p(Je, Ke) +[§,(Se, Je) — §,(Ge, Q0);
1 IEZh(Zc, Ke) + En(de, 96)
2

T

R

= maks{fp(c,%c) + |Ep(c, c)— fp(f}Cc,JCc)|;
§p(Gc, ) +(§,(Ge, ) — &, (c, Ko);
&p(c, Kv) + [§,(Gc,0) = §,({c, );
llfm(c,%c) + $n(Kc, ©)
2

T

+ |Ep(c, c)— fp(f}Cc,JCc)|l}

dir. Bu ise

th(:}CCﬁ C)
' T

Z(c,c) = maks {Ep(?Cc, ) =¢,(¥c, )

oldugunu gosterir. Béylece (G;) den

d (Ep(c, %c)) <o (T3Ep(?Cc, c))
g (CD (Ep(?Cc, c)),ﬂ (EP(JCC, c)))
CD(Ep(ﬂCc, c))

IA

IA

olur ve
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g (d) (Ep(c, fKC)) ,9 (g‘p(c, %c))) =0 (g‘p(c, JCC))

esitligi elde edilir. Buradan (G,) den Qc = K¢ = {c = Jc = c olur.

Q(Sg) cJ (Sg) ve K (Sg) c{ (Sg) oldugundan benzer hesaplamalar J (Sg)
(veya 0(s),7¢(s;)) kiimesinin S; kiimesinin kapali alt kiimesi oldugu durum iginde
yapilabilir.

Son adimda Q, K, J ve { doniisiimlerinin ortak sabit noktasinin tekligi gosterilsin. c*

noktas1 ¢ noktasindan farkli doniisiimlerin baska bir ortak sabit noktasi olsun. Yani

c*=Qc* =Kc* = Jc* = {c* olsun. (2.25) ifadesinden

@ (13€,(0c, %)) < G (®(E(e, ¢1), 8(E(c, )
yazilir. Burada

E(c,c*) = maks {§,({c,Jc") +[§,(Se, 9c) — §p(Jc, K|
£,(Cc,Q0) + |€,(¢c, Jc*) — &,(Ic™, KD)|;

&,(Jct, e + |€,(Cc, Ic*) — €,(4c, Qo)|;
1{52;1(&.:%*) + &p(Jc*, Qc)
2

T

+|€,(¢c, Qc) — &,(Jc”, Kc™)

)

= maks {Ep(c,c*) + |€p(c, c) —¢&,(c*, c”)
§p(c,0) + (e, c) = §,(c,c)
Ep(c,c) +[E,(c,c) = &p(c,0);
llfzh(c' c*) + &nlc’c
2

)

)

) + |Ep(cﬂ C) - fp (C*, C*)

)

fol(C' C*)

T

= maks {‘fp (c,c"), } = ’fp (c,c®)
dir. O halde (G,) den

) (g‘p(c, c*)) <o (T3€p(c, c*))
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<G (@ (5 )9 (6 c0))
<o (fp(c, C*)),

bulunur. Bu ise
G (8(c.c1).9(80(c.)) = @ (8, (c,")

oldugunu gosterir. Buradan da ¢ = c¢* oldugu elde edilir. Sonug olarak Q, X, J ve ¢

dontigiimlerinin ortak sabit noktasi tektir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi Teorem 2.2.2 den elde edilen baz1 sonuglara yer verilecektir.

Sonug 2.2.3. §; uzay1 T > 1ile { —tam modiiler b —metrik uzay ve Q,X: §; - §;

iki doniisiim olsun. Eger

i) her farkli w, go € §7 ve her p > 0 i¢in
¢

E(w, $) = maks{¢,(w,£) + |¢, (0, 0w) — &, (0, Kp)|;
&o(w,0w) + [&,(w, ) — &, (9, Kp)|;
Ep(00,K9) + |¢p(w, ) — &p(0,Qw)|;
1 lfzn(w, K) + &n(0,Qw)
2

T

+ |85 (@, Qw) — &, (g, (so)ll}
iken
(13,00, X)) < 6 (0(2(w, ), 9(2(w, 0)) ) (2.37)

olacak sekilde G € C, @ € Q1 ve 9 € II fonksiyonlar: vardir,
(ii) (M;) ve (M,) saglanur,

ifadeleri saglanirsa Q ve K doniisiimleri S f uzayinda ortak bir tek sabit noktaya sahiptir.
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Eger Sonug 2.2.3 de @ = K alinirsa asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 2.2.4. §; uzay1 T = 1ile § —tam modiiler b —metrik uzay ve Q: §; > §; bir

doniisiim olsun. Eger

(i) her farkli w, $ € S¢ ve her p > 0 igin

E(w, ) = maks{¢,(w, ) + |¢,(w, Qw) — &,(9,90)|;
fp(w; Ow) + |$p(w: ) — gp(@: ng)l;

£,(0,00) + &, (0, 0) — &, (0, 9w)|; (2.38)
1 , )
Elfm(w 0%) JTr &on($0, Qw) 1, (@, 00) — fp(so,Qso)I]}
iken
® (%¢,(00,09)) < G (0(E(w, ), 9(E(w, 1)) ), (239)

olacak sekilde G € C, ® € Qved € Il vardrr,
(if) (M,) ve (M,) saglanir,

ifadeleri saglanirsa Q doniisiimii S; uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ayrica Sonug 2.2.4 de p,q € [0, ) i¢in G(p,q) = p — q olarak segilirse bir sonraki

sonug elde edilir.
Sonug 2.2.5. §; uzay1 T = 1ile § —tam modiiler b —metrik uzay ve Q: §; > §; bir

doniisiim olsun. Eger
(i) her farkli w, $ € S¢ ve her p > 0 igin
 (1%¢,(Qw, 00)) < ®(E(w, £)) — 9(E(w, ) (2.40)

olan ® € Q ve 9 € I fonksiyonlari vardir. Burada Z(w, ), (2.38) de tanimlandig:
gibidir,
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(ii) (M,) ve (M,) saglanir,

ifadeleri saglanirsa Q déniisiimii §; uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir.

Eger p € [0, ) i¢in Sonug 2.2.4 de G(p, q) = kp, k € (0,1) olarak alinirsa asagidaki
sonu¢ elde edilir.
Sonug 2.2.6. §; uzay1 T = 1ile § —tam modiiler b —metrik uzay ve Q: §; > §; bir

dontisiim olsun. Eger

(i) her farkli w, $ € S; ve her p > 0 igin

(13,0, 0p) ) < ko (E(w, ) (2.41)
olan @ € Q fonksiyonu ve k € (0,1) sabiti vardir. Burada Z(w, ), (2.38) de
tanimlandig: gibidir,

(ii) (M;) ve (M,) saglanur,

ifadeleri saglanirsa Q déniisiimii S; uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir.

2.2.1. Graf Teorisine Uygulama

8¢ uzay1 G grafi ile donatilmis modiiler b —metrik uzay ve Q: §; — S; olsun.
5% ={w € 8;| (w,9w) € E(6)}

kiimesi tanimlansin.
Simdi graf yapisi kullanilarak elde edilen G(®,9,E) —grafik daralma dontsiimii
tanimlanacaktir.

Tamm 2.2.7. S; uzay1 G grafi ile donatilmis modiiler b —metrik uzay olsun. Bu

durumda

(i) Her w,$ € S; icin (w, $) € E(G) = (Quw, Q) € E(G) olsun,
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(ii) Her farkli w, go € E(G) ve her p > 0 igin

E(w, p) = maks{fp(a): ) + |Ep(w’ Qw) — fp(SO, Q@)':
&p(w,Qw) + [¢,(w, ) — &, (50, 090)|;
&0 ($,00) + |¢,(0,0) — &, (0, Qw)|;

1 , )
iken
 (1%¢,(0w,20)) < G (®(E(w, £)), 9(E(w, 0)) ) (242)

olacak sekilde G € C, ® € QL ve 9 € II vardrr,

kosullar1 saglanirsa Q dontisiimiine G(®, 9, £) —grafik daralma donisiimii ad1 verilir.
Teorem 2.2.8. S; uzay1 G grafi ile donatilmis modiiler b —metrik uzay ve Q: Sy — S;

bir doniisiim olsun.

(i) wo€E SgQ vardir,

(i) Q dontisimi G(P, 9, E) —grafik daralma doniisimiidiir,

(iii) {wilken, S¢ uzaymda ’ll_g)lo $p(wp, w™) =0 ve (wg, wg41) € E(G) ifadelerini
saglayan bir dizi olsun. Bu durumda (wks, w*) € E(G) olacak sekilde {wy }ren
dizisinin {a)ks} alt dizisi vardir,

(iv) G grafi zayif baglantilidir,

(v) (M) ve (M,) saglanr.

Bu durumda Q doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.
Ispat. Her k € N i¢in {wy}xen dizisi w41 = Qwy, ile tanimlansin. Bu durumda (i)

sartindan w, € Sgg oldugundan (wy, Qw,) € E(G) dir ve w; = Qw, olarak alinirsa

(o, Qwg) = (wp, w1) € E(G)
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olur ve buradan

(wg, wq) € E(G) = (Quy, Qw4) € E(G)
dir. Benzer sekilde devam edilirse

(wp, wi41) € E(G)

elde edilir. Ispatin devaminda Teorem 2.2.2 ye benzer sekilde {wy, }xey dizisinin S¢ uzaymnda

& —Cauchy dizisi oldugu bulunur. Ayrica §7 uzay1 § —tam oldugundan
g
Jim &y (wy, @) =0 (2.43)
olacak sekilde w™ € S; vardur.

w”* noktasinin Q doniisimiiniin sabit noktasi oldugu gosterilsin. (iii) sartindan

(wk,, w*) € E(G) dir. (2.42) ifadesinden

E(wi, @) = maks{Z, (i, ) + [p (@i, Q) — £ (", Qw7)
fp(“)ks'Q“)ks) + |Ep(wks'w*) —$p(w", Q™)
(0", Q0" + |&, (i, 0*) = &p (@i, Qui,)|;
lleh(wks:Qw*) + &0, Quy,)
2

)

)

+ &, (wk,, Quy, ) — &p(@*, Q™)

T

)

(2.44)

= maks{fp (a)ks’ 0)*) + |Ep(wks’ wks_l) - fp ((1)*, Q(A)*)
fP (wks’ wks—l) + |€P(wks' w*) - fP(w*' Qw*)
fP (w*’Qw*) + |€P(wks' w*) - fp (wks’ wks—l)l;

llEZh(wks,Qw*) + &, wk5—1)
2 T

)

)

)

+ &, (Wi, wie,—1) — &p(@7, Q™)

olmak tlizere
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P (T3Ep(kas, Qa)*)) <g (CD (E(a)ks, a)*)),ﬂ (E‘.(wks, w*))) (2.45)

dir. (2.44) ve (2.45) ifadelerinde s — oo i¢in limit alinir ve (2.43) ile (G;) ifadeleri

kullanilirsa

) (Ep(w*,Qw*)) <o (T3§p(a)*,Qa)*))
6(® (8w, 007),9 (£,(w",00"))
(£, Q")

IA

IA

bulunur. Buradan
6 (@ (,(0",007),9 (£,(@,007)) = @ (£,(, 00"

olur. Bu durumda G fonksiyonunun o6zelliginden w* = Qw™* oldugu elde edilir. Yani w*
noktas1 Q doniistimiiniin sabit noktasidir.
"™ noktasiin tekligi gdstermek i¢in w noktasi Q dontisiimiiniin w* noktasindan farkli

diger bir sabit noktasi olsun. Bu durumda (w*,7) € E(G) ve (r,w) € E(G) olan r € §;

vardir. (iv) sartindan (w*,w) € E(G) dir. Boylece (2.43) den

E(w*,w) = maks{¢,(w*,w) + [¢,(0*, Q") — &,(w,Qw)|;
&p(w", Q") + |&, (0", w) — &, (w, Qw));
Eo(w, Qw) + [¢, (0", W) — &, (0", Q")
1[5m(w*,Qw) +&n(w, Q")
2

T

(2.46)

)

+ |Ep(w*l Q(A)*) - fp(wl QW)lI}
iken

d (T3€p(Qw*, Qw)) <g (d)(E(a)*,w)),ﬂ(E(w*,w))) (2.47)
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dir. G, &, 9 fonksiyonlarmin 6zellikleri kullanilarak (2.46) ve (2.47) den w* = w oldugu

sonucuna ulasilir. Yani w* noktast @ doniisiimiiniin bir tek sabit noktasidir.

2.2.2. Integral Tipinde Daralmalara Uygulama

Bu kisimda integral tip G(®, 9, E) —daralma doniisiimii tanimlanip sabit nokta teorisi
ile ilgili sonuglar verilecektir.

Tamm 2.2.9. §; kiimesi T > 1 sabiti ile modiiler b —metrik uzay ve Q, X, J ve ¢ bu

uzayda dort doniisiim olsun. Her farkli w, 0 € S¢, c,1 € R*(c > 1) ve her p > 0 igin

( §0(Gw.Jp) f%(Zw,Qw) é’§(<750,7650)
Z(w, ) = maks f u(x)dx + f u(x)dx — f u(x)dx|;
0 0 0
f%(iw,Qw) f%((w,dso) f%(dso,%so)
| w@as| [ w@a- [ e,
0 0 0
E%(Jso,%so) f%(iw,aso) f%((w,Qw)
[ wwas+| [ wwa- [ w@al;
0 0 0
£2pQw,X ) £2p(J0.0w) $p(lwQw) f@(J&OJC@)
1[. " p(x)dx + [ pu(x)dx
~|= 0 + f ux)dx — f u(x)dx
2 T
0 0
iken

$p(Qu, K )

®| 3 f u@dx | < G (@(E(w,£)),9(2(w 0))) (2.48)

0
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olacak sekilde G € C,® € 0,9 € [1ve u € J varsa @, K, J ve { doniisiimlerine integral tip
G(®,9, E) —daralma doniistimii ad1 verilir.

Teorem 2.2.10. 87 uzay1 T > 1 ile § —tam modiiler b —metrik uzay ve Q, ¥, J ve ¢

dontisiimleri integral tip G(®,9,E) —daralma doniisiimii olsun. Asagidaki kosullar

saglansin:

(i) 9(s;) c Jd(s;) ve x(Sz) < ¢(Sz) dir,

(i) Q(Sg), J(é’g), 7((5;) ve Z(Sg) kiimelerinden biri § nin kapali alt kiimesidir,
(iii) {J, XK} ve {¢, Q} ciftleri zayif uyumludur,

(iv) (M;) ve (M,) saglanir.

Bu durumda 9, K, J ve { doniisiimleri bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.
Ispat. w, € S¢ keyfi bir nokta ve Teorem 2.2.2 nin ispatinda oldugu gibi {,{Oq}qu

dizisi
29 = QWrq = JWq41 Ve #2911 = KW2g41 = (Wags2
bigiminde tanimlansin. (2.48) ifadesinden

fg(Qqu,Kw2q+1)
c

o 3 j ux)dx | <G <CI> (E(wzq, w2q+1)) ,9 (E(wzq, w2q+1))>
0

yazilir. Burada

E(w2q) W2q+1)

(5§(5‘“2qr<7w2q+1) f§(€w2q'Qw2q) f%(dw2q+1r7(w2q+1)
= maks .[ u(x)dx + f u(x)dx — f u(x)dx|;
0 0 0



E%(ZquJQqu)
Of

E%(Jw2q+1j(w2q+1)

|

0

[ ‘pr ((quJCquH)

L

u(x)dx +

u(x)dx +
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f%(szq'Jw2q+1)
!-
f%(szq:Jw2q+1)

1

fz_p(Jw2q+1'Qw2q)

u(x)dx —

u@ds+ [

u(x)dx —

f§(3w2q+1'76w2q+1)

J

0

u(x)dx

f%(ZqurQqu)

u(x)dx

1

u(x)dx

N| =

f%(waq;Qqu)
bf
f%(qu—l.(UZq)
bf
‘f%(qu—LOUZq)
bf
‘f%(qu’quH)

|

fZTp(CUZq—L(UZqH)

+

= maks

0

ux)dx —

u(x)dx +

u(x)dx +

u(x)dx +

T

f%(3w2q+1:7<w2q+1)

|

0

f%(WZq—lleq)
bf
f%(qu—l'qu)
Of
f%(qu—l'qu)

!

§2p(w2q.w2q)

u(x)dx + fo !

u(x)dx

u(x)dx ‘}

u(x)dx —

u(x)dx —

|

)

f%(w2q1w2q+1)
0

f%(wzqvw2q+1)
0

f%(qu—lleq)

|

u(x)dx

-

pu(x)dx|;

pu(x)dx|;

u(x)dx

N =

f%(qu—lr(‘-’Zq)

!

+

u(x)dx —

T

f%(a’Zq:(UZq+1)

!

u(x)dx

-

-
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. fg(qu—Lqu) Eﬂ(qu—lthq) . .
dir. x, = fo ¢ p(x)dx ve k; = fO‘ u(x)dx olarak belirlensin. Ayrica,

K3q+1 = K34 Olsun. Bu durumda Teorem 2.2.2 de oldugu gibi (G,) ifadesinden

(D(K;q+1) < (D(K2q+1) = cI)('53K2q+1) <6 (Z(K§q+1)'l9(’€§q+1)) = (D(K;qﬂ)

elde edilir. Fakat G fonksiyonunun o6zelliginden yukaridaki ifadeden bir ¢eligkili durum
ortaya gikar. Boylece k34,1 < K34 Olur. Buradan E(o)zq, w2q+1) = 2K3q — K341 dir Ayrica
benzer bir yol izlenirse k3, < Kk34_1 oldugu sonucuna ulasilir. Bu durumda g4 < kg dir.

Yani

[f%(qu—lerq) \

Kg = J u(x)dx L
0

negatif olmayan reel sayilarin artmayan bir dizisidir ve boylece

f%((DZq—L(DZq)

Oj u(x)dx

negatif olmayan r sayisina yakinsar. r = 0 oldugunu gostermek igin

(D(K2q+1) = cI>(T3K2q+1)
<g (CD(ZK;q - K;q+1)f{)(2k;q - K;q+1))

< O(2K5, — K3g41)
esitsizligi yazilir ve bu esitsizlikte ¢ — oo i¢in limit alinirsa

d(r) < Q(CD(r),{)(r)) < o(r)
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bulunur. Sonug olarak G(®(r),9(r)) = ®(r) dir. Béylece (G,) sartindan ®(r) = 0 veya

fﬂ(qu—Lqu)

9(r) = 0 dir. Bu ise 7 = 0 oldugunu gésterir. Yani ¢ — o igin | 0 ! u(x)dx -0

dir ve

§o(94-1.04) = 0,(q > ®) (2.49)

ifadesine ulasilir.

{goq}qEN dizisinin ¢ —Cauchy dizisi oldugunu gostermek igin {gozq}qu dizisinin

& —Cauchy dizisi oldugunu gostermek yeterlidir. Aksine, verilen € > 0 i¢in b; > a; > i

ozelligindeki pozitif sayilarin {a;} ve {b;} alt dizileri
fp(SOZai'g’JZbi) = Ve fp(SOZaiprbi—Z) <é€ (2.50)

ifadelerini her p > 0 i¢in saglasin. ¢ < 53(50261#5021%) < fg(gomi,gozm) ifadesi g6z 6niine
l c

alinir ve Teorem 2.2.2 ile benzer sekilde devam edilirse

fg(PZairéozbi+1) fg(&ozailéozbi+1)
P f ux)dx | < o 73 f pu(x)dx
0 0
f%(ﬁozai—bégzbi) E%(QZGi—lJKOZbi)
<G| o f ux)dx |,9 f u(x)dx
0 0

E%(mai-pmbi)

<o f u(x)dx

0
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bulunur. Fakat yukaridaki esitsizlik bir geliskidir. O halde {pzq}qu, & —Cauchy dizisidir.
Boylece {goq}qENdiZiSi de §¢ uzayinda bir § —Cauchy dizisidir. §; uzay1 § —tam modiiler
b —metrik uzay oldugundan

limsup o, = z (2.51)

q—oo

ifadesinin saglayan z € S * vardir.
Simdi z noktasinin Q, K, J ve { doniisiimlerinin ortak sabit noktasi oldugu gosterilsin.
Ik olarak Qz = {z = z esitligi gosterilsin. {(S g) kiimesi S; uzayinin kapali alt kiimesi ise

z = u olan u € §; noktas vardir. Bu durumda (2.48) ifadesinden
Ep(QuKwrqe1)

d| 73 f udx | <G (CD (E(u w2q+1))"9 (E(u qu“)))

0

yazilir ve burada

f%(u;SOZq) f%(u'Qu) f%(&qu'KOZq+1)
E(u, w2q+1) = maks f ux)dx + f ux)dx — f ux)dx|;
0 0 0
f%(u.Qu) f%(u,@m) f%(ﬁozq@Zqﬂ)
| wwdas| [ wwas- [ s
0 0 0
f%(KOZq,ngqH) f%(ujﬁozq) f%(u;Qu)
| @i+ [ w@a- [ w@al;
0 0 0
E2p(WP2gr1) £2p(2.00) £p(uQw) £0(920.92q+1)
l

N| =

T

d l d
J p(@ds + [ p(x) 5 f () ds f (s dx

0
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dir. Teorem 2.2.2 nin ispatinda oldugu gibi benzer adimlarla devam edilirse

( §p(Qu2) ( £p(Quz)
® J. udx | <@ f u(x)dx

0 0

{ £(Qu2) \‘
<Pl 13 u(x)dx
\ J

Ep(Qu z)
) k ,u(x)dzc) ,9 ( ,u(zc)dx)\i
J
f%(Qu.Z)

<o f u(x)dx

0

fp (Qu,z)

/_ _-\

elde edilir. (G,) sartindan Qu = (u = z olur. Q ve { doniisiimleri zayif uyumlu dontisiimler
oldugundan Qz = QCu = (Qu = {z bulunur. Devaminda Qz = z oldugu benzer sekilde
gosterilebilir. Yani Qz = {z = z dir.

Diger yandan Q ve ¢ doniisiimlerinde oldugu gibi K ve J doniisiimleri i¢in de
Kz = Jz = z oldugu gosterilebilir.

Son olarak z noktasinin @, X, J ve ¢ doniisiimlerinin tek ortak sabit noktasi oldugunu
gostermek i¢in. w noktasi z noktasindan farkl bir ortak sabit nokta olsun. Bu durumda (2.48)

ifadesinden

£p(Qz,Xw)
c

®| 73 f u(x)dx Sg(q’ (5((92'76"")))'8(E((Qz’xw))»

0

¢p(zw)
yazilir. Burada Z(z,w) = | o t u(x)dx oldugu agiktir. Boylece
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3 4 (zw)

) f p(x)dzx | < @

0

bulunur. Eger G fonksiyonunun 6zelligi g6z 6niine alinirsa z = w oldugu agiktir. Dolayisiyla
z noktas1 @, K, J ve { doniisiimlerinin tek ortak sabit noktasidir. Boylece ispat tamamlanr.
|

Simdi Teorem 2.2.10 dan elde edilen bazi sonuglara yer verilecektir.

Sonug 2.2.11. S; uzay1 T = 1ile £ —tam modiiler b —metrik uzay ve Q,X: §; » §;

iki doniisiim olsun. Asagidaki sartlar saglasin:

(i) her farkli w, § € Sg, c,l € RT(c > 1) veherp > 0igin

$p(Qu, K )

®| 73 f u(x)dx | < Q(CD(E(a),go)),ﬁ(E(w,go))), (2.52)

0

3 % (w,80) ¢ % (w,Qw) 3 % (9,5 )

Z(w, ) = maks f u(x)dx + f u(x)dx — f u(x)dx|;

0 0 0
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0

f%(w,Qw) f%(w,so) f%(z(@ﬂq@)
| wwdse| [ u@as- [ uea;
0 0 0
E%QOJCJO) f%(w,so) f%(w,Qw)
| w@ds+| [ w@das- [ peas;
0 0 0
I[fngp(w,gqo) fgz_p(g,,gw) f@(w,Qw) f@(&fh?(&@) ]I]
1 u(x)dx+ [ * u(x)dx
Ell 0 - 0 + f ux)dx — f u(x)dx |}
0 JJ

olacak sekilde G € C, ® € Q, 9 € I ve p € J vardir,

(ii) (M,) ve (M,) saglanir.

Bu takdirde @ ve K doniisiimleri S; uzayinda bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Eger Sonug 2.2.11 de Q@ = K olarak segilirse asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.2.12. S; uzay1 T > 1ile § —tam modiiler b —metrik uzay ve Q: Sy —> S; bir

doniisiim olsun. Asagidaki ifadeler saglasin:

(i) her farkli w, 0 € Sg, c,l € R*(c > 1) veherp > 0igin

$p(Qw,.0p)
@ (r” . u(x)dx) < G (2(E(,£)),9(E(w,0)),

5% (,0)

Z(w, ) = maks f u(x)dx +

0
$§ (w,9w)

J. u(x)dx +

0

(2.53)

f§ (w,9w) s? ($.96)
f w(x)dx — f u(x)dx|;
0 0

3 4 (w,0)

| wwa- [ weas

0 0

$ 4 (9.29)
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E%(JO,QJO) f%(w,so) f€(w,Qw)

| w@ass| [ weas- [ w@asl;

0 0 0
fsz_p(w,gso) ffz_p(so,gw) §p(@0w) £0(.00) )
1)t px)dx+ [ p(x)dx
> 0 - 0 + f ux)dx — f u(x)dx

0 0

olacak sekilde G € C, ® € Q, 9 € Il ve u € J vardrr,
(ii) (M;) ve (M,) saglanur.

Bu durumda Q doniisiimii S uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir.

Sonu¢ 2.2.12de p, q € [0, ) i¢in G(p, q) = p — q alinirsa asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 2.2.13. S; uzay1 T > 1ile § —tam modiiler b —metrik uzay ve Q: Sy —> S; bir

doniisiim olsun. Asagidaki sartlar saglansin:

(i) her farkli w, § € Sg, c,l € R*(c > 1) veherp > 0igin

Ep(Qw,09¢)
c

| 8 j p@dx | < P(E(w, ) —9(E(w, £)) (2.54)

0

olan ® € O, 9 € Il ve u € J fonksiyonlari vardir. Burada Z(w, ) Sonug 2.2.4 de
tanimlandig gibidir.
(if) (M;) ve (M,) saglanir.

Bu durumda Q dontisimii S 5 uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir.
p € [0,) i¢in G(p,q) = kp, k € (0,1) olarak segilirse asagidaki sonug elde edilir.
Sonu¢ 2.2.14: §; uzay1 T > 1 ile { —tam modiiler b —metrik uzay ve Q: S; - S; bir

dontisiim olsun. Asagidaki sartlar saglasin:

(i) her farkli w, $ € S, c,l € R*(c > 1) ve her p > 0 igin
& p
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¢p(Qw,09p)

o 3 f u@)dx | < kZ(E(w, £)) (2.55)

0

olan ® € Q, k € (0,1) sabiti ve u € 7 vardir. Burada Z(w, ) Sonug¢ 2.2.12 de
tanimlandig: gibidir,
(if) (M;) ve (M;) saglanir.

Bu durumda Q doniisiimii S; uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir.

2.3. Modiiler b —Metrik Uzaylarda Carpimsal Terimler Iceren Suzuki
F —Daralmalar icin Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda modiiler b —metrik uzaylarda Suzuki daralma ve F —daralma dontistiimleri
kullanilarak elde edilen baz1 ortak sabit nokta teoremlerine yer verilecektir.

Teorem 2.3.1. S; uzay1 T > 1 ile § —tam modiiler b —metrik uzay ve Q,K: §; — S;

iki doniisiim olsun. Asagidaki kosullar saglansin.

(i) U:P - [0,1) fonksiyonu P: = {fp (w, P):w, P E Sg} iizerinde iistten yar siirekli
bir fonksiyon olsun. Her farkli w, § € S; ve §,(Qw, Q) > 0 i¢in

1
7= min{¢, (0, Qw), £, (90, K0P} < &y (w, 0p) =

3 (& (@, 90),£,(07, K0P), £, (0, AQ), £, (02, Q) )

+F (rzfp Qo, ?CQ&O)) (2.56)

£p(@,00),&,(w,0w), £, (00, A0P),
<F|0(&(w,0p))maks{ &, (0, K0p) + &,(0, 0w)
2T

olan F € F ve 3 € Ayvardr,

(if) Q veya F doniigiimlerinden herhangi biri siireklidir.
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Bu durumda (M,) sarti saglanir ise Q ve K doniisiimleri §; uzayinda ortak sabit noktaya

sahiptir. Ayrica (M,) sart1 da saglanirsa bu doniisiimlerin ortak sabit noktas tektir.

Ispat. w, € S¢ olsun. Bu durumda w; = Qu olacak sekilde w; € 7 noktasi vardur.
Benzer sekilde w, = Kw; olan w, € Sg eleman1 da vardir. Benzer adimlarla devam

edildiginde S; uzayinda
Waj41 = QWyj Ve Wiy = Kwyjiq

olan {w]-}jEN dizisi tanimlanir. Baz1 j € N ve her p > 0 i¢in Ep(a)j,cujﬂ) = 0 olsun.
Genelligi bozmaksizin bazi k € N igin j = 2k ise &,(wzk, wak+1) =0 dir. O halde

§p(Wak41, Wai4+2) > 0 olur. Buradan

1
o min{¢, (way, Qwai), €, (Qwar, KQai)} < &, (wak, Qo)

esitsizligi saglandigindan (2.56) kullanilarak

R) (fp (W2k, QW2i), € (QWok, KQwoi), §p (Wi, KQWok), §p (Qwog, Q(UZk)) +

F (126, (Qai KQuw31) ) < F (U () (waie Qo) ) maks{§, (wape Qa),

KQwy) + |
Ep(Wap QW3i), € (Qop, KQwoy) $2p (W2 Qka)ZT $2p(Qwai szk)}>

elde edilir. Buradan

§p(Wap, Wok41)-€p (W11, Wak42)- €p(Wak) Wa42) €p(Woks1, Waks1) =0
oldugundan (3J) o6zelliginden

S(fp(ka: W2k+1), €p (W2p 41, W2k42),E)p (War, Wag+2),0) = K

olan k > 0 vardir ve 7, = &, (wox, wzk+1) Olarak gosterilirse
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K+ F(szm)

$2p(Wap, Wakt2) + $2p(Wag41, Wak+1)
<F <U(nk) maks {nk’nk+1' 2 -

olur. Bdylece &z, (wap, Wars2) < T(Mk + Niy1) Ve M = &y (Wak, W2r41) = 0 oldugundan

maks {0, Nkt 1r 0+7;"“} = 7Ny41 dir. O halde

K+ F(t?Ngs1) < F(OO0)Nk41)

olur. F fonksiyonu kesin artan oldugundan

NMes1 = Tznk+1 < U(0)1k+1

yazilir. Fakat U(0) < 1 oldugundan yukaridaki ifade bir ¢eliski olusturur. Bu durumda
NMee1 =0 dir.  Yani  wypyq = Worep dir. Boylece Wy = Wogpq = Waksz Ve
Wy = QW = Kwyy, esitliklerinden w,;, nin Q ve K doniisiimlerinin ortak sabit noktasi
oldugu agiktir. Bu sebeple ispatin geri kalan kisminda w; # wj., olsun.

Yukaridaki elde edilen sonuglar gz 6niine alindiginda (2.56) ifadesinden

n; +1;
K+ F(t?nj41) <F (U(nj) maks {nj,nj,njH,JTm})

= F(U(n;) maks{n;,nj+1})

(2.57)

bulunur. Burada maks{n;,n;41} = 14+, olsun. Bu durumda (2.57) ifadesi
K+ F(041) < F(O(n;)nj41)

olur. F fonksiyonunun kesin artanlig: tekrar kullanilirsa
Nit1 < TN <OM)Nj1 < Nja

olur. Fakat bu ifade bir ¢eliskidir. O halde maks{nj,nj+1} = n; dir. Boylece her j € N i¢in
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K+ F(t?n541) < F(O(n;)n;) < F(n;)
olur. Benzer sekilde her j € N i¢in

K+ F(t?n;) < F(nj-1)

(2.58)

(2.59)

ifadesine ulagilir. Sonug olarak, (2.58) ve (2.59) ifadelerinden her j € N i¢in

F (Tzfp(wj; w,-+1)) <F (fp(wj_l,wj)) —K
<F (Ep(wj_z,wj_l)) — 2K
<

<F(§p(wp01))—)

dir ve buradan lim F(rzfp(a)j,wjﬂ)) =—o olur.

j—=+oo

lim Tzfp(a)j, a)]-+1) = 0 dir. t > 1 oldugundan

j—=+00

lim fp((l)j, (Uj+1) =0

jo+o

dir. (F3) sartindan

lim £,(@, 0j41) F (£ (@), @j41)) = 0

jo+o

(2.60)

(F,)  ozelliginden

olan t € (0,1) vardir. Dolayisiyla (2.60) ifadesinden her j € N ve p > 0 igin

(fp(wj' wj+1))t (F (fp(wj'wjﬂ)) —F (fp(wo' w01))> = - (Szp(wj' wj+1))tj’c

IA

0

yazilir. Ayrica yukaridaki ifadede limit alinirsa
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lim j (Ep(wj, a)]-+1))t =0

jo+oo

t
elde edilir. Boylece her j > j; igin j (Ep (a)j, a)j+1)) < 1 olan j; € N vardir. Buradan her

J = J1icin

| —

&p(w)) wj41) < (2.61)

=

J

dir. Devaminda {wj}jeN dizisinin & —Cauchy oldugunu géstermek i¢in g > j > j; olacak
sekilde g,j € N noktalari segilsin. (&3) sart1 kullanilarak (2.61) ifadesinden

¢ (wjwy) < Tf%(wj:wjﬂ) v Tzf%(“)jﬂ'wm) + o

+197¢ p (wg-1,wg)
29 -]

bulunur. Genelligi bozmadan

g-1

'SP (wj’ wg) = z Tr_j+1§p (W, Wr41)
r=j

g-1 1 o) 1
S Z TT—j+1 (_1> S ZTT—]'+1 (_)
rt

1
‘r:j T:j T‘t

. 1. g o
yazilir. Buradan v — oo igin .72 ; — serisinin yakinsakligindan ve yakinsak bir serinin skaler
rt

ile ¢arpilmas1 yine yakinsak bir seri olmasindan, j — oo i¢in limit alinirsa her p > 0 i¢in

fp(wj, wg) — 0 olur. Yani {wj}jEN dizisi S; uzayinda bir § —Cauchy dizisidir. Ayrica

uzayin ¢ —tamligi ile
gp(wjrw*) - 0) (] - OO)

olacak sekilde w* € § g noktas1 vardir.
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Simdi Q siirekli bir doniisiim olsun. Bu takdirde
Ep(w*rQw*) = }i_)rgfp(wzj,ngj) = Jli_)rgfp(wzp (Uzj+1) =0

dir. Bu ise w* noktasinin Q doniisiimiiniin sabit noktasi oldugunu gosterir. O halde

w* # K" olsun. Yani {,(w", Kw") > 0 dir. Béylece

1
5> min{é, (%, 00", §,(Qw", KQw} < &y (w", Qw)
yazilir ve (2.56) ifadesinden

3 (£,(0", 00,6, (Qw", KQw"), &y (", KQw"), §,(Qw’", Qw™) ) +
F (Tzfp(Qw*,JCQw*)) <F (U (fp(w*,Qw*)) maks{¢,(w*, Qw"),

$2p(0", KQw™) + &5, (Qu, Qw*)}>
2T

$p(w",Qw"), §p(Qu’, KQuw"),

esitsizligi elde edilir. (J) 6zelliginden
3(01 gp ((l)*, :K:w*)t fp (w*t j((l)*), 0) =K

olur ve

K+ F (Tzfp(w*’:}cw*)) <F <U(O) maks {0,0’ gp(w*’%w*)’MD

2t
< F (0(0)¢, (0", Ka"))

<F (fp (w*,?(w*))

yazilir. Fakat bu ifade bir ¢eligki olusturur. O halde w* = K w™ dir. Yani Q@ doniisiimiiniin

siirekli oldugu durumda w™ noktasi Q ve K doniisiimlerinin ortak sabit noktasidir.
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Simdi F fonksiyonu siirekli olsun. Bu durumda j € N nin sonsuz degeri igin

Quw,; = Qu" ise
w* = limwyjyy = limQw,; = Qw”
]—)OO ]—)CX)

olur. Buradan w™ noktas1 Q doniisiimiiniin sabit noktasidir. Qw,; = Qw* = w" oldugundan

KQuwy; = Kwyjy = Kw™ dir ve
* __ 13 — 1: _ *
w" = limwyjy, = limKwyj = Ko
]—)OO J—)OO

olur. Bu ise w* noktasinin K déniisiimiiniin sabit noktast oldugunu gosterir.

O halde j € N i¢in w;j;, # Qw* olsun. Simdi w* = Qw™ oldugu gosterilsin. Bu

durumda
1 *
Z_Tfp(w2j+1»w2j+2) < fp(w »0)2j+1)' (2.62)
1 *
Z_Tfp(w2j+2»w2j+3) < fp(w '0)2j+1)- (2.63)

esitsizliklerinden en az birisi saglanir. Fakat baz1 j, = 0 i¢in bu esitsizliklerin her ikisi de
saglanmasin. (2.62) ve (2.63) esitsizliklerinden
$p(W2jp41, W2jor2) < TEp(W2jp41, 07) + TEH(W", W2jy42)
1
< P Szp(wzjoﬂf (U2j0+2) + P fp(w2j0+2, w2j0+3)

1
< E Ep(w2j0+1: w2j0+2) + E fP (w2j0+1’ w2j0+2)

= &p(W2jyr1, W2jyr2)

celiskili durumu ortaya ¢ikar. Bu durumda asagidaki iki durum vardir.
Durum (1): (2.62) esitsizligi sonsuz sayida j > 0 i¢in saglansin. Bu durumda
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1 1
57 min{é, (0%, 90", 5 (Quzj, KQwy;)} = o-minfE, (@, Q") £ (0241, W) 42))

< & (0", wzj41)

olur. O halde (2.56) dan

R (Ep(w*'Qw*); 'fp(Q(‘)Zjﬁ:R:Q(‘)Zj)'Ep(w*!jCQ(‘)Zj)! Ep(Q(‘)Zj! Qw*)) +
F (TZEP(Qw*,iICszj)) <F (U (Ep(w*,szj)) maks{¢,(w", Qw,;),

EZp(w*'%Qij) + ¢ (szj: Qw*)}>
2T

fp(w*r Q(U*); Ep(Qij' j(Qij) ’
yazilir. Buradan da

F (Tzfp(Qw*' wzj+2)) =F (U (fp(w*' w2j+1)) maks{¢, (@, wzj41),

pr(a)*' w2j+2) + pr(wsz,Qw*)}) (2.64)
2t

gp(w*r Qw*)l fp(w2j+1t w2j+2) )
olur. Simdi U fonksiyonunun istten yari siirekliligi kullanilarak
lim sup U (£,(0", w241)) < U(0)

elde edilir. j — oo i¢in (2.64) ifadesinde limit alinirsa

F (Tzfp(Qa)*, w*)) =F (lirjnsoljp [U (Ep (o, “)zj+1))
Ep(w*' w2j+1)' fp ((1)*, Qw*), fp (w2j+1r (1)2]-_'_2),
maks

EZp(w*' w2j+2) + T[fp (w2j+1: 0)2j+2) + Ep(w2j+1' Qw*)]
2T

< F (0(0)¢, (", 0w"))

bulunur. F kesin artan oldugundan
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§,Qu”, 0") < 128, (Qu", w™) < V(0)¢,(w", Qw")

olur. Bu ise w* = Q" oldugunu gosterir. Benzer sekilde j € N i¢in w,j44 # K" almirsa
Kw* = w* oldugu sonucuna da ulagilabilir.

Durum (2): (2.62) esitsizligi sadece sonlu sayida j = 0 i¢in saglansin. Bu durumda
herhangi j > j, i¢in (2.63) esitsizliginin saglandigi j, = 0 vardir. Durum (1) de oldugu gibi
w™ noktas1 @ ve K doénilisiimlerinin ortak sabit noktasi degilse (2.63) ifadesi bir geliskiye
sebep olur.

Sonug olarak, her iki durumda da w* noktas1 Q ve KX doniisiimlerinin ortak sabit
noktasidir.

Son olarak sabit noktanin tekligini géstermek i¢in Q ve K doniistimlerinin birbirinden

farkli w*ve wj ortak sabit noktalar1 secilsin. Bu durumda ¢, (Qw™*, KQw7) = &, (w”, w) >

0 dir ve

1
0= Z mln{ fp ((A)*, Q(A)*), Ep (Qw;; %Qw;)} < fp ((1)*, Q(J)I) = fp (w*, (1);)
olur. Béylece (2.56) dan

3 (£, (0", Qi) £,(Q, KQw}), &, (0", KQw}), §,(Qwi, Qw))
+F (128,(Qw", %)) ) < F (U, (", Qu)))

$p(w*,Qui), &) (w", Qw™), &,y (Qwi, KQwT)
maks $2p(0", KQw1) + &5, (Qwi, Q™)
2T

yazilir. (3J) ozelliginden
3 (0,0, Ep(w*,wi),fp(w{,w*)) =K

dir. Buradan
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et F (26,00%,00) < F (0 (6,00, 0D maks 5, (0,0, 00 222201 )

<F (U (fp(w*, wi)) ¢p(wh, wi))
<F (g0, D)

bulunur. Fakat bu ifade bir ¢eligkidir. Yani w* = wj olmalidir. Dolayisiyla Q ve K

doniisiimlerinin ortak sabit noktasi tektir. Boylece ispat tamamlanir.

Eger Teorem 2.3.1 de Q = K alinirsa asagidaki sonuca ulasilir.
Sonug 2.3.2. §; uzay1 T = 1ile § —tam modiiler b —metrik uzay ve Q: §; > §; bir

dontisiim olsun. Asagidaki kosullar saglansin.

i) U:P - [0,1) fonksiyonu P: = {¢,(w, #): w, § € S;} iizerinde iistten yari siirekli
P §
bir fonksiyon olsun. Ayrica her farkh w,p €S g ve her p > 0 i¢in
§,(Qw, 9%p) > 0 saglayan

1
ng(wl Q(l)) < fp(wl Qp) =

3 (£, (w,00),§,(0y, 0%0), £, (0, 0%0), £, (00, 0w) ) + F (128, (0w, 0*0) )

&, (w,90), ¢, (w,Qw), &, (90, 0% p),
<F( (&0 0p))maks{  £,,(w,020) + &,,(Qp, Qw)
2T

olan F € F ve 3 € Ayvardir,
(if) Q veya F doniisiimlerinden herhangi biri siireklidir,
(iii) (M;) ve (M,) saglanir.

Bu durumda Q doniisiimii S; uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir.

Asagidaki teoremin ispat1 Teorem 2.3.1 e benzer sekilde yapilabilir.
Teorem 2.3.3. S; uzay1 T > 1 ile { —tam modiiler b —metrik uzay ve Q,K: §; — §;

iki doniisiim olsun. Asagidaki kosullar saglansin.
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(i) Her farkli w, o € Sg ve &,(Qw, KQg) > 0 saglayan her p > 0 icin
1
5= min{é, (0, Qw), £,(Qp, KQP)} < &, (w, 9p),

S ({p ((1), Qw); Ep (le :KQ@): fp ((1), %QSO)' Ep (QSO’ Q(JJ))
+F (126,(Qw, KQp))

, LK
/ (6@ N AC Qw)+§p(gso QJO)\}\
<
=F \“maksi E2p(@,KOP) + &,,(0P, Qw) /
2T }

olan F € F, a € [0,1) sabiti ve 3 € Ay vardr,
(if) Q veya F dontisiimlerinden herhangi biri stireklidir,
(iii) (M;) ve (M,) saglanur.

Bu durumda Q ve X déniisiimleri S uzayinda bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Teorem 2.3.3 de Q = K segilirse bir sonraki sonug elde edilir.
Sonu¢ 2.3.4. ¢ uzay1 T = 1ile { —tam modiiler b —metrik uzay ve Q: §; — S; bir

doniisiim olsun. Asagidaki kosullar saglansin.

(i) Her farkli w,$ € S ve her p > 0 igin {,(Qw, 9*) > 0 saglayan
1
pr(w: Qw) < fp(w, Q&O),

3 (£ (@, 00), £,(20,020), &, (0, 9%9), £, (9, Qw) ) + F (2%¢,(Qw, 02p))

2
. (¢ (o 00, 2@ 9) +25p(Qso.Q 2
<
=T|ema Si £2p(0, 029) + &5, (0P, Qw) f
2T

olan F € F, a € [0,1) sabiti ve § € Ay vardr,
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(if) Q veya F dontisiimlerinden herhangi biri stireklidir,
(iii) (M;) ve (M,) saglanur.

Bu durumda Q doniisiimii §; uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir.

2.3.1. Modiiler b —Metrik Uzaylarda Carpimsal ifadeler Iceren Sabit Nokta
Teoremleri

Bukisimdat € (0, %) sabiti ile garpimsal ifadeler igeren F —daralma doniisiimleri i¢in

sabit nokta sonuglarina yer verilecektir.

Teorem 2.3.5. S; uzay1 T > 1 ile £ —tam modiiler b —metrik uzay ve 9, K: S; - S;

iki doniistim olsun. Asagidaki kosullar saglansin.

(i) Her farkh w, o € S; ve §,(Qw, K) > 0 saglayan her p > 0 igin
1
Zmln{fp(wl Qw); Ep(p: *7(80)} < fp(wl 80)'

3 (£, (@, Q). £,(90, K0), &5 (@, K0),§,(0,00) )

+F (12,7 (Qw, X))

1 (2.65)
< F(a[5(0, 0008, (0,50 + =62 (0, K952 (10, 00|

1
+ B [£(©, 00062 (9, 00) + — 62, (0, K)6, (12, %p)

olana,ﬁ20,a+ﬁ<%,F€Tve5€Agvard1r,

(if) Q veya F doniisiimlerinden herhangi biri siireklidir,
(iii) (M,) ve (M,) saglanur.

Bu durumda Q ve X doniisiimleri §; uzayinda bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.
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Ispat. w, € S¢ olsun. Bu durumda w; = Qw, olan w; € S; noktasi vardir. Benzer
sekilde w, = Kw; olan w, € §; elemani da vardir. Benzer sekilde devam edilirse, S

uzayindaki {wj}jEN dizisi

Wji1 = QWaj Ve Wyjyp = Kwyjyg

bigiminde tanimlanir. Ayricabazi j € Nveher p > 0igin &, (wj, wj+1) = 0 olsun. Genelligi
bozmadan bazi k €N igin j =20 secilirse ¢&,(wy;, wz41) =0 olur. O halde

&, (w3i+1, Wai+2) > 0 dir. Buradan

1
27 min{ép (w24, Qwoy), fp (w2141, 7Ca)2i+1)} < fp (W21 W241)

ifadesi saglanir ve (2.65) ifadesinden

R ('Sp((")ZirQwZi)'fp (W2i41, Kw2i41),&p (w021, Kwyin), € (w2i+1'Qw2i)) +
F (Tzfpz(QCUZi'sznl)) =
1
F (0( [fp (w2, szl')fp (Wai41, Kwzipr) + ;pr(‘Uzir %w2i+1)52p (w2141, Q(Uzt)]

1
+p [fp(wzl"szi)§2p(w2i+1,Qw2i) + ;EZp(wZi'%w2i+1)€p(w2i+1':}C(‘)ZHI)])

yazilir.  Burada §,(wzj 02i41)-§p(@2i41, Wai42)- §p (W25, W2i42)-§p (02141, Wai41) = 0

oldugundan

S(fp (w2, W2i41), fp (W2i41, W2i42), fp (W24 W2i42), 0) =K

olan k > 0 vardir. Ayrican; = §,(wy;, Wzi41) gosterimi kullanilirsa

1
K+ F(t®nf,) <F (a[ﬂiﬂiﬂ] + B [; $2p (w3, ‘U2i+2)77i+1])
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yazilir. pr((UZi' Wai42) ST + Miye) VEN; = Ep(a)zi' w3i+1) = 0 oldugundan

K+ F(t*nfq) < F(Bnf)
olur. Burada F fonksiyonunun kesin artan &zelliginden 25?7, , < fn?,, bulunur. Fakat bu
ifade bir celiskidir. Boylece 1;,1 = 0 olur. Yani w,;,1; = w,;4, dir. Sonug olarak, w,; =
Quw,; = Kw,; dir. Bu ise w,; noktasinin Q@ ve K doniisiimlerinin ortak sabit noktasi

oldugunu gosterir. Bu sebeple ispatin geri kalan kisminda w; # wj,, olsun. (2.65)

ifadesinden

i+ F(e®nfy) < Falnnjea] + B[(n) +nje)njsal)

=F ((0( +BInmjs1 t 37712'+1)
olur. Boylece F fonksiyonunun 6zelliginden
2nf, < (a+ BIninjss + 3771241
bulunur ve her j € N i¢in
(7% = Bnj1 < (a+ B)n;
elde edilir. Diger yandan o + 8 < %oldugundan 72 — B > 0 dir. Bu durumda

a+p
fp(w2j+1’w2j+2) < (Tz_

- B

)fp(wzp w2j+1) < fp(wzp w2j+1)
olur. Sonug olarak her j € N igin

K+F (Tzfpz(wzjﬂ, wzj+2)) <F (fpz(wzp ‘Uzj+1))

dir. Benzer sekilde her j € N icin
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K+ F (Tzfpz(wzj,wzjﬂ)) <F (g‘pz(a)zj_l, wzj))
olur. Son iki esitsizlikten her j € N ve p > 0 igin
F(TZSZpZ(“’J" “’J‘+1)} < F(Epz(wj—l'“’j)} —Kk<-< F(Epz(wo'wl)} —J

olur. Teorem 2.3.1 de oldugu gibi devam edilirse {wj}jeN dizisinin Sg uzaymda bir

& —Cauchy dizisi oldugu bulunur ve uzayin ¢ —tamlhigindan

&(wj,0) =0, (- ) (2.66)
olan w* € §; elemani vardr. Ispatin devaminda Q siirekli olsun. Bu durumda

$p(@”, Q™) = Jli_)r?fp(ij'szj) = }i_{?ofp(wzj' W2j41) =0

olur. O halde w* noktas1 Q doniisiimiiniin sabit noktas1 olur. Simdi w* # Kw™ olsun. Bu

takdirde ¢, (w*, Kw*) > 0 dir. Buradan

1
> min{fp (0", Qw"), &, (", Ko} < $p(w*, ™)

esitsizligi saglandigindan (2.65) ifadesinden

3 (&5 (@, 00, &, (", K, §,(0", Kw"), &, (0", 007 + F (v28,° (Qw", K w") )
1
< F (a6 (@7, 008, (0", 30") + = 830" KN @', 00|

1
+B[60 (@7, 007625 (07, 00") + ~ £ (0", KN, (", K"
yazilir. (J) fonksiyonunun tanimindan

3(0, $p(w", Kw), &p(w", Kw), 0) =k
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bulunur ve boylece

K+F (Tzfpz(a)*,%w*)) <F (ﬁ [%Ezl(w*,ii(a)*)fp(a)*,%w*)])
< F(ﬁfpz(a)*,%w*)}

<F (Ep (w*,?(w*))

olur. Fakat bu ifade bir geliskiye sebep olur. Bu durumda w* = K w*dir.

Diger yandan F fonksiyonu siirekli olsun. Bu durumda sonsuz sayida j € N igin
w® = limwyjiq = limQw,; = Qw”
jooo Jjooo

bulunur. Bu da w* noktasinin Q doniisiimiiniin sabit noktasi oldugunu gosterir.

Qw,; = Qw" = w" oldugundan XQw,; = Kwyj; = Kw* yazilir. Bu takdirde
(U* = limw2j+2 = hmj((l)zj_,_l = .7(0)*
]—)OO ]—)OO

oldugu elde edilir. O halde w*, K doniisiimiiniin de sabit noktasi olmus olur.

Simdi j € Nigin w,;,, # Q™ olsun. Bu durumda tekrar Teorem 2.3.1 de oldugu gibi

1
7 min{fp (0", Qw"), ¢, (sz,', jCQij)} <$p (0", Q“’Zj)
dir ve (2.65) ifadesinden

R (fp(w*r Qw*)' Ep (0)2]'+1,:}C(1)2j+1), Ep(w*'%w2j+1)' Ep(w2j+1' Qw*))

+F (26,2 (Qw", Kwsj11)) <
1
F (05 I:fp(w*’Qw*)fp(w2j+1'f}<‘w2j+1) + ?EZp(w*'%w2j+1)EZp(w2j+1rQw*)]

1
+B [fp(CU*, Qw*)EZp ((Uzj+1' Q‘U*) ;EZp (‘U*'7C(U2j+1)fp(w2j+1:Kw2j+1)]>
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bulunur. Buradan

F (Tzpr(Qa)*,a)sz)) <
1
F (O( [fp((‘)*' Qw*)’fp (0)2j+1» 0)2j+2) + ;le(a)*, “)2j+2)s;21(0)2j+1» Qw*)]

1
+ B [Ep(a)*’Qw*)w21(€2j+1)QE*) + ;wzl(f*: 52j+2)wp(52j+1’fzj+2)])

yazilir. Eger j — oo i¢in yukaridaki esitsizlikte limit alinir ve F fonksiyonunun siirekliligi

kullanilirsa

F (Tzfpz(Qw*,w*))
<F (}Ln;ﬁ [fpz(a)*,Qa)*) (Tfp(w2j+1' 0)2j+2) + Tfp(w2j+2'Qw*))]>
<F (,B‘rfpz(Qw*,a)*)>

ifadesine ulagilir. F Kesin artan bir fonksiyon oldugundan
6,°(Qw*, ") < B&,* (Qw", ")

bulunur. Bu ise Qw* = w* demektir. Benzer ifadelerle j € N i¢in w,;,; # Kw" olacak
sekilde Kw* = w™* oldugu elde edilir.

Sonug olarak w* noktast Q ve K doniisiimlerinin ortak sabit noktas1 olur.

Son olarak sabit noktanin tekligini géstermek i¢in w* noktasindan farkli wj ortak sabit

noktasi var olsun. Bu durumda ¢, (Qw*, Kw?) = ¢,(w”, wi) > 0 olur ve

1
0 = 5-min{{, (", 0w"), &, (w5, Kwi)) < &y, 0))

dir. Boylece (2.65) esitsizliginden

3 (80,007, £ (Wi, Kwop), £5(0", Kw), £ (w5, Q") ) + F(22,%(Qu", K )}
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1
< F (o[£ (@, 008 (@3, 01) + 7 62 (@', 0Dz (], Q0|

1
+ B8 (©", 000629 (@5, 007) + =83 (@', Ko} (w5, X))
elde edilir. (3) fonksiyonunun tanimindan 3(0,0, §p(w™, a)i),fp(a){,a)*)) = k olur ve
buradan

K+ F (Tzfpz(w*, wI)) <F (0( E lez(w*,wi)])
< F (& o)

bulunur. Fakat bu ifade w* = w] olmasini gerektirir. Yani Q ve KX doniisiimlerinin ortak

sabit noktasi tektir. Bu ise ispat1 bitirir.

Teorem 2.3.5 de Q = K oldugu g6z Oniine alinirsa asagidaki sonuca ulagilir.
Sonu¢ 2.3.6. S; uzay1 T > 1ile { —tam modiiler b —metrik uzay ve Q: §; — S; bir

doniistim olsun. Asagidaki kosullar saglansin.

(i) Her farkli w, 9 € S; ve her p > 0 i¢in §,(Qw, Q) > 0 saglayan
1
Z_Tfp(w’ Qw) < Ep(w; ),

3 (£(,90),£,(0,00), £, (0, 00),§, (9, 00) ) + F (1%¢,*(Qw, 0p) )
1
< F (o[£ @, 0008, (2, 00) + ~ £25(, 00)62 (12,00

1
+ 865 (,00)62 (2, 00) + ~ £ (©,00)6,(1,00)

olana,,B20,a+,8<%,FE}"veSEAgvard1r,

(if) Q veya F dontisiimlerinden herhangi biri stireklidir,
(iii) (M;) ve (M,) saglanur.
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Bu durumda Q doniisiimii §; uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir.
Teorem 2.3.7. S; uzay1 T = 1 ile £ —tam modiiler b —metrik uzay ve Q,K: §; — §;

iki doniistim olsun. Asagidaki kosullar saglansin.

(i) U:P - [0’21_7) fonksiyonu P:={§,(w,$): w,g € S;} lizerinde iistten yan
stirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica her farkli w, o € Sg ve §,(Qw, KQp) > 0

saglayan her p > 0 i¢in

1
—-min{¢, (0, 00), £, (0, KQP)} < £, (w, 0p)

3 (£ (0,00),4, (00, K0), &, (0, K00), £, (0, 0) )

+F (rzfpz(Qw, %Q@)) <F (U (fp(“" QJ"’))
(2.67)

1
Ep ((1), Q(l)), fp (ng, KQ@)! 2_1_2 pr(E' %QSO)SZp(ngﬂ QE)!

maks 1

Z_Tfp(wﬂ Qw)E—Zp(QSOJ QE)’Z_TSP (QSO' KQ@)EZp (f; :K‘ng)

olan F € F ve 3 € Ayvardir,
(if) Q veya F doniisiimlerinden herhangi biri siireklidir,
(iii) (M;) ve (M,) saglanir.

Bu durumda Q ve X déniisiimleri S; uzayida bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.
Ispat. w, € S¢ olsun. w; = Quq olan w,; € §; vardir. Benzer sekilde w, = K,

olacak sekilde w, € § g eleman1 bulunabilir. Benzer sekilde devam edilirse, S g uayinda bir

; izisi
Wrj+1 = QW2j Ve Wyjyp = Kwajiq

bi¢iminde tanimlanir. Ayrica bazi j € N ve her p > 0 i¢in &, (a)j, a)j+1) = 0 olsun. Eger
genelligi bozmadan bazi r €N icin j=2r secilirse ¢,(wyy, wzrq) =0 bulunur.

$p(War41, War42) > 0 olsun. Buradan



135

1
2_T min{fp (err Qer)’ Ep (Qer' %Qer)} = Ep (er: Qer)

esitsizligi saglanir ve (2.67) ifadesinden

3 (Ep (W2, Qwoy), Ep (Qway, KQwy,), Ep (W2r, KQwoy), S;p (Quyy, Qer))
+F (Tzfpz(Qer»%Qer)) <F (U (fp(er'Qer))

1
Ep (C‘)Zr: Qer)Ep (Q(UZr: jCQQ)Zr): 2_1_2 EZp (er' :KQCUZr)EZp (QwZT' QwZT);

1
2_’[ fp (er' Q(‘)Zr)EZp (Qer: QwZT‘)' 2_1_ Ep (Qer' :K‘Qer)EZp (wZT’ :}CQwZT)

maks

elde edilir. (3) fonksiyonunun 6zelliginden

'Sp (W2r) W2y 41)- fp (W2r41, Wor42)- fp (War) Wor42)- fp (W41, W2r41) =0
oldugundan

S(fp (W27, War+1), $p(War+1, W2r12), §p(War, War42), 0) =K

olank > 0 vardir. Diger yandan 1. = &, (wzy, Wor11) ifadesi yukaridaki esitsizlikte yerine

yazilirsa

1
K+ F(Tzr]fﬂ) <F (U(Ur) maks {nrnrﬂ, O’O’ZT]T+1$2p (war, w2r+2)})

ifadesi elde edilir. Buradan &,, (w2, W2r42) < Ty + Npyq) VE Ny = &, (0o, Wary1) =0

oldugundan yukaridaki esitsizlik

K+ F(t%nz, 1) < F(U(0)nZ,,)

olur. Simdi F fonksiyonunun kesin artan olma 6zelliginden
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T°nf, < U(0)nE,q

bulunur. Fakat U(0) < 1 oldugundan bu ifade bir ¢eliskidir. Bu durumda ,.,, ifadesi 0 a
esit olur. Boylece wy,1q = Wapyp dir ve ayrica wy, = Warpq = Wor42 bulunur. Buradan
Wy = Qw,, = Kw,, olur. Bu ise w,, noktasmin Q ve K doniisiimlerinin ortak sabit
noktasi oldugunu gosterir. Bu yiizden ispatin devaminda w; # w;,4 olsun.

Sonug olarak (2.67) ifadesi goz oniine alindiginda ve elde edilen sonuglarla birlikte

K+ F(TZUEH)
1
<F (U(nj) maks {njnj+1; 0;0'Z”j+1€2p(w2j'jcgw2j)}> (2.68)

1
<F (U(Ylj) maks {njnj+1: 0'0577]41(771' & le+1)})

1
K+ F(t?*n},) <F (U(Uj) maks {Ujﬂjﬂ, O,O,Z—Tﬂj+152p (O)Zj'?Csz]‘)})

1
<F (U(Uj) maks {771'771'+1» 0:015771'+1(77j + le+1)}>
esitsizligi elde edilir. Buradan

1 NiNj+1 + Tl‘+12
maks{njnj+1'0'0'§nj+1(77j+77j+1)}= — > /

oldugu acgiktir. Bu durumda (2.68) ifadesinden

TIjTIj+12+ le+12> <F <77j77j+12+ 77j+12>

K+ F(t?n2,))<F <U(nj)

dir. F fonksiyonunun kesin artan 6zelligi tekrar kullanilirsa

2
NiNj+1 T Nj+1
M1 S T°N74q < >

bulunur ve n;,, < n; esitsizligi elde edilir. Yani j € N i¢in
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K+F (ng‘pz(wzjﬂ, wzj+z)) <F (fpz(wzj' w2j+1))

olur. Benzer yolla j € N i¢in

K+ F (Tzfpz(wzj,a)zjﬂ)) <F (fpz(wzj—b wzj))

oldugu gosterilir. Boylece son iki esitsizlikten her j € N ve p > 0 igin

F (Tzfpz(wj,wjﬂ)) <F (Epz(a)j_l,a)j)) —k<--<F (Epz(a)o, a)l)) L

sonucuna ulasilir.

Teorem 2.3.1 in ispatinda oldugu gibi devam edilirse {wj}jEN dizisinin S; uzayinda

& —Cauchy dizisi oldugu agiktir. Ispatin devaminda uzaym & —tamhigindan
$p (“’j' ‘U*) -0

olan w* € § g noktas1 mevcuttur.

Q doniigiimi siirekli ise w* noktasinin @ doniisiimiiniin sabit noktast oldugu agiktir.

w”* # K" olsun. Bu durumda ¢, (w*, Kw*) > 0 dir. Bu durumda

1
7= min{¢, (0%, Qw"), £,(Qw", KQw)} < &y (w", Qw")
ifadesi saglandigindan (2.67) den

5 (6 (@700, §,(Qw", XQw"), &, (0", KQw"), &, (Qw", Qw") ) +
F (12,7 (Qw", %0w")) < F (U(&,(w", Qw"))

1
o™, Qw")é,(Qw", KQw™), 72 &p(0", KQw") &, (Qw™, Qw™),
1 1
Z fp ((l)*, Qa)*)EZp (Qw*; Q(l)*), Z Ep (Q(U*, wa*)EZp((o*’ %Qw*)

maks
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dir. Benzer sekilde () fonksiyonunun tanimindan S(O, $p(w", Kw™), &p(w", Kw), 0) =K

olur. Yukaridaki esitsizlikten

K+ F (Tzfpz(w*,?(a)*)) <F (U(O) maks {0,0,0,2—1rfp(w*,76a)*)52p (w*,%w*)})
<F GU(O)fpz(w*,xw*))

<F (Epz(a)*,%w*))

bulunur. Bu ifade bir geliskidir. Yani w* = Kw* dir. Q@ donlisimiiniin siirekli oldugu
durumda w* noktas1 Q ve K doniisiimlerinin ortak sabit noktas1 olur.

Diger yandan F fonksiyonu siirekli olsun. Bu durumda sonsuz sayida j € N i¢in
w® = limwyjiy = limQw,; = Qw”
j—ooo j—oo

olur. Boylece w™ noktasi @ doniligimiinlin sabit noktasidir. Ayrica Qu,; = Qw* = w”

oldugundan XQw,; = Kw,j,; = Kw” dir. Bu takdirde
w" = limwyjy, = liMKwyj = Ko®
j—oo j—ooo

ifadesinden w™ noktasinin K doniisiimiiniin sabit noktas1 oldugu sonucuna ulasilir. Simdi

J € Nigin wyj,, # Qw™ olsun. Bu durumda

1 . * * *

Sz min{{, (@, 00°),§5(Qwz;, XQws, )} < §5(', Qwzy),
oldugundan (2.67) ifadesinden

3 (0", 00", &,(Qu, KQwyp), £ (", KQuw)), &5 (Quzj, Qw™) ) +
F(728,%(Qw", KQwy;)) < F (U (&, (0", Qws)) )
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1
$p (@, Qw8 (Qua2j KQws)), 53 §ap (0" HQwa)E2p Q2 Qw*),

maks
1 * * * 1 *
728007, 00085 (Qu2, Q") 7=, (Qwz, KQwy) 825 (w7, KQuwy;)

yazilir ve buradan

F (Tzfpz(Qw*, w2j+2)) <F (U (Ep(w*'w2j+1))

* * 1 * *
fp(w ,Qw )Ep(w2j+1'w2j+2)'F€2p(w 'w2j+2)€2p(w2j+1'Qw )'
maks T

* * * 1 *
Z—Tfp (0", Qw )52p (w2j+1' Qw )' 27 fp(w2j+1' w2j+2)€2p(w ) 0)2j+2)
olur. U fonksiyonunun iistten yari siirekli oldugu gz 6niine alinirsa

limsup U (fp(w*, w2j+1)> < 0(0)

j—ooo

bulunur. j — oo igin yukaridaki esitsizlikte limit alinirsa
27 2 * * 1 2 * *
F(1%,%(Qw",0) < F (5 0(0)6, (0", 0w")

ifadesi elde edilir. Benzer sekilde bu ifadenin de ¢eliskili bir durum olusturdugu sonucuna
ulagilir. Yani o* = Qw” dir. j € N i¢in wyj4; # Kw" almirsa Kw* = @™ bulunur. Sonug
olarak Qw* = Kw* = w* dir. Bu ise w* noktasmin Q ve KX doniisiimlerinin ortak sabit
noktasi olmasi demektir.

™ noktasinin tek oldugu gostermek i¢in w™* noktasindan farkli w ortak sabit noktasi

var olsun. Bu durumda ¢, (Qw”*, KQw]) = ¢, (w", w7) > 0 dir. Boylece

1
0= Zmin{fp(w*,Qw*),fp(Qa);;KQa)I)} <&, (w", 9wy = &) (w", wi)

oldugundan (2.67) ifadesinden
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3 (£,(0", 00", (0w, 0w}, &, (", KQw}), &, (Qwi, Q")) +
F (12,7 (Qw", %0w})) < F (U (&,(w",Qw}) )
1
Ep ((l)*, Qw*)fp(ga);;jCQa)I)IZ_TZEZp(w*:KQw;)EZp(Qw;: Q(U*),

1
E fp ((l)*, Qa)*)EZp (Qwi’ Q(l)*), Z_T Ep (Qw;l %Qwi)EZp (CU*, ng;)

maks

yazilir. () fonksiyonunun tanimindan (0,0, $p(w™, wi), &, (w3, w*)) = k olur. Buradan

K+ F (Tzfpz(w*, wé{)) <F (U (fp(w*, wI)) fpz(w*,wi))

< F(Epz(a)*, a)I)}

elde edilir. Fakat bu ifade bir ¢eliskidir. O halde w* = w] dir. Yani Q ve K doniisiimlerinin
ortak sabit noktasi tektir. Boylece ispat tamamlanir.
]
Teorem 2.3.7 de Q doniisiimii K doniistimiine esit olarak segilirse asagidaki sonug elde
edilir.
Sonug 2.3.8. S; uzay1 T > 1ile £ —tam modiiler b —metrik uzay ve Q: §; — S; bir
doniisiim olsun. Asagidaki kosullar saglansin.
(i) U:P - [0, 2%) fonksiyonu P:= {¢,(w,$): w,p € Sg} lizerinde {istten yar1
stirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica her farklh w, % € S g ve her p > 0 igin

§,(Qw, 9%p) > 0 saglayan
1
pr(w'gw) = S;p(w’ QSO)

3 (£0(0, 00),£,(0, 020), £, (0, 020), £, (0, 0) ) + F (72,7 (0w, 0%p))
< F (v (6 (@,00)) x
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1
¢ (w,Qw)fp(Qp,sto),z—Tzéz,)(w,QZ@)EZ,,(Q@, Qw),
1 1
2750 (w, Qw)s‘zP(Qso,Qw),z—Tfp (98, 0°$)¢,,(w, 0% )

maks

olan F € F ve 3 € Ayvardir,
(if) Q veya F dontisiimlerinden herhangi biri stireklidir,
(iii) (M;) ve (M;) saglanur.

Bu durumda Q doniisiimii S uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir.

Asagidaki teorem Teorem 2.3.6 ya benzer sekilde ispatlanabilir. Bu sebeple ispatsiz
olarak verilmistir.

Teorem 2.3.9. §; uzay1 T > 1 ile £ —tam modiiler b —metrik uzay ve Q, X: §; > §;

iki doniisiim olsun. Asagidaki kosullar saglansin.

(i) Her farkh w, o € S; ve §,(Qw, K) > 0 saglayan her p > 0 i¢in
1
Z_Tmln{fp(w' Qa)): Ep(goﬂ KSO)} < Ep(w' 80):

3 (£0(0, Q). & (0,5 0), £, (@, H0), §,(0, Q) ) + F (128, (Qw, X0) )
£0(0, Q0)E, (0, K0), Ep (@, £)Ep (@, Qw),

K 1
< F| amaks Ep(w’p)fp(@':}cp),c(T—Zfzp(w,%p)EZp(go:Qw)>

olan 0 < a < 1,0 < ¢ < 1,ac <, F € F ve I € Ag vardr,

(if) Q veya F doniisiimlerinden herhangi biri stireklidir,
(iii) (M;) ve (M,) saglanir.

Bu durumda Q ve X doniisiimleri §; uzayinda bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Teorem 2.3.9 da Q = X segilirse asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 2.3.10. S; uzay1 T > 1ile § —tam modiiler b —metrik uzay ve Q: Sy - S; bir

dontisiim olsun. Asagidaki kosullar saglansin.
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(i) Her farkli w, o € §¢ ve §,(Qw, Q) > 0 saglayan her p > 0 igin

1
=50(©,00) <£,(w, ),

3 (£ (0, Qw), £,(0,00), £, (0, 00),§, (9, 0w) ) + F (1%¢,*(Qw, 0p) )
£0(©0, 908, (9, 00), £ (0, ), (0, Qw),

1
Ep(wl p)fp(so' Q@)l ¢ <T_2 EZp((‘)l Q@)pr(p' QOJ))

< F| amaks

olan 0 < a < 1,0 < ¢ < 1,ac <5, F € Fve I € Ag vardr,

(i) Q veya F doniisiimlerinden herhangi biri siireklidir,
(iii) (M;) ve (M,) saglanur.

Bu durumda Q doniisiimii S uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ornek 2.3.11. 8¢ = [0,1] olsun. Her w, ¢ € §; ve p > 0 igin
k

w —

lw — g n

gp(wxso) = =1

ifadesi ile modiiler b —metrik tanimlansin. Bu durumda §; kiimesi 7 = 2k=1 jle & —tam

modiiler b —metrik uzaydir. Q,K:8; —»§;, JRY->R, F:(0,0) >R ve

U: P - [0,1) fonksiyonlar1 sirasiyla asagidaki gibi tanimlansin.

0, eger we[0,1]— {%}

Qw =—, we[01]veKw = L
2, eger W=z

J(ay,ay,a3,a,) =k, (k>0), F(a) =Inave U(w) = (%)k, (k= 1).

Ayricaher w, p € S, g icinw = g = 0 olsun. Boylece asagidaki durumlar vardir.
Durum (): w = p = % olsun. Bu durumda Qw = Qg = % ve KQgp = 0 olur. O

halde Teorem 2.3.1 in 6n kosulunda
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il (3 3) 6 (50)} <6 5)

yazilir. Buradan basit hesaplamalar ile

115k 1) 115k
ok min 25k, 25k | T 26k = 25k,

esitsizligi saglanir. O halde

K+ F(ZZHE,, (%0)) < F<U <§p (%3%)) x

1 1 1
1 1) (1 1) (1 )EZp(7,0)+52p(3—2,3—2)
232)750\2°32) %0 \32°0) 2.2k-1

maks< ¢, (

ifadesi yazilir. Benzer hesaplamalar ile

1 4k 15k
’“”(W)SF 5% 25,

olur. Buradan k — In 23%¥%2 p < In 4% — In 25%p elde edilir ve k = In 4 ile Teorem 2.3.1 in

tiim kosullart saglanmis olur.
Durum (ii): w # % %) =% olsun. O halde Qw = % Qfp = % ve KQgp = 0 olur.

Boylece

zz=rminfes (016 (3.9} < (0.3)

dir ve

1 15 1 1 (32w — 1)k
2k =

% min 24k p’ 95k p =26kp— 25k p
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bulunur. Dolayisiyla

x+ F(zz"—zfp (1%0)> =F (” (fp (“’3%))

1 w
1 W 1 $2p(W,0) + &) (35,52

maks { ¢, (w,—),fp (a),—), p(—,o), p 20 (32 16)
32 16 32 2 2k1

olur. Buradan

w 4k (32w — 1)P
K+ F (22k+2p) <F 156 25k,

dir ve F(a) = Ina oldugu uygulanirsa

4k (32w — 1)k 7, g 16\*
Kk <In In < n( >

l —
15k Wk TR, 15

elde edilir. Sonug olarak k = In 4 i¢in bu durumda da tiim kosullar saglanir.

Durum (iii): w # % P * % ise Qw = 136 Qp = %ve KQgp = 0 olur. Bu takdirde

zz=rminfie (056 (15 0)) = (o1

dir ve boylece

1 (15% p* P (16w — p)*
SN o, o = oo S 2k
2 2%%p " 2%%p 2°%p 2%%p

esitsizligi saglanir. Bu durumda w > %Ve P < % oldugundan benzer sekilde

K’ + F<22’<—2€p (%0)> =F (U <5P (‘“%))
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H o
maks{ &, (a), f’_6) £, (w'%),fp (%’ O) ' $2p(w, 0);‘;2_101 (16’ 16)

bulunur. Basit hesaplamalar ile

e ® <F 4k (16w — 1)*
K+ 22k+2p - 15k " 24kp '

olur. Bu ise

4k 16w — o)k 22k+2 16\"
ln( ©—§) +In P (E) 4

<l
=Mk wk 240" — n

dir ve bu durum i¢in de k = In 4 i¢in tiim kosullar saglanmis olur.

Durum_(iv): Son durumda w =%, %] ;t% olsun. O halde Qw =3iz, Q% =£6 ve

1

KQg = 0 bulunur. Boylece

zz=rinfin(3:3) 6 (55:0)} 5 (.76)

dir. Buradan

1 (15% p* P* (16 —2p)F
ok MM S Sak [ = 25k S 5k
p 2%p) 2°%p 2°%p

esitsizligi saglanir. Bu takdirde

ool ) o)

P o
16 () 6 (f) 2 BT

maks < ¢, (
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olur. Devaminda

1 4k (8 — p)"
K+ F (—23k+2p) <F <F—24k’0

bulunur ve bu da

k

4_k 3k+2p 16
Kk <In ek +In(8 — )+ 1In 2, S In T 4

esitsizliginin k = In 4 ile saglandigin1 gosterir.
Sonug olarak Teorem 2.3.1 in tiim sartlar1 tiim durumlar i¢in saglanmis oldugundan Q

ve K doniistimleri ortak bir tek sabit noktaya sahiptir. Bu noktanin w = 0 oldugu aciktir.

Ornek 2.3.12. Eger Ornek 5.2.7 de k = 1 alnirsa &,(w, ) = % olur. Boylece

4

(8, &) modiiler metrik uzay1 elde edilir. Ayrica bir 6nceki 6rnekte F(a) = Ina, U(w) = <

ve k = In 2 segilirse modiiler metrik uzay i¢in de yukaridaki 6rnek saglanmis olur.

2.4. Genellestirilmis Suzuki Berinde Z9. —Daralma Déniisiimleri icin Sabit
Nokta Teoremleri

[lk olarak bu kisimda kullanilacak olan bazi yardimci fonksiyon smiflari
tanimlanacaktir.

P* sinift, (1) =1 & ¢ =1 olan [1, +o0) {izerindeki tiim siirekli ve kesin artan ¢
doniisiimlerinin smifini temsil etsin.

Simdi simiilasyon fonksiyonlarin ailesini genisletecek olan yeni fonksiyon sinifi
asagidaki gibi tanimlanir.

Tamm 2.4.1. 7 kiimesi n: [1, ) X [1,00) = R olan tiim doniisiimlerin bir ailesi olsun

ve @ € W* var olsun. Bu durumda A > 1 katsayisi igin asagidaki kosullar saglansin.

(n)n(1,1) =1 du.

oM
(M) n(L,v) < o VbV > 1 dir.
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’ @)
M) nv) < m, Vi, v > 1 dir.

(n3) v n =1,2,3, ... olmak tizere t,, < v,, olacak sekilde herhangi {¢,}, {v,} < (1, o)
dizisi i¢in

lim ¢, = limv,, > 1 = limsup n(t,,v,) <1

n—->00 n—-0o n—-oo
olsun.

n fonksiyonu (n,) — (n3) kosullarin1 saglarsa genellestirilmis W* —simiilasyon fonksiyonu
ve (n3) — (n3) kosullarini saglarsa genellestirilmis W* — 7 simiilasyon fonksiyonu olarak
adlandirilir.

Ayrica t =1 igin @(t) = ¢ alinir ve (1) — (n,) — (n3) kosullar1 saglanirsa n € Z
fonksiyonu S. H. Cho [46] tarafindan tanimlanan genellestirilmis simiilasyon fonksiyon
sinifina indirgenir.

Genellestirilmis W* —simiilasyon ve W* — 7 simiilasyon siniflarina ait bazi drnekler
asagidaki gibi verilir.

Ornek 2.4.2. 104,Mp,MeNa:[1,0) X [1,0) > R fonksiyonlar1 asagidaki gibi

tanimlansin.

(eq) Her,v=1vea € (0,1) i¢cinn,(,v) = ?pq()—:)) dir.

(e) ¢ 1({1}) =1 olan ¢:[1,0) - [1,0) azalmayan ve alttan yari siirekli bir

fonksiyon olsun. Bu durumda her (v>1 ve A >1 sabiti igin

_ oM .
N, (L, V) = EDIT) dir.
(e3) Herv > 0 i¢in ¢p(v) < @(v) olan ¢: [1, ) — [1, o0) siirekli bir fonksiyon olsun.
Bu durumda her ;,v > 1 ve A > 1 sabiti icin (i, v) = (p"ZS)L) dur.

(es) k = 1vep € (0,1) olmak iizere her (,v > 1 i¢in
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( 1 egern(,v) =1
o(v) y
na@v) =1 ko eeery <!
[p(V)]P

diger durumda

d0)
dir.

Bu durumda 14, 1y, 1, g fonksiyonlar genellestirilmis W* — 7 simiilasyon fonksiyondur.
Ayrica T = 1 alinirsa yukaridaki 6rnekteki fonksiyonlar genellestirilmis W* —simiilasyon

fonksiyonu olur.
Tanim 2.4.3. S; kiimesi T > 1 sabiti ile modiiler b —metrik uzay ve Q, K: §; — §; iki

déniisiim olsun. Her farkli w, § € S; ve her p > 0 igin

1
—-min{£, (@, Qw), &, (9, K9)} < &, (w, ) =

2 K 2 )
60.0) = (50,960, 00), 6,500, 222 LS 2]

2T
ve
N(w, ) = min{¢, (0, Qw), &, (0, K$0), ¢, (w, K), £, (2, Qw)}

iken
n (v (*6,(Qw, %)), [v(G(w, 0) + pN(w,2))]*) 2 1, (2.69)

olan n € Z, k€ (0,1), p >0 sabiti, yE® ve G € A; varsa Q@ ve X doniisiimlerine
genellestirilmis Suzuki Berinde ZAL?,* —daralma adi verilir.

Teorem 2.4.4. §; uzay1 T = 1ile { —tam modiiler b —metrik uzay ve Q, X:8; — §;
genellestirilmis  Suzuki Berinde 28* —daralma olsun. (M;) sartt da saglanirsa u €

Crix(Q, ) olan u € S; vardir. Ayrica (M) sarti da eklenirse Cpy, (Q, K) = {u} olur.
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Ispat. w, € S¢ keyfi bir nokta ve {w,}ney dizisi her n € N igin

Wont1 = QWan V€ Waniy = Kwopyq

olarak tanimlansin. Bazi ny € N igin wy, = wy,+1 iS€ ng noktasma Q ve K doéniisiimlerinin
ortak sabit noktasidir. Her k € N i¢in wy # wyy4, Olsun. Bu durumda her p > 0 igin
&p (W, Wg41) > 0 dir.

Ispat dort adimda incelenecektir.

Adim (1): Her p > 0 i¢in ]lim §p(wy, wiy1) = 0 oldugu gosterilsin.

[k olarak her n € N i¢in

$p(Wpy1, Wiy2) < &p(Wg, Wiy1) (2.70)

oldugu gostermelidir. Bunun i¢in bazi n € N i¢in k = 2n olsun. O halde
1
2_‘1,' mln{fp ((‘)an QwZn)' fp (w2n+1' %w2n+1)}
= 2_7,' min{fp (W2n, Wan41), Ep (W2n+1s w2n+2)}

< fp (wZn: w2n+1)

dir ve boylece (2.69) ve (n,") den

1<n (Y (T4Ep (Qwap, %w2n+1)) , (Y[G(w2n, wont1) + DN (wap, ‘U2n+1)])k)

O((V[G(Wzn, Wans1) + PN(W2n, Wans1)DF)
¢ (T}ly (T4€p (w2n+1' w2n+2))>

elde edilir. Buradan

¢ (T}\Y (T4€p (Wan+1s 0)2n+2))) < @((vY[G(wzpn, wan41) + PN (w2, 0)2n+1)])k)



150

esitsizligi kolayca yazilir. Ayricay € 0 ve k € (0,1) oldugundan ¢ fonksiyonunun 6zelligi

de kullanilirsa

T4+}pr (W2n+1, Want2) < G(Wap, Wans1) + PN(Won, Wopt1) (2.71)

bulunur. Burada

fp (Wan, W2n11), fp (W2n, Qay), fp (Wan+1, Kwzni1),
G(Wzn Want1) = fzp(wZn: Kwznsr) + $2p (Wan+1, Qwan)
2T

fp (W2n, Wan41), fp (W2n, Wan41), s;p (W2n+1, W2n42),

= $on(Wan, Wany2)
2T

dir. Ayrica (&3) den &,(wop, Wany2) < T[fp(wZn' Wan+1) + Ep(Wans1, w2n+2)] olur.

Boylece

fp (wZnt w2n+1)' gp (wZn' w2n+1)' fp (w2n+1' w2n+2)'
G(w2n Wans1) = §p(Wan, Wont1) + €5 (Want1, Wans2)
2

bulunur. Simdi G € Ag oldugundan &, (wzp, Want1) < §p(Wans1, Wons2) iSE

G(wan w2n+1)
= (Ep (W2n41, W2n42), Szp (W2n+1, W2n42), fp (W2n41, W2n42), fp (W2n+1) w2n+2))

< fp (w2n+1' w2n+2)

olur. Diger yandan

N(wZn' w2n+1)
= min{gp (w2n, Qwan), Ep (Wan+1, KWani1), 's;p (W, Kwans1), 's;p (W2n+1s QwZn)}

= min{fp (Wan, W2n41), Ep (Wan+1, W2nt2), Ep (Wan, Wan42), 0} =0
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dir. Sonug olarak son iki esitsizlikten ve (2.71) den

T4+A€p(w2n+b Wans2) < €p(Wans1, Wanyi2)

olur. Fakat T, A > 1 oldugundan bu ifade bir ¢eliskidir. Dolayisiyla kabiil yanlis olur. Yani
(2.70) ifadesi k nin ¢ift oldugu durumda saglar. Benzer sekilde (2.70) ifadesi k nin tek

oldugu durum i¢inde gosterilebilir. Boylece {E p(wp, wn+1)}n>1 dizisi azalmayan ve sifir ile

smirlt bir dizidir. O halde p > 0 igin lim &,(wn, Wp41) = t0lan ¢ = 0 reel say1s1 vardr.
n—-oo

t = 0 oldugunu gostermek icin ¢ > 0 olsun. Bu durumda asagidaki iki durum soz
konusudur.
Durum (1): T > 1 olsun. (2.70) ifadesi saglandigi i¢in G € A; oldugundan

G(W2n Wan41)
= (szp (W2n) Wans1), fp (W2n, Wans1), fp (W2n, Wan4s1), fp (w2n, ‘U2n+1))

< gp (wZn: w2n+1)

elde edilir. (2.71) ifadesi géz 6niine alinirsa

T4+}\€p(w2n+1' w2n+2) < Ep (wZn' w2n+1)

olur. Eger n — oo igin limit alimirsa 74+ < ¢ bulunur. Fakat bu ifade bir ¢eliskidir.

Durum (2): T = 1 olsun. Bu durumda (2.69) ifadesinden

1<n (Y (fp (Qwzn, 760)2n+1)) , (Y[G(w2p, wopnt1) + PN (o, w2n+1)])k)

olur. Benzer sekilde

1<n (Y (fp (W2n+1s a)2n+2)) ) (Y[fp (W2n, ‘U2n+1)])k) (2.72)

bulunur ve boylece hem (n,") 6zelliginden hem de ¢ fonksiyonunun kesin artanligindan
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Y (6 (@ns1 0nr2)) < [y (& @n 0] (273

bulunur.
. . k
Her n € N igin ¢, = y(g‘p(a)nﬂ, wn+2)) ve v, = [y (Ep(a)n, wn+1))] olsun. Bu
durumda lim ¢, (wy,, wp41) =t > 0 oldugundan (y,) den limy(fp (W, a)n+1)) # 1 olur.
n—-oo n—->oo

O halde limy (£, (wn, @y41)) > 1 dir. Buna gére (2.73) den
n—-oo

lh =Y (fp(wn+1' wn+2)) < [Y (Ep (wn, wn+1))]k =vp < [Y (Ep(wn'wn+1))]

bulunur. Buradan n — oo i¢in limit aliirsa y(r) < limv,, < y(r) elde edilir. Bu ise
n-—->oo
lim¢, = limv, = y(r) > 1 demektir. Boylece (n3) sartindan limsup n(t,,v,) < 1 olur.
n—oo n—-oco n—-oo
Fakat (2.72) den dolay1 bu ifade bir ¢eliskidir.
Sonug olarak her iki durumda da ¢eliskili bir sonuca ulasilir. O halde ¢ = 0 dir. Yani

her p > 0 i¢in

rlli_l)lc}ofp(wn' Wnyq) =0 (2.74)
dir.

Adim_(2): {w,}ney dizisinin & —Cauchy dizisi oldugu goéstermek igin {wyp tnen

dizisinin & —Cauchy dizisi oldugunu goéstermek yeterlidir. Aksine {w,,}neny dizisi

¢ —Cauchy dizisi olmasm. Bu durumda verilen £ > 0 igin n, > m, > q Ozelligindeki

pozitif tamsayilarin {meq} ve {wan} alt dizileri
¢ (meq,wan) =¢e ve §, (meq,wan_z) <e (2.75)
ifadelerini her p > 0 i¢in saglasin. (2.75) ve modiiler esitsizliginden

€<$zp (G)qu; wan) <7 (‘Uqu» (‘)an+1) + 182 (wan+1' wan)
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yazilir. Burada ¢ — oo i¢in limit alinir ve (2.74) ifadesi goz Oniine alinirsa

) £
lim £, (@2ng1 0am,) = = (276)

q—

bulunur. Benzer sekilde

2
$p (w2mq—1» ‘Uan) = ng (w2mq—1, w2mq) +7 f% (CUqu' wan—z)

3 3
+778p (G)an—z, w2nq—1) + 17780 (wznq—p wznq)
8 8
olurve g — oo igin

lim¢, (meq_l, wan) <71i¢ (2.77)

q—o

dir. Dahasi

gp (meq: wan) =< ng ((‘)qu: wan—Z)

2 2
+7%6p (wan—z, wznq—1) +7%p (wznq—p wznq)
% %
ifadesinde g — oo i¢in limit alinirsa

lim £, (@amg-1, Wznge1) < T2 (2.78)

q—>

elde edilir. Ayrica benzer yolla

lim £, (@amg 41, Wznge1) < T2 (2.79)

q—>

oldugu kolayca gosterilir. n, > m, > q oldugundan yeterince biiyiik g € N igin
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er min {'fp (“’an' sznq) $p (wzmq‘l’ %wzmq_l)} (2.80)

< Ep (a)an: a)qu—l)

oldugu gosterilsin. Aslinda n, > m, ve {¢ (@, wn+1)}n>1 dizisi azalmayan oldugundan

Ep (C‘)an: Qwan) = Ep (a)an, wan+1) < Ep (meq+1' meq)

<$p (meq: meq—1) =$p (meq—lr%meq—l)
bulunur. Dolayisiyla

zlrmin {’Sp (a)an,Qa)an) $p (meq—1:7(w2mq—1)} = erfp (a)an,Qwan)

= 2_1_ fp (a)an: (‘)an+1)

olur. Simdi yeterince biiyiik ¢ € N igin n, > m, > q ise

gp (wan: w2nq+1) =< fp ((L)an, (‘)qu—l)

oldugu gosterilsin. (2.74) ifadesine gore herhangi g > g, igin

&

fp (a)an, (‘)an+1) < 2_,[

olan g; € N vardir. Benzer sekilde herhangi g > q, i¢in

&

$p (meq—p w2mq) < 27

olan g, € N vardir. Dolayistyla herhangi g > maks{q,, q,} ve n; > m, > q icin

€< fp (wan' meq) < Tfp (wan' a)qu—l) + TEp (meq—l' meq)
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£
< 1§, (a)an, a)qu_l) + T

bulunur. Boylece

&
27 < Ep ((‘)an; meq—l)

olur. Sonug olarak herhangi g > maks{qy, q,} ve n, > m, > q i¢gin

&
Ep (C‘)an: (1)an+1) < 2_1' < Ep ((‘)an: meq—l)

ifadesi saglanir. Yani (2.80) ifadesi saglandigi ispatlanir. Ispatin devaminda (2.69)

ifadesinden

n (Y <T4§p (sznq'jcwzmq—l)) ’ (Y [G (wan, 0)2mq—1) +PpN (0)2an wzmq_l)])k>
>1

olur. (n,") ozelligi kullanilir ve k € (0,1) ile ¢ ve y fonksiyonlarmin 6zellikleri de goz

ontinde bulundurulursa
T4+}\fp (Qwan::}C(Uqu—l) <G ((‘)an' meq—l) + pN ((‘)anf meq—l) (2-81)
elde edilir. Burada

G (wanr meq—l)

Ep (wan’ meq—l) ’ fp (wan' Qwan) ’ Ep (meq—lf wamq—l)
B $2p (wan:%meqﬂ) +$2p (‘Uqu—l'Qwan)
2T
fp (wan' a)qu—l) ’ ’fp (a)an' wan+1) ’ S;p ((Uqu—1, meq)

$2p (‘Uan: meq) +$2p (meq—l' (U2nq+1)
27
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dir ve ¢ — oo i¢in limit alinir ve (2.74), (2.77), (2.78), (2.79) ifadeleri kullanilirsa

2
_ 5 TE+ 1€ 5
llZfl_)S:jp G (wan,wzmq_l) < (T &,0,0, B — <t (2.82)

elde edilir. Ayrica

Ep (a)an, Q(‘)an) , Ep (meq—l' j(meq—l) )

N (wan,meq_l) = min
f w Ko f w Qa)
p 2ng’ 2mg-1 p 2mg—-1» 2ng

. Ep (a)an, wan+1) ’ S;p (U-)qu—p meq) ’
= min
Ep (O‘)anf (‘)qu) , Ep (meq—l' 0)an+1)

dir. Boylece

limsup N (wan, meq—1) =0 (2.83)

q—o0

olur. Sonug olarak (2.76), (2.82) ve (2.83) ifadeleri dikkate alindiginda (2.81) ifadesinde

q — % i¢in limit alinirsa T4+}‘§ < 7%¢ + p0 bulunur. Fakat bu bir ¢eliskidir. O halde
{wantney bir & —Cauchy dizisidir. Boylece {w;, }nen diziside & —Cauchy dizisidir. Ayrica
8¢ uzaymin { —tamhigindan

lim w, =u

n—->oo

olanu € Sg vardir.

Adim (3): u € Cpi (9, K) oldugu gosterilsin.
Ik olarak u € Fix(K) oldugu gostermek icin u € Fix (%K) olsun. Bu durumda her

n = 0 i¢cin asagidaki ifadelerin en az biri saglansin.

1
pr(wmuwznﬂ) <$ (Wzn,u), (2.84)
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Z_Tfp(w2n+1rw2n+2) < fp(a)Zn’u)- (2-85)
Bazi ny, = 0 i¢in yukaridaki esitsizliklerin her ikisi de saglanmasin. Bu takdirde

fp(wzm); w2n0+1) < T');p ((‘)Zno» u) + Tfp(u' 0)2n0+1)

1 1
< Efp(wzmy w2n0+1) + Efp (w2n0+1' w2n0+2)

1 1
< E Ep((‘)Zno' w2n0+1) + E S;p (wZno' c’~)2no+1)
= ‘fp (wZnor w2n0+1)
olur. Fakat bu bir celigkidir. O halde esitsizlikler dogrudur. Bu noktada asagidaki iki durum

vardir.

Durum (3.1): Sonsuz ¢oklukta n > 0 i¢in (2.84) saglansin. Bu durumda

1 Ly
2_‘1,' mln{gp (wan QwZn)' fp (u' :Ku)} = 2_1,' mln{fp (wZn' w2n+1)' Ep (u: xu)}

< &p(wap, u)
dir. Buradan da
0 (v (1% (Qwzn, K1) ), (YIG (w3, 1) + PN (@, D¥) = 1
elde edilir. Benzer sekilde k € (0,1) ile @ € ¥* ve y € O oldugu dikkate alinirsa
T (Wans1, Kty ) < G(Wa, W) + PN (W3, 1), (2.86)
bulunur. Bu ifade de

Ep (wan u)' Ep (wan QwZn)' Ep (u, JCu),
G(wznu) = G $2p(Wan, Ku) + &5, (U, Qan)
2t
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fp (a)Zn’ u)’ fp (a)Zn’ w2n+1)’ Ep (u’ Ku),

=G T[fp (W2n) Wopn41) + Ep(w2n+1'jcu)] + pr (U, Wan+1)
2T
dir ve
_ $p(u, Ku)
limsup G(u, wzn+1) =G (0,0,¢,(u, JCu),T < &, (u, Ku) (2.87)
n—-o0o

olur. Ayrica

N(wapn,u) = min{‘fp (W2n, QWan), Ep (u, Ku), fp (W2n, Ku), Ep (w, Q(‘)Zn)}
= min{fp (xZnt x2n+1): Ep (u: j(u)' Ep (wZn' %u), fp (u’ w2n+1)}

dir ve boylece

limsup N(w,,, u) = min{O, §p(u, Qu), &, (u, Qu), 0,0} =0 (2.88)

n-co
elde edilir. Sonug olarak (2.87) ve (2.88) ifadeleri ile n — oo igin (2.86) ifadesinde limit
alinirsa T4tAE »(u, Qu) < &, (u, Qu) celiskili durumu ortaya ¢gikar. Dolayisiyla u € Fix ()
dir. Benzer yontemle u € Fix(Q) oldugu da kolayca gosterilebilir.

Durum (3.2): (2.84) esitsizligi sadece sonlu sayidan > 0 i¢in saglansin. Bu durumda
herhangi n > 0 i¢in (2.85) ifadesinin saglandig1 ny, = 0 bulunur. Fakat Durum (3.1) de
oldugu gibi u € Fix(Q) veya u € Fix(¥) olmadikga (2.85) ayrica bir ¢eliskiye sebep olur.

Sonug olarak her iki durumda da u € Cr;, (Q, X) dir.

Adim_(4): {u} = Cp;(Q,X) dir. Yani Cpi(Q,K) kiimesinin tek elemanli oldugu

gosterilmelidir. Aksine {u, 7} = Cpi(Q, K) olan 87 uzaymda r # u olsun. Bu durumda

1
0= Zmin{g‘p(u, Qu),&,(r, Kr)} < &,(u, 1)

dir ve boylece
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n (v (246,(Qu, %)), (YIG (1) + pN(u, MD¥) = 1 (2.89)
olur. Burada

$2p (W, K1) + &5, (1, Qu)
2T

Gw,r) =G <€p(u, 1), §p(u, Qu), &, (r, K1), > <é(wr)

dir ve ayrica

N(u,r) = min{fp (u, Qu), &, (1, K1), §p(u, K1), &, (1, Qu)}
= min{0,0,¢,(u,7),&,(u,7)} =0

olur.
Sonug olarak (n,") 6zelligi kullanilir ve k € (0,1) sabiti ile @ € ¥* ve y € 0O oldugu

g0z Oniine alinirsa (2.89) esitsizliginden
T, (w, ) < G(u,r) + pN(u, 1)

elde edilir. Son olarak G(u,r) ve N(u,r) ifadelerinde bulunanlar yerine yazilirsa
THHAE o(u, 1) <&,(u,r) celiskili durumu ortaya c¢ikar. Dolayisiyla u = r ve
Crix(Q, %) = {u} bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
]

Teorem 2.4.4 den elde edilen birkag sonug verilecektir. Ayrica bu sonuglar literatiirde
elde edilmis olan bazi sonuglar1 kapsar ve Teorem 2.4.4 {in uygulanabilirligini ve gecerliligi
ortaya koyar niteliktedir.

[lk olarak

1
> min{g‘p (w,Qw), §, (8, Kp)} < $p(w, $)

on kosulu kaldirilirsa asagidaki sonu¢ dogrudan Teorem 2.4.4 den elde edilir.
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Sonug 2.4.5. S; uzay1 T > 1ile § —tam modiiler b —metrik uzay ve Q, X: §; — S; iki

déniisiim olsun. Her farkli w, $ € S; ve her p > 0 igin

1 (v (7*6,(00, X)), [v(G(w, ) + pN(w,£))]) 2 1

olann € Z, k € (0,1), p = 0 sabiti, y € © ve G € A; var olsun ve G(w, £) ile N(w, §)
ifadeleri de Teorem 2.4.4 de tanmimlandigi gibi olsun. O halde (M;) sart1 saglanirsa
Crix(Q,X) kiimesi en az bir elemana sahiptir. Ayrica (M) sart1 da eklenirse Cpi,(Q,XK)
kiimesi tek elemana sahiptir.

Teorem 2.4.4 de Q = X alinirsa bir sonraki sonug elde edilir.

Sonug 2.4.6. S; uzay1 T > 1ile { —tam modiiler b —metrik uzay ve Q:S; — §; bir

déniisiim olsun. Her farkli w, § € S; ve her p > 0 igin

1
2_T€p(w’ Q(U) = fp(wlgo) -

EZp(w' QSO) + EZp(pl Q(U)
2t '

N(w, ») = min{¢, (0, Qw), &, (0, 96), ¢, (w, 99, &, (0, Qw)}

iken
n (v (7%,Qw, 09)). [¥(6(w,9) + pN(w,9))]*) 2 1

olann € Z, k € (0,1), p = 0 sabiti, y € © ve G € A; vardir. (M,) sart1 saglanirsa Fix(Q)
kiimesi en az bir elemana sahiptir. Ayrica(M;) sartinin yaninda (M,) sart1 da saglanirsa
Fix(Q) kiimesi tek elemandan olusur.

Sonu¢ 2.4.7. S; uzay1 T = 1ile § —tam modiiler b —metrik uzay ve Q, K: §; — S; iki

déniistim olsun. Her farkli w, § € S; ve her p > 0 i¢in
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1
- min{g, (0, 00), & (9, Kp)} < & (w,0) =

EZp ((1), K@) + EZp (501 \(}C(JJ)}

G(w, ) = maks {s‘p(w, §),8p(w, Qw), &, (9, K ), o

N((U, 80) = min{fp(a)) Qa))’fp((@’ Q}’)’Ep(w, QJ’), s;p(@: Q(l))}

iken
n (v (765w, 00), [(6(w, ) + pN (@, 2)]") = 1

olan n € Z, k € (0,1), p = 0 sabiti, y €O ve G € A; var olsun. (M;) sart: saglanirsa
Crix(Q,X) kiimesi en az bir elemana sahiptir. Ayrica (M) sart1 da eklenirse Cpi,(Q,XK)
kiimesi tek elemana sahiptir.

Ispat. Eger G € Ag, G(1y, 15,13, 14) = maks{ty, i, 13, 1, } olarak alinirsa Teorem 2.4.4 e
benzer sekilde ispatlanir.

[ ]
Sonug 2.4.7 de oldugu gibi G € A;, G(14,1y,13,14) = {3 olarak alinirsa bir sonraki
sonug elde edilir.

Sonu¢ 2.4.8. S; uzay1 T = 1ile § —tam modiiler b —metrik uzay ve Q, K: §; — S; iki

déniistim olsun. Her farkli w, § € S; ve her p > 0 i¢in

1

> min{¢,(w, Qw), &, (0, Kp)} < &, (w, p) =

N(w, ) = min{¢, (0, Qw), &, (0, K0),¢,(w, K), &, (2, Qw)}
iken

n (v (T“s‘p(Qw, j1650)), [v (Ep(w, #) + pN(w, go))]k) >1
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olan n € Z, k € (0,1), p = 0 sabiti, y € © ve G € A; var olsun. (M) ve (M,) sartlar1
saglanirsa Cr;, (Q, K) kiimesi tek elemana sahiptir.

Simdi genellestirilmis W* — 7 simiilasyon fonksiyonunun se¢imine bagli olarak ortaya
¢ikan yeni sonuglar verilecektir.

Ik olarak Suzuki (¢,y) —daralma déniisiimii olarak adlandirilan yeni bir kavram
tanimlanacaktir.

Tanim 2.4.9. S; kiimesi T > 1 sabiti ile modiiler b —metrik uzay ve 9, K: §; — §; iki

déniisiim olsun. Her farkli w, § € S; ve her p > 0 igin
1
Zmln{gp(ah Q(U), fp(@: *7(80)} S Ep ((l), 80) =

o (rv (v, 00, %)) < ao ([y (£,w.0)] ) (290

olan k € (0,1) sabiti, g € ¥*, y € 0 ve a € (0,1) varsa Q ve X doniisiimlerine Suzuki
(¢, y) —daralma doniisiimii ad1 verilir.

Sonu¢ 2.4.10. S; uzay1 T = 1ile § —tam modiiler b —metrik uzay ve Q,¥:8; - §;

Suzuki (¢,y) —daralma doniisiimii olsun. Bu durumda (M;) sarti saglanirsa Cr;,(Q,XK)
kiimesi en az bir elemana sahiptir. Ayrica (M,) sart1 da eklenirse Cp;,(Q,K) kiimesi tek

elemanlidir.

Ispat: Her ,v>1 ve a € (0,1) igin n(,v) = f:z:))

G(ty, 1y, 13, 1) = 11 V& p = 0 alirsa istenilen sonug Teorem 2.4.4 den kolayca elde edilir.

olsun. Ayrica G € Ag,

[
Asagidaki sonu¢ Suzuki (¢,y) —daralma doniisiimiiniin bir genellestirilmesidir ve
Teorem 2.4.4 den kolayca elde edilebilir.

Sonug 2.4.11. S; uzay1 T = 1ile { —tam modiiler b —metrik uzay ve Q,K:S; - S;

iki doniistim olsun. Her farkhh w, o € S, g ve her p > 0 igin

1
- min{g, (0, 00), &, (9, Kp)} < & (w,0) =
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EZp(wﬂ fK‘SO) + EZp(SOf j(w)}

iken
© (Ty (r*¢, (0w, ﬂcso))) < ag ([y(6(w,0)]")

olan k € (0,1) sabiti, p e ¥*,y €0, G € A; ve a € (0,1) var olsun. Bu durumda (M,)
sart1 saglanirsa Cp;, (@, K) kiimesi bos degildir. Ayrica (M,) sart1 da eklenirse Cg;, (Q, K)
kiimesi tek elemanlidir.

Ispat. Sonu¢ 2.4.10 un ispatinda oldugu gibi sadece G(iy,1p,13,14) =

maks{iy, t,, t3, L, } olarak alinirsa ispat agiktir.

Suzuki (@, ¢, y) —daralma olarak adlandirilan yeni bir kavram daha verilecektir.

Tanmm 2.4.12. Sg kiimesi T = 1 sabiti ile modiiler b —metrik uzay ve Q, X: Sg - Sg

iki doniistim olsun. Her farkhh w, o € S, g ve her p > 0 igin
1
2_T mln{fp ((1), Q(D), Ep (80, jCSO)} S fp ((1), 80) =

o (v (16,0, %)) < o [y (& .2)] )

olacak sekilde k € (0,1), @ € ¥*,y € O ve herv > 0i¢in ¢(v) < @(v) kosulunu saglayan
¢:[1,00) - [1,0) siirekli doniisimii varsa Q ve X  doniisiimlerine  Suzuki
(@, d,y) —daralma doniisiimii ad1 verilir.

Sonu¢ 2.4.13. S; uzay1 T > 1ile { —tam modiiler b —metrik uzay ve Q,¥:8; - 8¢

Suzuki (¢, d,y) —daralma doniisiimii olsun. Bu durumda (M;) ve (M,) sartlar1 saglanirsa

Crix(Q, X) kiimesi tek elemanlhidir.

o)
o(t)

alinirsa Teorem 2.4.4 den ispat benzer sekilde yapilabilir.

Ispat. Her ,v > 1 i¢in n(, v) = olsun. G € Ag, G(iq,tp,15,14) =1, VEp =0
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Sonug 2.4.14. S; uzay1 T = 1ile { —tam modiiler b —metrik uzay ve Q,K:S; - S;

iki doniisiim olsun. Her farkli w, § € S; ve her p > 0 i¢in

1
Zmin{fp(w; Q(‘))i Ep(go'jcso)} = fp((l), 80) =

JKp) + K
G(“)'SO):maks{fp(w:é'@),fp(w,Qw),fp(go,j(@)‘Ezp(w SO)ZTEZp(SO w)}

iken
o (M (6,00 %)) = b ([V(G@.2)])

olacak sekilde k € (0,1), @ € ¥*, G € A;, Yy € © ve her v > 0 i¢in ¢p(v) < @(v) kosulunu
saglayan ¢: [1, ) — [1, o) siirekli doniistimii var olsun. Bu durumda (M;) ve (M,) sartlar1
ile Cpix (Q, KX) kiimesi tek elemandan olusur.

Ispat. Sonug 2.4.13 de oldugu gibi G € A; , G(14, 15, 3, 14) = maks{iy, iy, 13, 14} Olarak
secilirse istenilen sonug elde edilir.

|
Diger yandan asagidaki teoremde Sonug¢ 2.4.8 in ifadesindeki k sabiti kaldirilirsa

benzer sonug elde edilir.

Teorem 2.4.15. §; uzay1 T = 1ile § —tam modiiler b —metrik uzay ve 9, X: S; - S;

iki doniistim olsun. Her farkh w, o € S, g ve her p > 0 igin

1
- min{g, (0, 00), &, (9, K)} < &, (w,0) =

N(w, $) = min{¢, (0, Qw), ¢, (2, K$0), ¢, (0, K), ¢, (2, Qw)}
iken

0 (v (146,00, X)) ¥[€, (@, 0) + PN(w,0)]) = 1 (291)
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olann € ¥*, y € © ve p = 0 sabiti var olsun. Bu durumda (M, ) sart1 saglanirsa Cr;, (Q, K)
kiimesi en az bir elemana sahiptir. Ayrica (M) sart1 da eklenirse Cp;,(Q,K) kiimesi tek
elemana sahiptir.

Ispat: (2.90) ifadesinden ve ¢ € ¥* oldugundan

o (v (%00, %)) < o [y (& (@.9) + PN (@, )] )

elde edilir. k € (0,1) oldugundan

® (v CEAC fK&O))) <@ (v (& (@, 0) + pN (w, 50)))

bulunur. Boylece ayni kosullar altinda yukaridaki esitsizlik (2.91) ifadesinden de elde edilir.
Dolayistyla teoremin ispati Sonug 2.4.8 de ki gibi benzer adimlarla tamamlanur.
]

Ornek 2.4.16. S¢ = [0,1] olsun. Her w, $ € S; ve p > 0 i¢in modiiler b —metrigi

lw — |

fp(a),@) = P

ile tanimlansin. §; kiimesinin 7 = 2 sabiti ile { —tam modiiler b —metrik uzay oldugu

agiktir. Ayrica Q, K: §; — §; doniisiimleri

sz%ve%go=250

olsun. Her ,v > 1 ve a € (0,1) i¢in n(y,v) = qip(—\(?)a ve eV, () = éolarak secilirse
1
E mln{fp ((l), Q(‘))t Ep ((@; ‘7(80)} S Ep ((1), 50) = (292)

N(w, ») = min{¢, (0, Qw), &, (0, 96), ¢, (w, 99), &, (0, Qw)}
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iken

0 (v (7%, (Qw, X)), Y[Ep (,0) + pN(w,0)]) = 1, (2.93)

kosullarinin  saglandig1 siras1 ile gosterilecektir. Ayrica segilen 7 fonksiyonunun
genellestirilmis W* —simiilasyon (ayrica W* — t simiilasyon) fonksiyon sinifina ait oldugu
agiktir.

Diger yandan y: (0,) — (1, 00) fonksiyonu y(t) = e' ile tanimlansin. Simdi (2.92)

ifadesinin verilen fonksiyonlar altinda saglandig1 gésterilsin. Bu durumda

lw — Qw|? _ |0) —%r y 9w?

w,Qw) =
$p(w, Qw) P ; 167
ve
o —Kpl*> lp-217 p°
$p(0, Kgo) = = =—
p p p
dir. Buradan (2.92) ifadesi
1 (90? p? -~ (90? p*) _|w—pl?
Zmln {E,F} = min {@,E} < T (2.94)

olur.w > g = 0 oldugunda asagidaki durumlar s6z konusudur.
9w? 2

2
Durum (1): min {E'E} = f—p olsun. Bdylece (2.94) esitsizliginden

9 (0w — p)? %) 2
1 < 5 & 2_|w Pl =w g)(:go_gw<w
bulunur. o < w oldugundan bu ifade saglanir.

2 2 2
Durum (2): min {Z%f—p} = 2% ise (2.94) ifadesinden
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9w2<(w—50)2®3w<| | = =) <5 <
64p = p g = WTPlme—p e psguse
dir ve o < w oldugundan dogrudur.

Sonug olarak her farkli w, o € § g ve p > 0 igin (2.92) ifadesi saglanir.

Simdi (2.93) ifadesinin de saglandigi gosterilsin. Buna gore verilen modiiler b —metrik
tanimi ile Q ve K doniisiimleri dikkate alinirsa

w 2
[Qw — Kp|? |—4 —21| (w — 8)2
’j(‘ = = =
$p(Quw, Kg) P P 167

ve

N(w, ») = min{¢,(w, Qw), &,(0, 9y, &,(w, Q). ¢, (2, Qw)}

o= 1o-21 j0-2 [p-%

= min
p p p p
(2.95)
. (90? 9? |w—217 |4l - w|?
“TMMTep T p T 16p

(e 14— w]?
= min o 16p

bulunur. Simdi bu kisim i¢in olast durumlar goz 6niine alinsin.

Durum (3): w < 4 olsun. O halde |4¢ — w| = 4§ — w olur. Dolayisiyla (2.95)
ifadesi

: {602 |41—w|2} (41 — w)?
min{— =

p’ 16p 16p

olur. Boylece (2.93) ifadesi
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U (v (v3€,(Qw, X)), v (£ (@, 0) + pN (o, 50)))

a
¥ (v (6.0 +pN(0.0)))
¥ (v (26,00, %))
elép(@0)+pN(w.0)]a
N RERCIX)
(w-0)? | (4l-w)?
e[ p P 1ep |
— 21—a
3(w—81)2
2 - 7
[(w—p)z. (4l—w)2]a (w-81)2
=2l-ap[ p 7 16p 2p
>1

olur.Buisep =2*vea = % € (0,1) ile istenilen sonugtur.

Durum (4): 4 < w olsun. Boylece |44 — w| = w — 44 dir. Bu takdirde

> |4l - w|?

p 16p

olur. Simdi asagidaki durumlar incelensin.

Durum (4.1): Eger w > 8¢ ise (2.95) ifadesi

. {502 |41—wlz} $°
miny—,—— = —
p  1ép P

olur. Buradan

1 (v (2%6,00,%0) v (&, @,0) + pN (. 0))

Wy (e + V@)
e (v(Pg0e 1))

elép(@@)+pN(w.0)]a

— 71—«
e’[ggp (QCU,KXJ)
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(w-p)* _p*
_ 1_ae[ 1Y +pp]a
=2 23((1)—81)2

e 16p

(w—p)?% | 9*]  (w-8D2
= zl—ae[ P 'pp]“ 2p
>1

bulunur.
Durum (4.2): w < 8 olmasi durumunda (2.95) ifadesi

(9 -] (41— )
MM " 16p |~ 16p

olur. Fakat bu ifadenin saglandigi Durum (3) de agiktir.

Sonug olarak her ,v > 1 ve a € (0,1) i¢cinn(¢,v) = l':p(—‘(’t))ave Yevw Yl = éolarak

segilirse Q ve K dontisimleri Teorem 2.4.15 in tiim sartlarini saglar ve Cr;,(Q,K) = {0}
dir.

2.4.1. Integral Denklemler Uzerine Bir Uygulama

[lk olarak lineer olmayan denklemlere uygulanabilen yeni bir sonuca yer verilecektir.

Sonug 2.4.17. §; uzay1 T > 1ile { —tam modiiler b —metrik uzay ve Q: Sy — S; bir

déniistim olsun. Her farkli w, § € S; ve her p > 0 i¢in

U (Y (7% 0w, 99)). | (& (@, @))]k) >1

olan n e ¥*, y € © ve k € (0,1) var olsun. Bu durumda (M,) sart1 saglanirsa Fix(Q)
kiimesi en az bir elemana sahiptir. Ayrica (M;) sartinin yaninda (M,) sart1 da saglanirsa
Fix(Q) kiimesi tek elemandan olusur.

Ispat. Eger Suzuki 6n kosulu olmaksizin G € Ag, G(iy,15,13,14) = 1; Ve ayrica,

Teorem 2.4.4 de p = 0 ve Q = K alinirsa istenilen sonug elde edilir.
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Sonug 2.4.17 dikkate alinarak agagidaki lineer olmayan integral denkleminin ¢oziimii
icin bir varlik teoremi asagidaki sekilde verilir.
a<b ile abeR, we C[d, B] (burada [&, B] den R ye olan tiim siirekli

fonksiyonlarin kiimesi) ve 3: [d, B] X [d, B] X R — R doniisiimii i¢in

b

w() = fS(L,v,w(v))dv (2.96)

a

integral denklemi verilsin. S; = C[a, b] ve her x,y € S; i¢in modiiler b — metrigi

>1

— 14
gy = XL

ile tanimlansi. §; kiimesi 7 = 2P~1ile & —tam modiiler b — metrik uzay oldugu agiktir.

Dahasi f:S; — S; fonksiyonu her x,y € 7 ve 1 € [a, b] igin

b
flo@®) = fS(L,v,w(v))dv

ile tanimlansin. Buna gore (2.96) ifadesindeki ¢oziimiin varligi f fonksiyonunun sabit
noktasinin varligina denktir.
Teorem 2.4.18. (2.96) lineer olmayan integral denklemi igin asagidaki kosullar

saglansin.

M 3: [d, 13] X [&, 13] X R — R siirekli ve azalmayandir,

(ii) Her ,v € [@, b] ve her w € [&, b] de w(w) < go(w) kosulu ile w, o € S} icin
¢

|S(L, v, w(v)) - S(t, V,gO(V))| <ol,v)|wlv) —pv)| (2.97)

olanp > 1 vardir ve burada o: [d, b] % [&, b] - [0, ©) fonksiyonu
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b

Les[?%] fo(t,v)pdv S%, (k € (0,1)) (2.98)

bi¢iminde tanimlansin.

Bu durumda (2.96) lineer olmayan integral denklemi bir ¢éziime sahiptir.

Ispat. (2.97) ve (2.98) dikkate alindiginda her ¢ € [&, B] icin

_ W)-rlpw)[”
e241’_45,0(f(w(t)),f(so(t)))p _ 8241’ 4p|f(w - )pf(so V)l
ap—-a 1| b b -
2 Py s J(L,V,(U(V))d\)—fa J(L,v,ga(v))dv|

=e
1| b p
274 p i [S(L.V.w(\/))—S(L.V.@(V))]d\/|

<e

4p—-4 1 E o~ o~ p
y ez p .plz(fa|J(t,V,&)(V))—J(L,V,XO(V))|dV)

<e 24p—4.p%(fa5 a(,v)|w(v) —go(v)ldv)p

- b )—pW)|P
< 62410 4-p'<fa U(W)pdv)w

< 824p—4.p24pL_4§p(w(L),50(t))

_ [(efp(wo),gom))"]p

bulunur n(x,y) < %, (Vx,y>1) ve burada @ €¥*, ¢(q)=qP,(@>1) Iile

tanimlansin. Ayricay € 0, y(a) = e%, (a > 0) olarak alinsin. Bu durumda

0 (y (2974¢, (F(0®), f(som)))) = (y (2474, (f(w(t)).f(soo)))))p
_ e241"4Ep(f(w(t))—f(go(t)))p

< [(esp(wu).sa(z)))"]p

= ([ (& w.2)])

p
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=@ ([v (Ep(w, @))]k)

ifadesinden Sonug 2.4.17 nin tiim kosullarinin saglandigi agiktir. Sonug olarak w € Fix(f)

olan bir tek w € S; vardir. Dolayistyla w noktas (2.96) lineer olmayan integral denklemin

tek ¢oziimudiir.

2.5. Genellestirilmis Simiilasyon G)g. —Daralma Déniisiimleri Icin Sabit Nokta
Sonuclari

Tanmmm 2.5.1. Sy kiimesi 7 > 1 sabiti ile BM; (Branciari uzaklik fonksiyonu ile
donatilmis modiiler b —metrik uzay) ve Q: Sy — Sg iki doniisiim olsun. Her farkli w, o €

Sy Ve her p > 0 igin

1

iken
¢ (vv (200, 00). [y (B p))ew.0)] ) 2 1 (2.99)

olan{ € Z,y €0, k € (0,1) ve B € B, varsa Q déniisiimiine genellestirilmis simiilasyon
0%, —daralma doniigiimii ad: verilir.

Teorem 2.5.2. Sg uzay1 B —tam BM; ve Q:Sg — Sg genellestirilmis simiilasyon
@g —daralma doniisiimii olsun. Bu durumda Q doniisiimii Si uzayinda bir tek sabit noktaya
sahiptir.

Ispat. w, € Sg keyfi bir nokta olsun ve {wy,}ney dizis n > 0 igin W, = Qu, ile
tanimlansm. Bu durumda w,, = wp 4+ 0lan w,  eleman: varsa bu nokta @ doniisiimiiniin
sabit noktasi olur. n > 0 i¢in w, # w41 Olsun.

Ispat bes adimda tamamlanacaktir.

Adim 1: n - o i¢in B, (wy, Wp4q) > 0 midir?

(2.99) ifadesinden



173

{ (TY (SBp (an—b an)) ’ [Y (.8 (e(wn—ll wn))e(wn—lﬂ wn))]k) =1

dir ve (,) den yukaridaki ifade

[ (f(€(@n-1, o) @1 0)]
Ty (%p (wn: wn+1))

olur. Boylece

Ty (EBp(wn, wn+1)) < [y (ﬁ(e(wn_l, wy)) € (Wn_1, (‘)n))]k (2.100)

< Y (ﬁ(e(wn—lf wn))e(wn—l' wn))’

e(wn—ll wn) = [%p ((l)n—1; wn) + |§Bp (wn—lr an—l) - §Bp (wn' an) ”

QR S

[’SBp (wn—lf wn) + |§8p (wn—l' wn) - §Bp (wn' wn+1) ”

elde edilir. Buradan k,, = B,(w,_1, w,) olsun. O halde (2.100) ifadesinde r, < Ky, alinir

ve [ € B; oldugu dikkate alinirsa

T

k
Y(Knt1) S 1y(Kp41) < lY <ﬁ (Kn;l) (Kn+1)>l

bulunur. Boylece yukaridaki esitsizlikte her iki tarafin logaritmasi alinirsa

In[y(kp41)] < kn [ﬁ (K’:"l) (Kn+1)]

T

olur. Fakat k € (0,1) igin bu ifade bir c¢eliskidir. Dolayisiyla k, < k,.,; dir ve

e(wp_q1,wy) = %[Zrcn — Kn4+1] bulunur.
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Sonug olarak k, = {%p (Wn—1, a)n)} reel sayilarin pozitif artmayan bir dizisidir ve

7{1_{1010 B,(wp_1,w,) =7 olan r >0 reel sayis1 vardir. r = 0 oldugu gostermek igin iKi

muhtemel durum vardir.
Durum 1: 7 > 1 olsun. Bu durumda (2.99) ifadesinden

< <Ty(}cn+1), ly (,3 (ZKn —TKn+1) (an —TKn+1)>lk>

olur ve (¢,) den

(o () Gz )

1<
Ty (Kn41)

dir. Boylece

TY(Kns1) <

(o) (ase)]
G ()

elde edilir. Simdi n — oo igin yukaridaki ifadede limit alinirsa ty(r) <y (g) celiskisi elde
edilir.

Durum 2: 7 = 1 ise (2.99) dan
1<k (Y(Kn+1): [Y(.B(ZKn - Kn+1)(2Kn - Kn+1))]k)

bulunur. Burada ¢, = y(kn41) Ve v, = [Y(B 2Ky — Knt1) Crn — ;cn+1))]k yazilir. O halde

{t,,} ve {v,,} dizilerinin limiti birbirine esit ve y(r) dir. Clinkii
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Y(Kn+1) =1 < [Y(,B(Z’Cn - Kn+1)(2Kn - Kn+1))]k =7Vn
< Y(B(ZKn - Kn+1)(2Kn - Kn+1))

<YKy = Knt1),
ifadesinde limit alinirsa
Tlll_f}go Y(Kns1) < 7’111—r>1(;10 Vp = Tlll_r& Y(2Kn — Kny1)
elde edilir. Dolayisiyla
y(r) < lim v, <y(r)
olur. Sonug olarak 111_1)120 by, = rlll_r)?o v, = y(r) > 1 dir. O halde ({3) den

1 < limsup {(t,,vy) <1

n—->0o

celiskisi ortaya ¢ikar. n — oo igin limit alinirsa
B, (@n, Wny1) = 0 (2.101)

bulunur.
Adim 2: n - o igin B,(wy, wp4z) = 0 olsun. Bunu gosterebilmek icin aksi

diistiniilsiin. Bu durumda (2.99) dan

1<¢ (TY (SBp(an—p an+1)) ) [Y (.B(e(wn—lf wn+1))e(wn—1' wn+1))]k>

olur ve ({,) ifadesinden

¥ (B (@00, 002)) < [¥ (B(€(@n-1, 0n41))€ (@1, 0ns))]
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e(‘”n—l: wn+1) = [%p (a)n—li wn+1) + |Q3p (wn—b an—l) - 23p (wn+1' an+1)|]

AR QR

[%p (a)n—li wn+1) + |23p (wn—b wn) - 23p (wn+1' wn+2) |]
elde edilir. Boylece (B3) kosulu kullanilarak ve g € B, oldugu dikkate alinarak

TY(Wp, Wny2) <Y (,B(e(wn—l' wn+1))e(wn—1r wn+1))

[1/1
; (; (%p ((Un_p wn+1) + |23p (C’Jn—lf wn) - SBp (C’Jn+1' wn+2)|)>l
_1 (1 <T23p (wn—li wn) + TSBp (wn; wn+2) + TSBp (wn+2' wn+1))>]

_T + |§Bp (wn—l' wn) - 23p (C’Jn+1' C’~)n+2)|

<Yy

< —
v T

esitsizligi yazilir. Eger bu ifadede her iki taraftan limit alinirsa bir ¢eliski ortaya ¢ikar. O

halde n — oo i¢in

lim B, (wp, Wn42) =0 (2.102)
n—-oo

olur.
Adim 3. {w, },ey dizisi B —Cauchy dizisidir.
Aksine {w,}npen dizisi B —Cauchy dizisi olmasmn. Bu durumda & > 0 igin

ng, > my, = k kosulunu saglayan pozitif tamsayilarin {wmk} ve {wnk} alt dizileri
‘Bp(wmk,a)nk) >e¢eve %p(wmk,wnk_l) <¢ (2.103)
ifadeleri her p > 0 i¢in saglasin. Bu durumda (2.103) ve (B5) ifadelerinden

& < B, (Wmy @n,,)

= T%P (wmk’ wmk‘l'l) + T%p (wmk+1’ a)nk‘l'l) + T%P (wnk+1’ wnk)

dir ve (2.101) ifadesi dikkate alinarak limit alinirsa
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€
lim sup B, (“’mk+1' wnk+1) > - (2.104)

n—->oo
bulunur. Benzer sekilde
€= %P (wmk’ wnk) = TEBP(wmk' wnk—l) + T%p ((‘)nk—l' wnk—Z) + T%p ((‘)nk—z' wnk)
olur. (2.101) ve (2.102) ifadelerinden
1111320 sup By, (W, wn, ) < € (2.105)

elde edilir. (2.99) esitsizliginden

1< ¢ (o (8@ame 00n)).[1 (8 (€ 0)) o)

ve

1
€(mp @n,) =~ [Bp(@mp 0n) + [Bp(0myp Q0m,.) = By (@ny Qom, )]

1
= T [%p (wmk' wnk) + |SBP(wmk' wmk+1) -3, (wnk' wnk+1)|]

olur. (2.101) ve (2.105) ifadelerinden bir iistteki ifadede limit alinirsa

lim sup € (wp,, wy,) < € (2.106)

n—-oo

bulunur. (2.104), (2.106), y € © ve 8 € B, ifadeleri ile ({,) 6zelliginden

0 < ¥(8 (€@ 01,)) €@y 01)) = 7Y (B Q1,))

- lll—{g [Y ('B (e(wmk’ a)nk)) e(a)mk’ wnk)) - (%p (wmk"'l’ wnk+1))]
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< %Lngo supy (%e(wmk, a)nk)> - ]ll—r};)lo infsy (58,; (W1, wnk+1))
Sr)-n) =0

celigskisi ortaya c¢ikar. Bu durumda {wp}ney bir B —Cauchy dizisidir ve uzaym

B —tamligindan

lim w, =3

n—oo

olan 3 € Sy vardir.
Adim 4: 93 = 3 oldugu gosterilsin. Yani 3 noktasi Q@ doniisiimiiniin sabit noktasi
midir?

Q3 # 3 olsun. Bu durumda (2.99) ifadesinden

127 (v (8,000, 20). [y (B(E@n)ewn )] )

olur ve ({,) ifadesinden

7y (B (@n11,09)) < |y (B(E(0n,3)E(wn, a))]k <y (p(e(wn)e ()

1
e(wm 3) = ; [S\Bp (a)nf 3) + |%p (a)nf an) - %p (3, Q3) |]
yazilir. Yukaridaki esitsizlikte limit alinir ve (2.101) ifadesi dikkate alinirsa
1
v (8,G.99) <v(5%,6.0)

celiskili ifadesi bulunur. Sonug olarak Q3 = 3 dir.
Adim 5: Son olarak 3 noktasinin Q doniisiimiiniin tek sabit noktasi oldugu gostermek

icin 3" # 3 0lan 3* = Q3" 6zellikli bir nokta var olsun. Bu durumda (2.99) ifadesinden
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7y (8,(03.95)) < v (B(€G3))eG "),

]

1
€G3 = [B,G.37) + [8B,(G,.93) — B,G", 93"
elde edilir. Fakat benzer sekilde bu ifade de limit alinirsa
* 1 *
Tv(ﬁBp(a,a )) <v|=z%(3)

esitsizligi g¢eliskiye sebep olur. Yani 3 = 3" dir. Boylece Q doniisiimii tek sabit noktaya

sahiptir. Boylece ispat tamamlanir.



3. SONUC VE ONERILER

Bu tez kapsaminda modiiler b —metrik uzaylar ve Branciari uzaklik fonksiyonu ile
donatilmis modiiler b —metrik uzaylar {izerine ¢alismalar yapilmistir.

Bu tezin ilk kismi1 olan genel bilgiler boliimiinde sabit nokta kavraminin dogusu ve
stireci hakkinda bilgi verilmistir. Metrik uzay kavrami ve metrik sabit nokta kavramu ile ilgili
bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Son olarak graf teorisi, homotopi teorisi,
integral denklemler ve genellestirilmis bazi metrik uzay kavramlarindan bahsedilmistir.

Ikinci kisitm olan ve bu tezin orijinal calismalarini iceren yapilan calismalar
boliimiinde ise sirasi ile asagidaki sabit nokta sonuglari elde edilmistir.

Tam modiiler b —metrik uzaylarda oncelikle E —daralma doniisiim dort doniisiim i¢in
tanimlanarak Suzuki daralma ve simiilasyon fonksiyonlarini da kullanilarak bu doniigiimler
icin ortak sabit nokta teoremi ispatlanmistir. iki ve tek doniisiim icin bazi sonuglar
verilmistir. Elde edilen sonuglar graf teorisine uygulanmistir. Ayrica, E —daralma
dontisiimii ile Banach daralma doniisiimii ispatlanmis ve sonuglart homotopi teorisine
uygulanmaistir.

Modiiler b —metrik uzaylarda = tipindeki daralma doniisimii dort doniisiim ve T
katsayis1 diistiniilerek tekrar tanimlanmis ve C —sinifi daralma dontisiimleri kullanilarak dort
doniisiim i¢in tam modiiler b —metrik uzaylarda ortak sabit nokta teoremi ispatlanmis ve
sonuglar1 elde edilmistir. Elde edilen sonuglar graf teorisine ve integral tipi daralma
doniigiimlerine uygulanmistir.

Tam modiiler b —metrik uzaylarda F —daralma doniisiimii ve Suzuki tipindeki
daralma doniistimii g6z Oniine alinarak ¢arpimsal ifadeler igeren ortak sabit nokta teoremleri
ispatlanmistir. Ayrica elde edilen sonuglarin literatiirde gegerliligini géstermek i¢in 6rnekler
verilmistir.

Simiilasyon fonksiyon sinifinin bir genellestirmesi olan Z —simiilasyon fonksiyon
siifin1 kapsayan yeni bir genellestirilmis W* —simiilasyon ve W* — 7 simiilasyon siniflar
tanimlanmistir ve Orneklerle desteklenmistir. Ayrica, W* — 1 simiilasyon smift ve
® —daralma doniisiimii goz Oniine alinarak genellestirilmis Suzuki Berinde ZA\?,* —daralma
doniistimii ifade edilmistir. Modiiler b —metrik uzaylarda genellestirilmis Suzuki Berinde

28* —daralma doniisimiinii saglayan ortak sabit nokta teoremi ispatlanmis ve literatiirde
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bilinen bazi sabit nokta sonuglarinin bir genellestirmesi olan bazi sonuglara ulagilmistir. Elde
edilen sonuclarin integral denklemlere uygulamasi verilmistir.

Branciari metrik ve modiiler b —metrik uzay kavramlar1 beraber diisiiniilerek
Branciari uzaklik fonksiyonu ile donatilmis modiiler b —metrik uzay1 tanimlanmistir ve bu
uzayda bazi 6rnekler verilmistir. Bu uzay tizerindeki topolojik kavramlardan bahsedilmistir.

Diger yandan Z —simiilasyon fonksiyon, ® —daralma E —daralma ve Geraghty daralmalar

g6z Oniline alinarak genellestirilmis simiilasyon @g —daralma doniistimii tanimlanmastir.

Branciari uzaklik fonksiyonu ile donatilmis modiiler b —metrik uzayda genellestirilmis
simiilasyon @g —daralma doniisiimiinii saglayan sabit nokta teoremi ispatlanmistir.

Sonug olarak bu tezde ilk kez tamimlanmis olan Z —simiilasyon fonksiyon sinifi
araciligr ile literatiirde bulunan pek ¢ok c¢alisma, metrik uzaylarda veya cesitli
genellestirilmis soyut metrik uzaylarda daha genel olarak elde edilebilir ve sabit (ortak)
nokta teoremleri kurulabilir.

Ayrica, ilk kez ortaya koyulan Branciari uzaklik fonksiyonu ile donatilmis modiiler
b —metrik uzay ile elde edilen 6rneklerin ve ispatlanan sabit nokta sonuglarinin ile bu alanda
calismay1 diislinen arastirmacilar i¢in oncii ve yardimci olacagi diistiniilmektedir. Bu yeni
kavramin literatiir bilgisinin gelismesinde ortaya koyulacak olan farkli yaklasimlar ile

gelecekte yeni bir ¢alisma alani olacagi umut edilmektedir.
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