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Bu tez çalışmasında modüler 𝑏 −metrik uzaylarda ve Branciari uzaklık fonksiyonu ile 

donatılmış modüler 𝑏 −metrik uzaylarda tanımlanmış olan çeşitli daralma dönüşümlerinin ortak 

sabit noktasının varlığının ve tekliğinin bulunması amaçlanmıştır. Ayrıca elde edilen sonuçların graf 

teorisi, homotopi, integral denklemler gibi matematiğin çeşitli alanlarına uygulanabilirliği de 

gösterilmiştir. 

Temel olarak bu çalışma iki ana bölümden oluşmaktadır. İlk bölümde sabit nokta teorisinin 

gelişiminden, metrik uzay kavramı ve özelliklerinden, bazı temel tanım ve teoremlerden, sabit nokta 

kavramından, Banach sabit nokta teoreminin genişlemelerinden, graf teorisi ile bazı genelleştirilmiş 

metrik uzay yapılarından bahsedilmiştir. İkinci kısımda ise çeşitli yardımcı fonksiyonlar kullanılarak 

elde edilen Suzuki Σ −daralma, 𝒢(Φ, ϑ, Ξ) −daralma, çarpımsal ifadeler içeren genelleştirişmiş 

𝐹 −daralma, genelleştirilmiş Suzuki-Berinde 𝑍̂Ψ∗
Θ −daralma ve genelleştirilmiş simülasyon 

Θ̂℮
𝛽
−daralma dönüşümleri gibi yeni kavramlar tanıtılmıştır. Bu yeni kavramlardan elde edilen ortak 

sabit nokta teoremleri ispatlanmıştır. Bu sonuçlar çeşitli örnekler ve matematiksel uygulamalarla 

desteklenmiştir. Ayrıca, Branciari uzaklık fonksiyonu ile donatılmış modüler 𝑏 −metrik uzay ve bu 

uzayların sahip olduğu bazı özellikler literatüre kazandırılarak bu uzay üzerinde sabit nokta teoremi 

ispatlanmıştır. 
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In this thesis, it is aimed to find the existence and uniqueness of the common fixed point of 

various contraction mappings defined in modular 𝑏 −metric spaces and modular 𝑏 −metric spaces 

endow with Branciari distance function. In addition, the applicability of the obtained results to 

various fields of mathematics such as graph theory, homotopy, integral equations is also shown. 

Basically, this study consists of two main parts. In the first chapter, the development of fixed 

point theory, the concept of metric space and its properties, some basic definitions and theorems, the 

concept of fixed point, extensions of Banach fixed point theorem, graph theory and some generalized 

metric space structures are mentioned. In the second part, by using various auxiliary functions, the 

new concepts such as Suzuki Σ −contraction, 𝒢(Φ, ϑ, Ξ) −contraction, generalized 𝐹 −contraction 

involving quadratics terms, generalized Suzuki-Berinde 𝑍̂Ψ
Θ
∗ −contraction and generalized

simulation Θ̂℮
𝛽
−contraction mappings are introduced. The common fixed point theorems obtained

from these new concepts have been proved. These results are supported by various examples and

mathematical applications. Also, the modular 𝑏 −metric space equipped with the Branciari distance

function and some properties of these spaces have been brought to the literature and the fixed point

theorem on this space has been proved.

 

 

Key Words: Fixed point theory, Modular 𝑏 −metric, Simulation functions, 𝐶 −class function, 

𝐹 −contraction mappings, 𝐸 −contraction, Suzuki-Berinde contraction mappings, 
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1. GENEL BİLGİLER 

 

1.1. Giriş 

 

𝒮 boştan farklı bir küme olmak üzere 𝒬: 𝒮 → 𝒮 dönüşümü verildiğinde 

𝒬𝜔 = 𝜔 olan 𝜔 ∈ 𝒮 varsa bu noktalara 𝒬 dönüşümün sabit noktaları denir. Yani, 𝒬 altında 

değişmeyen noktalar 𝒬 dönüşümünün sabit noktalarıdır. 

Bu tanımdan yola çıkılarak sabit nokta teorisi 𝒬𝜔 = 𝜔 denkleminin çözümünü bulma 

problemine dönüşür. Sabit nokta teorisinin; genel topoloji, fonksiyonel analiz, lineer 

olmayan fonksiyonel analiz, matematiksel analiz, operatör teori, diferansiyel denklemler, 

mühendislik, biyoloji, istatistik ve oyun teorisi gibi birçok alanda uygulamaları mevcuttur. 

Sabit nokta teorisindeki topolojik sabit nokta çalışmaları normlu lineer uzayların 

kompakt konveks alt kümeleri üzerinde tanımlı sürekli dönüşümler üzerinedir ve bu 

çalışmalara Brouwer öncülük etmiştir. 1912 yılında Brouwer [1], ℝ𝑛 kümesinin kapalı birim 

yuvarından kendisine tanımlı sürekli dönüşümlerin sabit noktasının var olduğunu 

göstermiştir ve elde edilen sonuçları 𝑛 −boyutlu Öklid uzayına genellemiştir. Matematiksel 

olarak Brouwer teoremi 

 

‘‘𝐶, ℝ𝑛 de kapalı bir yuvar ve 𝒬: 𝐶 → 𝐶 sürekli bir dönüşüm ise 𝒬 nun 𝐶 de bir sabit 

noktası vardır’’ 

 

şeklinde ifade edilmiştir. Daha sonra bu teoremde "ℝ𝑛 yerine herhangi bir Banach uzayı 

alınabilir mi?" sorusunun cevabı araştırılmıştır. Fakat, Kakutani [2] bu teoremin Banach 

uzaylarında geçerli olmadığını gösteren bir örnek vermiştir. Fakat, 1930 da Schauder [3] 

tarafından sonsuz boyutlu uzaylara bazı ek koşullar eklenerek aşağıdaki şekliyle 

genelleştirilmiştir: 

 

‘‘𝒮 bir Banach uzayı, 𝐶, 𝒮 nin boştan farklı, sınırlı, kapalı ve konveks bir alt kümesi 

olmak üzere her sürekli ve kompakt 𝒬: 𝐶 → 𝐶 dönüşümünün 𝐶 de en az bir sabit noktası 

vardır.’’ 
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Diğer yandan bir dönüşümün sabit noktasının varlığının garanti edilmesinin yanı sıra 

sabit noktanın tekliğinin bulunmasına yönelik de bir çözüm sunan ve metrik uzay yapısı 

üzerindeki sabit nokta çalışmalarının temelini oluşturan teorem 1922 yılında Banach 

tarafından verilen ‘‘Banach daralma dönüşüm prensibi’’ olarak da bilinen ‘‘Banach sabit 

nokta teoremi’’ dir. Bu teorem metrik sabit nokta çalışmalarındaki ana figür olmuştur. 

Günümüzde de birçok sabit nokta teoremi Banach sabit nokta teoremi ile 

ilişkilendirilmektedir. 

 

1.2. Temel Tanım ve Teoremler 

 

Bu kısımda, tez boyunca kullanılacak olan bazı temel tanım ve teoremlere yer 

verilmiştir. 

Tanım 1.2.1. [4] 𝒮 boştan farklı bir küme olsun. Bu küme üzerinde tanımlı, reel 

değerli, negatif olmayan bir 𝑑: 𝒮 × 𝒮 → ℝ+ fonksiyonu her 𝜔,℘, 𝜈 ∈ 𝒮 için aşağıdaki 

şartları sağlasın: 

 

(𝑑1) 𝑑(𝜔,℘) = 0 ⇔ 𝜔 = ℘, 

(𝑑2) 𝑑(𝜔,℘) = 𝑑(℘,𝜔), (simetri özelliği) 

(𝑑3) 𝑑(𝜔,℘) ≤ 𝑑(𝜔, 𝜈) + 𝑑(𝜈,℘), (üçgen eşitsizliği). 

 

Bu durumda 𝑑 fonksiyonuna 𝒮 uzayında bir metrik, (𝒮, 𝑑) ikilisine ise bir metrik uzay 

adı verilir. 

Örnek 1.2.2.[4] 𝒮 = ℝ ve 𝑑: 𝒮 × 𝒮 → ℝ+ olmak üzere her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 

 

            𝑑(𝜔,℘) = |𝜔 − ℘| 

 

şeklinde tanımlanan fonksiyona ℝ üzerinde alışılmış metrik (mutlak değer, doğal, salt değer) 

ve (ℝ, 𝑑) ikilisine alışılmış metrik uzay denir. 

Örnek 1.2.3. [5] 𝒮 = ℝ2 ve 𝑑1, 𝑑2: 𝒮 × 𝒮 → ℝ+ olmak üzere her 𝜔 = (𝜔1, 𝜔2), ℘ =

(℘1, ℘2) ∈ ℝ
2 için  

 

            𝑑1(𝜔, ℘) = √(𝜔1 −℘1)2 + (𝜔2 −℘2)2 
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            𝑑2(𝜔,℘) = maks {|𝜔1 −℘1|, |𝜔2 −℘2|} 

 

fonksiyonları bir metriktir. Bu metrikler ℝ2 üzerinde sırasıyla Euclid metriği (veya Pisagor 

metriği) ve maksimum metriği (veya Chebyshev metriği, Tchebychev uzaklığı) olarak 

isimlendirilir. 

Örnek 1.2.4. [6] 𝒮 ≠ ∅ keyfi bir küme ve 𝑑: 𝒮 × 𝒮 → ℝ+ fonksiyonu ∀ 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 

 

            𝑑(𝜔,℘) =  {
0, 𝜔 =  ℘
1, 𝜔 ≠ ℘

 

 

ile tanımlansın. (𝒮, 𝑑) bir metrik uzaydır ve bu uzaya ayrık (diskre, trivial) metrik uzay denir. 

Örnek 1.2.5. [4] 𝒮 = ℓ∞ = {{𝜔𝑛} ⊆ ℝ (𝑣𝑒𝑦𝑎 ℂ)|  𝑠𝑢𝑝
𝑛∈ℕ

|𝜔𝑛| < ∞} sınırlı diziler uzayı 

ve her 𝜔 = {𝜔𝑛},  ℘ = {℘𝑛} ∈ 𝒮 için  

 

            𝑑∞(𝜔,℘) =  𝑠𝑢𝑝
𝑛∈ℕ

|𝜔𝑛 −℘𝑛| 

 

ile tanımlı 𝑑∞: 𝒮 × 𝒮 → ℝ+ fonksiyonu 𝒮 üzerinde bir metrik fonksiyonudur. 

Örnek 1.2.6. [6] [𝔞, 𝔟], ℝ üzerinde kapalı aralık ve 

 

            𝒮 = 𝐶[𝔞, 𝔟] ≔ {𝜔: [𝔞, 𝔟] → ℝ| 𝜔 sürekli fonksiyon} 

 

olsun. Her  𝜔, ℘ ∈ 𝒮 için 𝑑∞: 𝒮 × 𝒮 → ℝ+ fonksiyonu 

 

            𝑑∞(𝜔,℘) =  𝑠𝑢𝑝
𝔱∈[𝔞,𝔟]

|𝜔(𝔱) − ℘(𝔱)| 

 

biçiminde tanımlansın. Bu durumda (𝒮, 𝑑∞) bir metrik uzaydır ve 𝑑∞ metriğine 𝐶[𝔞, 𝔟] 

üzerinde supremum metriği veya düzgün metrik adı verilir.  

Örnek 1.2.7. [5] [𝔞, 𝔟], ℝ üzerinde kapalı aralık, 1 ≤ 𝔭 < ∞ sabit reel sayı ve 

 

            𝒮 = 𝐶[𝔞, 𝔟] ≔ {𝜔: [𝔞, 𝔟] → ℝ| 𝜔 sürekli fonksiyon} 

 

olsun. Her  𝜔, ℘ ∈ 𝒮 için 𝑑𝔭: 𝒮 × 𝒮 → ℝ+ fonksiyonu 
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        𝑑𝔭(𝜔,℘) = (∫|𝜔(𝔱) − ℘(𝔱)|𝔭𝑑𝔱

𝔟

𝔞

)

1
𝔭⁄

 

 

biçiminde tanımlansın. Bu durumda (𝒮, 𝑑𝔭) bir metrik uzaydır. 

Metrik uzaya ait bazı topolojik kavramlar aşağıda verilmiştir. 

Tanım 1.2.8. [6,7] (𝒮, 𝑑) bir metrik uzay ve {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ bu uzayda bir dizi olsun. 

 

• Her 𝜀 > 0 sayısına karşılık 𝑛 > 𝑛0 için 𝑑(𝜔𝑛, 𝜔
∗) < 𝜀 olacak şekilde 𝑛0(𝜀) ∈ ℕ var 

ise {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizisi 𝜔∗ ∈ 𝒮 noktasına yakınsaktır denir ve lim
𝑛→∞

𝜔𝑛 = 𝜔
∗ veya  

𝜔𝑛 → 𝜔∗ (𝑛 → ∞) ile ifade edilir, 𝜔∗ noktasına dizinin limiti adı verilir. 

• Her 𝜀 > 0 sayısı için 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁 olan bütün 𝑚 ve 𝑛 pozitif tamsayıları için 

𝑑(𝜔𝑛, 𝜔𝑚) < 𝜀 olacak şekilde 𝑁 = 𝑁(𝜀) ∈ ℕ bulunabiliyorsa {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizisine bir 

Cauchy dizisi denir. 

• (𝒮, 𝑑) metrik uzayındaki her Cauchy dizisi bu uzaydaki bir noktaya yakınsak ise 

(𝒮, 𝑑) uzayına tam metrik uzay adı verilir. 

 

Uyarı 1.2.9. [4,7] Metrik uzaylarda aşağıdaki koşullar geçerlidir.  

 

• Yakınsak bir dizinin limiti tektir. Ayrıca, bir dizinin yakınsaklığı uzayda tanımlanan 

metriğe ve içinde bulunduğu uzaya bağlı olarak değişir. 

• Yakınsak her dizi bir Cauchy dizisidir, fakat tersi her zaman doğru değildir. 

• Yakınsak bir dizinin herhangi bir alt dizisi de aynı noktaya yakınsaktır. 

• Tam metrik uzayların her alt uzayının tam olması gerekmez. Gerçekten, ℝ alışılmış 

metriğe göre tam uzaydır, fakat ℚ rasyonel sayılar kümesi ℝ üzerinde alışılmış 

metriğe göre tam değildir. Tam metrik uzayların kapalı her alt uzayı tamdır. 

 

Örnek 1.2.10. [4] Örnek 1.2.5 de tanımlanmış olan (ℓ∞, 𝑑∞) dizi uzayı ve Örnek 1.2.6 

da tanımlanan (𝐶[𝔞, 𝔟], 𝑑∞) fonksiyon uzayı tam uzaylardır. 

Tanım 1.2.11. [6] (𝒮, 𝑑) ve (ℳ,𝑚) iki metrik uzay ve 𝒬: (𝒮, 𝑑)  → (ℳ,𝑚) bir 

fonksiyon olsun. 
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• 𝒬 fonksiyonu 𝜔0 ∈ 𝒮 noktasında süreklidir ⇔ her 𝜀 > 0 ve 𝜔 ∈ 𝒮 için  

𝑑(𝜔, 𝜔0) < 𝛿 iken 𝑚(𝒬(𝜔), 𝒬(𝜔0)) < 𝜀 olacak şekilde δ(𝜀, 𝜔) > 0 vardır. 

• 𝒬 fonksiyonu 𝜔0 ∈ 𝒮 noktasında alttan yarı süreklidir ⇔ her 𝜀 > 0 ve 𝜔 ∈ 𝒮 için 

𝑑(𝜔0, 𝜔) < 𝛿 iken 𝒬(𝜔0) − 𝜀 < 𝒬(𝜔) olan en az bir δ > 0 vardır. 

• 𝒬 fonksiyonu 𝜔0 ∈ 𝒮 noktasında üstten yarı süreklidir ⇔ her 𝜀 > 0 ve 𝜔 ∈ 𝒮 için 

𝑑(𝜔0, 𝜔) < 𝛿 iken 𝒬(𝜔) < 𝒬(𝜔0) + 𝜀 olan en az bir δ > 0 vardır. 

• 𝒬 fonksiyonu 𝜔0 noktasında düzgün süreklidir ⇔ her 𝜀 > 0 için 𝑑(𝜔,𝜔0) < 𝛿 

olduğunda 𝑚(𝒬𝜔, 𝒬𝜔0) < 𝜀  olacak şekilde sadece 𝜀 a bağlı bir δ = δ(𝜀) > 0 sayısı 

vardır. 

• 𝒬 fonksiyonunun bir 𝜔0 ∈ 𝒮 noktasında dizisel süreklidir ⇔ 𝜔𝑛 → 𝜔0 ⇒ 𝒬(𝜔𝑛) →

𝒬(𝜔0), (𝑛 → ∞) dir. Yani, 𝜔0 ∈ 𝒮 noktasına yakınsayan her {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizisi için 

{𝒬(𝜔𝑛)}𝑛∈ℕ dizisi de 𝒬(𝜔0) noktasına yakınsar. 

 

Metrik uzaylarda süreklilik ile dizisel süreklilik tanımları birbirine denktir. Ayrıca, 

sürekli bir fonksiyon için 𝒬(𝜔𝑛) → 𝒬(𝜔0) iken 𝜔𝑛 →  𝜔0 ifadesi her zaman doğru değildir. 

Örneğin, 𝒬: (ℝ, 𝑑) → (ℝ, 𝑑) fonksiyonu 𝒬(𝜔) = 𝜔2 ve 𝜔𝑛 = (−1)𝑛, (𝑛 ∈ ℕ ) ise 

𝒬(𝜔𝑛) = 1 → 𝒬(1), (𝑛 → ∞), fakat (𝜔𝑛) ↛ 1 olur [8]. 

Örnek 1.2.12. ℝ de 𝑑(𝜔,℘) = |𝜔 − ℘| alışılmış metriği için  

 

• 𝒬:ℝ → ℝ ve 𝒬𝜔 = 𝑠𝑖𝑛𝜔 fonksiyonu ℝ de düzgün süreklidir, 

• 𝒬:ℝ → ℝ ve 𝒬𝜔 = 𝜔3 fonksiyonu süreklidir, fakat düzgün sürekli değildir. 

 

Tanım 1.2.13. [6] 𝒮 ≠ ∅ bir küme ve 𝜏, 𝒮 nin alt kümelerinin bir ailesi olsun. Eğer, 

 

(i)   𝒮, ∅ ∈ 𝜏, 

(ii)  𝜏 ya ait sonlu sayıda kümenin kesişimi yine 𝜏 ya ait, 

(iii) 𝜏 daki herhangi sayıda kümenin birleşimi yine 𝜏 ya ait 

 

olma şartları sağlanıyorsa 𝜏 ailesine 𝒮 için bir topoloji ve (𝒮, 𝜏) ikilisine de topolojik uzay 

denir. 

Tanım 1.2.14. [6] (𝒮, 𝜏) topolojik uzay ve 𝜔 ∈ 𝒮 olsun. 𝒮 kümesinin bir 𝐾𝜔 alt 

kümesi, 𝑈𝜔 topolojinin elemanı olmak üzere 𝜔 ∈ 𝑈𝜔 ⊆ 𝐾𝜔 olacak biçimde varsa 𝜔 
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noktasının bir komşuluğu adını alır. 𝜔 noktasının bir açık komşuluğu ise bu noktayı içine 

alan bir açık kümeden ibarettir. 

Tanım 1.2.15. [6] (𝒮, 𝜏) topolojik uzayında 𝜏 nun elemanlarına açık kümeler denir. 

𝐴 ⊆ 𝒮 için 𝒮\𝐴 kümesi açık ise 𝐴 kümesine kapalı küme denir. 𝐴 kümesinin kapsadığı tüm 

açık kümelerin birleşimine 𝐴 kümesinin içi denir ve 𝐴∘ ile ya da int𝐴 ile gösterilir. 𝐴 ⊆ 𝒮 

kümesini içeren tüm kapalı kümelerin arakesitine 𝐴 kümesinin kapanışı denir ve 𝐴 ile 

gösterilir. Eğer 𝐴 = 𝐴 ise 𝐴 ⊆ 𝒮 kümesi kapalı kümedir. 

Tanım 1.2.16. [6] (𝒮, 𝑑) bir metrik uzay olsun. Bu durumda  

 

            𝜏𝑑 = {𝒰 ⊆ 𝒮| 𝒰 kümesi (𝒮, 𝑑) uzayında açık} 

 

ailesi 𝒮 üzerinde bir topolojidir ve 𝜏𝑑 topolojisine metrik topoloji veya 𝑑 metriğinin ürettiği 

topoloji denir. 

Tanım 1.2.17. [6] (𝒮, 𝜏) topolojik uzay olsun. 𝒮 uzayında farklı her nokta çiftini içeren 

ayrık açık kümeler varsa (𝒮, 𝜏) ikilisine Hausdorff uzayı veya 𝑇2 −uzayıdır denir. 

Tanım 1.2.18. [6] (𝒮, 𝑑) metrik uzayının kompakt olması için gerek ve yeter şart bu 

uzayda her dizinin yakınsak bir alt diziye sahip olmasıdır. Ayrıca, bir metrik uzayın kompakt 

alt kümeleri kapalı ve sınırlıdır. 

Tanım 1.2.19. [6] 𝒮 ve ℳ boştan farklı iki küme ve 𝒬: 𝒮 → ℳ bir fonksiyon olsun. 

∀𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 𝜔 < ℘ iken 𝒬(𝜔) ≥ 𝒬(℘) ( 𝒬(𝜔) ≤ 𝒬(℘) ) ise 𝒬 fonksiyonuna 𝒮 

kümesinde artmayan (nonincreasing), (azalmayan(nondecreasing)) fonksiyon denir. 

Tanım 1.2.20. [6] 𝒮 boş kümeden farklı bir küme ve 𝔽 bir cisim olsun. +: 𝒮 × 𝒮 → 𝒮 

ve ⋅: 𝔽 × 𝒮 → 𝒮 ikili işlemleri ∀ 𝛼, 𝛽 ∈ 𝔽 ve ∀ 𝜔,℘, 𝑧  ∈ 𝒮  için 

 

(i)     𝜔 + ℘ = ℘ +𝜔, 

(ii)    𝜔 + (℘ + 𝑧) = (𝜔 + ℘) + 𝑧, 

(iii)   ∀ 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 𝜔 + 𝑒 = 𝑒 + 𝜔 = 𝜔 olan bir 𝑒 ∈ 𝒮 vardır, 

(iv)   ∀ 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 𝜔 + (−𝜔) = (−𝜔) + 𝜔 = 𝑒 olan bir (−𝜔) ∈ 𝒮 vardır, 

(v)    1. 𝜔  = 𝜔 , 

(vi)   𝛼. (𝜔 + ℘) = 𝛼.𝜔 + 𝛼.℘, 

(vii)  (𝛼 + 𝛽).𝜔 = 𝛼.𝜔 + 𝛽.𝜔, 

(viii) ( 𝛼 . 𝛽).𝜔  = 𝛼 . ( 𝛽 . 𝜔 ), 
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şartlarını sağlıyorsa (𝒮, +,⋅) üçlüsüne 𝔽 cismi üzerinde lineer uzay (vektör uzayı) adı verilir. 

𝔽 = ℝ ise 𝒮 ye reel vektör uzayı, 𝔽 = ℂ ise 𝒮 kompleks vektör uzayıdır. 

Tanım 1.2.21. [6] 𝒮, 𝔽 cismi (𝔽 = ℝ veya 𝔽 = ℂ) üzerinde bir lineer uzay olsun. 

‖⋅‖: 𝒮 → ℝ+ fonksiyonu ∀ 𝜔,℘ ∈ 𝒮 ve ∀ α ∈ 𝔽 için aşağıdaki koşullar sağlarsa 𝒮 üzerinde 

bir norm ve (𝒮, ‖⋅‖)  ikilisine de normlu uzay denir. 

 

(i)   ‖𝜔‖ = 0 ⇔ 𝜔 = 𝜃, 

(ii)  ‖𝑎𝜔‖ = |𝛼|‖𝜔‖, 

(iii) ‖𝜔 + ℘‖ ≤ ‖𝜔‖ + ‖℘‖. 

 

Örnek 1.2.22. [6] Normlu uzaylar için aşağıdaki örnekler verilebilir. 

 

(1) 𝒮 = ℝ olsun. 𝜔 ∈ ℝ için ‖⋅‖ fonksiyonu ‖𝜔‖ = |𝜔| ile tanımlandığında ℝ 

üzerinde bir norm belirtir. 

(2) 1 ≤ 𝑝 < ∞ için 

 

    𝒮 = ℓ𝑝 = {𝜔 = (𝜔𝑛):  ∑|𝜔𝑛|
𝑝 < ∞

∞

𝑛=1

} 

 

uzayı verilsin. 𝜔 = (𝜔𝑛) ∈ ℓ𝑝 için  

 

                  ‖𝜔‖ = (∑|𝜔𝑛|
𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝⁄

 

 

ile tanımlandığında ‖⋅‖ fonksiyonu ℓ𝑝 üzerinde bir norm belirtir. 

 

𝒮 üzerindeki bir norm, 𝒮 üzerinde 𝜔,℘ ∈ 𝒮 olmak üzere 𝑑(𝜔,℘) = ‖𝜔 − ℘‖ ile 

verilen bir 𝑑 metriği tanımlar ve bu metrik norm tarafından üretilen metrik olarak 

adlandırılır. Bir vektör uzayı üzerindeki her metrik bir normdan indirgenmez. 𝑠 uzayı (tüm 

sınırlı veya sınırsız kompleks terimli diziler uzayı) bir vektör uzayıdır. 𝜔 = (𝑥𝑗) ve ℘ =

(𝑦𝑗) olmak üzere 
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            𝑑(𝜔,℘) =∑
1

2𝑗
|𝑥𝑗 − 𝑦𝑗|

1 + |𝑥𝑗 − 𝑦𝑗|

∞

𝑗=1

 

 

ile tanımlanan metrik, normdan elde edilemez. Bir normdan elde edilen 𝑑 metriği 

∀ 𝜔,℘, 𝑎 ∈ 𝒮 ve ∀ α skaleri için 

 

• 𝑑(𝜔 + 𝑎,℘ + 𝑎) = 𝑑(𝜔,℘), (öteleme değişmezliği) 

• 𝑑(α𝜔, α℘) = |α|𝑑(𝜔,℘), (homojenize) 

 

özelliklerini gerçekler [7]. 

Tanım 1.2.23. [6] Bir normlu lineer uzayda alınan her Cauchy dizisi yakınsak ise bu 

uzaya tam normlu uzay veya Banach uzayı denir. 

Örnek 1.2.24. [6] Banach uzayları için aşağıdaki örnekler verilebilir. 

 

(1) 1 ≤ 𝑝 < ∞ için {𝜔 = (𝜔𝑛): ∑ |𝜔𝑛|
𝑝 < ∞∞

𝑛=1 } uzayı 𝜔 = (𝜔𝑛) ∈ ℓ𝑝 için 

 

   ‖𝜔‖ = (∑|𝜔𝑛|
𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝⁄

 

 

normuna göre bir Banach uzayıdır. 

(2) Sınırlı diziler uzayı ℓ∞ = {𝜔 = (𝜔𝑛):  sup|𝜔𝑛| < ∞} üzerindeki  

 

   ‖𝜔‖ = sup
𝑛
|𝜔𝑛| 

 

normuna göre bir Banach uzaydır. 

 

Tanım 1.2.25. [4] 𝒮, 𝔽 cismi üzerinde tanımlanan bir vektör uzayı olsun ve 𝒮 üzerinde 

bir topoloji 𝜏 ile verilsin. (𝒮, 𝜏) topolojik uzayına göre lineer uzay işlemleri sürekli ise yani 

α ∈ 𝔽  ve her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için  

 

(i) skalerle çarpma işlemi, yani (α, 𝜔) → α.𝜔 sürekli, 
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(ii) vektörlerin toplama işlemi, yani (𝜔,℘) → 𝜔 +℘ sürekli 

 

ise 𝒮 uzayına bir topolojik vektör uzayı ya da lineer topolojik uzay adı verilir. 

 

1.3. Sabit Nokta Kavramı ve Banach Sabit Nokta Teoremi 

 

Tanım 1.3.1. [9] 𝒮 boştan farklı bir küme ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir fonksiyon olsun. 

 

            𝒬𝜔 =  𝜔 

 

eşitliğini sağlayan 𝜔 ∈ 𝒮 noktasına 𝒬 fonksiyonunun bir sabit noktası denir. 

 

            𝐹(𝒬) = 𝐹𝑖𝑥(𝒬) = {𝜔 ∈ 𝒮: 𝒬𝜔 = 𝜔} 

 

kümesi de 𝒬 dönüşümünün sabit noktaları kümesini temsil eder. 

Örnek 1.3.2. [5] 𝒮 = ℝ ve 𝑖 = 1,2,3,4,5 için 𝒬𝑖: 𝒮 → 𝒮 dönüşümleri aşağıdaki gibi 

tanımlansın. 

 

•  𝒬1(𝜔) = √𝜔2 − 8𝜔 + 40 ⇒ 𝐹𝑖𝑥(𝒬) = {5} dir. 

•  𝒬2(𝜔) = 𝜔
2 − 6 ⇒ 𝐹𝑖𝑥(𝒬) = {−2,3} dir, 

•  𝒬3(𝜔) = 𝜔
5 − 4𝜔3 + 𝜔2 + 𝜔 − 4 ⇒ 𝐹𝑖𝑥(𝒬) = {−2,−1,2} dir. 

•  𝒬4(𝜔) = 𝑒
𝜔+1 ⇒ 𝐹𝑖𝑥(𝒬) = ∅ dir. 

•  𝒬5(𝜔) = 𝜔 ⇒ 𝐹𝑖𝑥(𝒬) = ℝ dir. 

•  𝑥 ∈ ℝ olmak üzere 𝒬6(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝑥2 + |𝜋𝑥| − 1) fonksiyonunun sabit noktalarının 

kümesi, yani fonksiyonun 𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑥 doğrusu ile kesim noktaları aşağıdaki 

grafikte belirtilen 𝐴, 𝐵 ve 𝐶 noktalarından oluşur. 
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Şekil 1. 𝑠𝑖𝑛(𝑥2 + |𝜋𝑥| − 1) fonksiyonunun sabit noktaları 

 

Tanım 1.3.3. [9,10] 𝒮 boş kümeden farklı bir küme ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. 

Herhangi bir 𝜔 ∈ 𝒮 için 

 

            𝒬𝑛+1(𝜔) = 𝒬(𝒬𝑛(𝜔)) 

 

ile tanımlanan 𝒬𝑛(𝜔) dönüşümüne 𝒬 altındaki 𝜔 nın 𝑛. iterasyonu denir. 

𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler yazılabilir. 

 

(i) 𝐹𝑖𝑥(𝒬) ⊂ 𝐹𝑖𝑥(𝒬𝑛) dir. 

(ii) Keyfi bir 𝑛 ∈ ℕ için 𝐹𝑖𝑥(𝒬𝑛) = {𝜔} ise 𝐹𝑖𝑥(𝒬) = {𝜔} dır. 

 

Tanım 1.3.4. [10] 𝒬𝑛 (𝑛 ≥ 1), dönüşümü 𝒬 dönüşümünün 𝑛. iterasyonu olsun. 

Herhangi bir 𝜔0 ∈ 𝒮 için 

 

            𝜔𝑛 = 𝒬𝜔𝑛−1 = 𝒬
𝑛𝜔0,    𝑛 = 1,2,3, … 

 

eşitliği ile tanımlanan {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ ⊂ 𝒮 dizisine 𝜔0 başlangıç noktası ile en iyi yaklaşım dizisi 

veya Picard iterasyon dizisi denir. Bu yöntem Picard iterasyonu olarak da bilinir. 

Tanım 1.3.5. [9] (𝒮, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Her 𝜔,℘ ∈

𝒮 için 
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            𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝑘𝑑(𝜔,℘) 

 

eşitsizliği 𝑘 ≥ 0 sabiti için sağlanırsa 𝒬 dönüşümüne 𝒮 üzerinde bir Lipschitzian dönüşüm 

adı verilir. Ayrıca bu eşitsizlik Lipschitz şartı ve bu şartı sağlayan en küçük 𝑘 değerine de 

Lipschitz sabiti adı verilir. 

Örnek 1.3.6. 𝒮 =  ℝ, 𝑑(𝜔,℘) = |𝜔 − ℘| ve 𝒬:ℝ → ℝ, 𝒬𝜔 = 3𝜔 olsun. Bu 

durumda 

 

            𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) = |3𝜔 − 3℘| = 3|𝜔 − ℘| = 3𝑑(𝜔,℘) 

 

olduğundan 𝑘 ≥ 3 için 𝒬 dönüşümü Lipschitz şartını sağlar. 

Tanım 1.3.7. [9] (𝒮, 𝑑) bir metrik uzay olsun. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 

 

            𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝑘𝑑(𝜔,℘) 

 

ifadesini sağlayan 𝑘 ∈ [0,1) sabiti varsa 𝒬: 𝒮 → 𝒮 dönüşümüne ‘‘daralma (Banach 

daralma)’’ dönüşümü adı verilir. 

Örnek 1.3.8. [5] (𝒮, 𝑑) alışılmış metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir fonksiyon olsun. Bu 

durumda her 𝜔 ∈ 𝒮 için  

 

•  𝒮 = ℝ olmak üzere 𝒬(𝜔) =
𝜔

2
, 

•  𝒮 = [0,100] olmak üzere 𝒬(𝜔) = √𝜔2 − 8𝜔 + 40, 

•  𝒮 = [0,10] ve 𝓀 ∈ [0,1) olmak üzere 𝒬(𝜔) = 𝑠𝑒𝑐ℎ(𝓀𝜔),  

•  𝒮 = ℝ olmak üzere 𝒬(𝜔) = 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑜𝑠𝜔), 

• 𝒮 = ℝ olmak üzere 𝒬(𝜔) = 𝑒−𝑒−𝜔, 

 

fonksiyonları birer daralma dönüşümüdür. 

Örnek 1.3.9. [5] 𝑑 Euclid metriği, 𝒮 = [0,100] × [−2,2] kümesi üzerinde 

tanımlansın. Ayrıca, her (𝑎, 𝑏)  ∈ 𝒮 için 𝒬: 𝒮 → 𝒮 fonksiyonu  

 

            𝒬(𝑎, 𝑏) = (2 + √𝑎2 − 8𝑎 + 40, tan−1
𝑏

2
) 
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olsun. Bu durumda 𝒬 bir daralma dönüşümüdür. 

Örnek 1.3.10. [5] 𝑑 maksimum metriği 𝒮 = ℝ3 kümesi üzerinde tanımlansın. Her 

𝜔 ∈ 𝒮 için  

 

𝐴 = (
1.2 0.1 −0.2
−0.1 0.8 0.4
0.5 −0.2 1.1

) ve 𝑏 = (
1
2
3
) 

 

olmak üzere 

 

            𝒬(𝜔) = 𝜔 − 𝐴𝜔 + 𝑏 

 

ile tanımlı 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir daralma dönüşümüdür. 

Daralma dönüşümleri düzgün sürekli dönüşümlerdir. Dolayısıyla herhangi bir 𝒬 

dönüşümü sürekli değilse bir daralma dönüşümü de olamaz. Buna karşın 𝒬 daralma 

dönüşümü olmasa bile, herhangi bir 𝑁 için 𝒬𝑁 daralma dönüşümü olabilir. Bu durum için 

aşağıdaki örnek verilebilir. 

Örnek 1.3.11. 𝒬: [0,2] → [0,2] dönüşümü 

 

            𝒬𝜔 = {
0, 𝜔 ∈ [0,1]

1, 𝜔 ∈ (1,2]
  

 

biçiminde verilmiş olsun. 𝒬 dönüşümü 𝜔 =  1 noktasında süreksizdir. Bu nedenle daralma 

dönüşümü değildir. Diğer taraftan, 𝒬2: [0,1] → {0}, 𝒬2𝜔 = 0 olup 𝒬2 bir daralma 

dönüşümüdür. Ayrıca 𝜔 =  0, 𝒬2 dönüşümünün tek sabit noktasıdır. 

1922 yılında Polonyalı matematikçi Stefan Banach ın doktora tezinde ortaya koyduğu 

‘‘Banach Daralma Prensibi (BCP)’’ olarak da adlandırılan sabit nokta teoremi ile metrik 

sabit nokta teorisinin temelleri atılmıştır. 

Teorem 1.3.12. (Banach Sabit Nokta Teoremi) [11] (𝒮, 𝑑) tam metrik uzay ve 

𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir daralma dönüşümü olsun. Bu durumda 𝒬 dönüşümü 𝒮 uzayında bir tek sabit 

noktaya sahiptir. Ayrıca, {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ Picard iterasyon dizisi her 𝜔0 ∈ 𝒮 için 𝒬 dönüşümünün 

sabit noktasına yakınsar. 

Örnek 1.3.8, Örnek 1.3.9 ve Örnek 1.3.10 da tanımlanan 𝒬 daralma dönüşümleri 

Banach sabit nokta teoremi gereğince tam metrik uzay üzerinde bir tek sabit noktaya sahiptir. 
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Diğer yandan her daralma dönüşümünün sabit noktası olması gerekmez. Ya da bir 

dönüşümün bir veya birden fazla sabit noktası olabilir. Ayrıca, tam olmayan metrik 

uzaylarda tanımlanan daralma dönüşümlerinin sabit noktaya sahip olması da gerekmez. 

Örneğin; 𝒮 = (0,1] kümesi mutlak değer metriği ile donatılsın. Bu durumda 𝒬𝜔 =
𝜔

3
 ile 

tanımlı 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir daralma dönüşümüdür, fakat sabit noktası yoktur. 

1968 yılında Bryant [11] Banach sabit nokta teoreminin bir genişlemesi olan aşağıdaki 

sonucu vermiştir. 

Teorem 1.3.13. (Bryant Sabit Nokta Teoremi) [11] (𝒮, 𝑑) tam metrik uzay ve 

𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Bazı 𝑁 ∈ ℕ için 𝒬𝑁 bir daralma dönüşümü ise 𝒬 dönüşümü 

bir tek sabit noktaya sahiptir. Ayrıca, {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ Picard iterasyon dizisi her 𝜔0 ∈ 𝒮 için 𝒬 

dönüşümünün sabit noktasına yakınsar. 

Tanım 1.3.14. [9] (𝒮, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Her  

𝜔,℘ ∈ 𝒮 ve 𝜔 ≠ ℘ için 

 

            𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) < 𝑑(𝜔,℘) 

 

ise 𝒬 dönüşümüne kesin daralma (contractive) dönüşümü denir. 

Örnek 1.3.15. 𝒮 = ℝ  ve 𝑑(𝜔,℘) = |𝜔 − ℘| alışılmış metriği verilsin. Bu durumda 

 

           𝒬: ℝ → ℝ 

                𝜔 → 𝒬𝜔 = 1 + ln(1 + 𝑒𝜔) 

 

ile tanımlanan dönüşüm kesin daralma olup daralma değildir. 

Edelstein [12] tam metrik uzaylarda 𝒬: 𝒮 → 𝒮 kesin daralma dönüşümünün sabit 

noktasının varlığının gerekli olmadığını gözlemlemiştir. Bunun yanında mevcut uzaya bazı 

koşullar ekleyerek kesin daralma dönüşümünün de bir tek sabit noktaya sahip olduğunu 

aşağıdaki teoremle ispatlamıştır. 

Teorem 1.3.16. (Edelstein Sabit Nokta Teoremi) [12] (𝒮, 𝑑) kompakt metrik uzay 

ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 kesin daralan bir dönüşüm olsun. Bu durumda 𝒬 bir tek sabit noktaya sahiptir. 

Tanım 1.3.17. [9] (𝒮, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Her  

𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 
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            𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝑑(𝜔,℘) 

 

ise 𝒬 dönüşümüne genişlemeyen (nonexpansive) dönüşüm denir. 

Örnek 1.3.18. 𝒮 = ℝ  kümesi üzerinde 𝑑 alışılmış metriği tanımlansın ve  

 

           𝒬: ℝ → ℝ 

                𝜔 → 𝒬𝜔 =
𝑥

2
− 𝑘, (𝑘 ≠ 0) 

 

olsun. Her 𝜔,℘ ∈ ℝ için 

 

            𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) =  |
𝑥

2
− 𝑘 −

℘

2
+ 𝑘| =

|𝑥 − ℘|

2
=
𝑑(𝜔,℘)

2
≤ 𝑑(𝜔,℘) 

 

sağlandığından 𝒬 dönüşümü genişlemeyen bir dönüşümdür. 

Yukarıda tanımlanan dönüşümler göz önüne alınarak aşağıdaki sonuç yazılabilir [8]. 

𝒬 daralma ⇒ 𝒬 kesin daralma ⇒ 𝒬 genişlemeyen ⇒ 𝒬 Lipschitzian.  

Fakat ters gerektirmeler her zaman doğru değildir. 

Tanım 1.3.19. [9] (𝒮, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Her 𝜔,℘ ∈

𝒮 ve α > 1 için  

 

            𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≥ α𝑑(𝜔,℘) 

 

ise 𝒬 dönüşümüne genişleyen (expansive) dönüşüm denir. 

Daralma dönüşümlerinin sürekli bir dönüşüm olduğundan bahsedilmişti. Şimdi 

süreklilik şartını gerektirmeyen daralma dönüşümleri için 1968 yılında Kannan aşağıdaki 

sabit nokta teoremini ispatlamıştır. 

Teorem 1.3.20. (Kannan Sabit Nokta Teoremi) [13] (𝒮, 𝑑) tam metrik uzay ve 

𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 

 

            𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝓀 [𝑑(𝜔, 𝒬𝜔) + 𝑑(℘, 𝒬℘)] 
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olacak şekilde bir 𝓀 ∈ [0,
1

2
) sabiti varsa 𝒬 dönüşümü bir tek sabit noktaya sahiptir. Ayrıca, 

{𝜔𝑛}𝑛∈ℕ Picard iterasyon dizisi her 𝜔0 ∈ 𝒮 için 𝒬 dönüşümünün sabit noktasına yakınsar. 

Kannan sabit nokta teoremi Banach sabit nokta teoreminin bir genelleştirmesi değildir. 

Ancak bu sonuç üzerinde çalışılan metrik uzayın tamlığını da sağladığından oldukça 

önemlidir. Subrahmanyam [14], Kannan daralma dönüşümünün metriğin tamlığına da 

karakterize ettiğini ispatlamıştır. Diğer bir değişle, 𝒮 metrik uzayının tam olması için gerek 

ve yeter koşul 𝒮 üzerindeki her Kannan dönüşümünün bir sabit noktaya sahip olmasıdır. Bu 

özelliğe Banach daralma dönüşümleri sahip değildir. 

1972 yılında Bianchini [15], Kannan daralma dönüşümünün bir genellemesini 

aşağıdaki gibi ifade etmiştir.  

Teorem 1.3.21. (Bianchini Sabit Nokta Teoremi) [15] (𝒮, 𝑑) tam metrik uzay olsun. 

Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 

 

            𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝓀 maks{𝑑(𝜔, 𝒬𝜔), 𝑑(℘, 𝒬℘)} 

 

olacak şekilde bir 𝓀 ∈ [0,1) sabiti varsa 𝒬: 𝒮 → 𝒮 dönüşümü bir tek sabit noktaya sahiptir. 

Sabit nokta teorisinin gelişiminde yer alan önemli teoremlerden bazıları aşağıdaki 

gibidir. 

Teorem 1.3.22. (Chatterjea Sabit Nokta Teoremi) [16] (𝒮, 𝑑) tam metrik uzay ve 

𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 

 

            𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝓀 [𝑑(𝜔, 𝒬℘) + 𝑑(℘, 𝒬𝜔)] 

 

olan bir 𝓀 ∈ [0,
1

2
) sabiti varsa, 𝒬 dönüşümü bir tek sabit noktaya sahiptir. 

Teorem 1.3.23. (Reich Sabit Nokta Teoremi) [17] (𝒮, 𝑑) tam metrik uzay üzerinde 

her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 

 

            𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝓀1𝑑(𝜔,℘) + 𝓀2𝑑(𝜔, 𝒬𝜔) + 𝓀3𝑑(℘, 𝒬℘) 

 

şartını sağlayan 𝓀1 + 𝓀2 + 𝓀3 < 1 özelliğindeki 𝓀1, 𝓀2, 𝓀3 ≥ 0 sabitleri varsa 𝒬: 𝒮 → 𝒮 

dönüşümü bir tek sabit noktaya sahiptir. 
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Teorem 1.3.24. (Hardy-Rogers Sabit Nokta Teoremi) [18] (𝒮, 𝑑) tam metrik uzay 

ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 

 

            𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝓀1𝑑(𝜔,℘) + 𝓀2𝑑(𝜔, 𝒬𝜔) + 𝓀3𝑑(℘, 𝒬℘) 

                                     + 𝓀4𝑑(𝜔, 𝒬℘) + 𝓀5𝑑(℘, 𝒬𝜔) 

 

olan 𝓀1 + 𝓀2 +𝓀3 + 𝓀4 + 𝓀5 < 1 özellikli 𝓀𝑖, 𝑖 = 1,… 5 ∈ ℝ+ sabitleri varsa 𝒬 

dönüşümü bir tek sabit noktaya sahiptir. 

Teorem 1.3.25. (Ciric Sabit Nokta Teoremi) [19]  (𝒮, 𝑑) tam metrik uzay ve  

𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için  

 

            𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝛼 maks {𝑑(𝜔,℘), 𝑑(𝜔, 𝒬𝜔), 𝑑(℘, 𝒬℘),
(𝜔, 𝒬℘) + 𝑑(℘, 𝒬𝜔)

2
} 

 

olan 𝛼 ∈ [0,1) sabiti varsa 𝒬 dönüşümüne Ciric daralma dönüşümü adı verilir ve bu 

dönüşüm 𝒮 üzerinde bir tek sabit noktaya sahiptir. 

2003 yılında Berinde tarafından hemen hemen (almost) daralma olarak adlandırılan 

yeni bir daralma dönüşümü aşağıdaki gibi ifade edilmiştir. 

Tanım 1.3.26. [20] (𝒮, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Her 

𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 

 

 𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝛿𝑑(𝜔,℘) + 𝐿𝑑(℘,𝒬𝜔) (1.1) 

 

olacak şekilde 𝛿 ∈ [0,1) ve 𝐿 ≥ 0 sabitleri varsa 𝒬 dönüşümüne hemen hemen daralma 

dönüşümü adı verilir. 

Uyarı 1.3.27. [10] (1.1) ile verilen hemen hemen daralma şartı simetrik değildir. Fakat, 

uzaklık kavramının simetrik olmasından dolayı (1.1) şartı her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 

 

 𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝛿𝑑(𝜔,℘) + 𝐿𝑑(𝜔, 𝒬℘) (1.2) 

 

ile belirtilen bir eşitsizliği de içerir. Sonuç olarak 𝒬 dönüşümünün hemen hemen daralma 

dönüşümü olduğu kontrol edilirken (1.1) ve (1.2) şartının her ikisi de incelenmelidir. 
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Önerme 1.3.28. [10] Kannan daralma dönüşümleri bir hemen hemen daralmadır. 

Gerçekten, üçgen eşitsizliğinden 

 

            𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝓀 [𝑑(𝜔, 𝒬𝜔) + 𝑑(℘, 𝒬℘)] 

                                  ≤ 𝓀 {[𝑑(𝜔,℘) + 𝑑(℘,𝒬𝜔)] + [𝑑(℘,𝒬𝜔) + 𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘)]} 

 

dir. Buradan (1 − 𝓀)𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝓀𝑑(𝜔,℘) + 2𝓀𝑑(℘,𝒬𝜔) olur ve her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 

 

           𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤
𝓀

1 − 𝓀
𝑑(𝜔,℘) +

2𝓀

1 − 𝓀
𝑑(𝜔, 𝒬℘) 

 

hemen hemen daralma şartı 𝓀 ∈ (0,
1

2
) için 𝛿 =

𝓀

1−𝓀
 ve 𝐿 =

2𝓀

1−𝓀
 ile sağlar. Ayrıca, Kannan 

daralma şartı simetrik olduğundan (1.2) şartını da sağlar. Böylece her Kannan daralma 

dönüşümü bir hemen hemen daralmadır. 

Önerme 1.3.29. [10] Teorem 1.3.22 de verilen Chatterjea daralma dönüşümleri de bir 

hemen hemen daralmadır. 

Önerme 1.3.30. [10] (𝒮, 𝑑) bir metrik uzay olsun. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 

 

           𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝓀1𝑑(𝜔,℘) + 𝓀2[𝑑(𝜔, 𝒬𝜔) + 𝑑(℘, 𝒬℘)] 

 

olan 𝓀1 + 2𝓀2 < 1 özelliğini gerçekleyen 𝓀1, 𝓀2 ≥ 0 sabitleri varsa 𝒬: 𝒮 → 𝒮 

dönüşümüne Ciric-Reich-Rus daralma dönüşümü adı verilir ve bu daralma aynı zamanda bir 

hemen hemen daralmadır. 

Önerme 1.3.31. [10] (𝒮, 𝑑) metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Her 𝜔,℘ ∈

𝒮 için 

 

𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ ℎ𝑀(𝜔,℘), 

 

           𝑀(𝜔,℘) = maks{𝑑(𝜔,℘), 𝑑(𝜔, 𝒬𝜔), 𝑑(℘, 𝒬℘), 𝑑(𝜔, 𝒬℘), 𝑑(℘,𝒬𝜔)} 

 

olan ℎ ∈ [0,1) sabiti varsa 𝒬 dönüşümüne quasi daralma dönüşümü adı verilir ve 0 < ℎ <
1

2
 

ise quasi daralmalar bir hemen hemen daralmadır. Diğer yandan ℎ <
1

2
 olması gerekli bir 
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şart değildir. Yani ℎ ≥
1

2
 olduğu durumda da hemen hemen daralma olan quasi daralmalar 

vardır.  

Örnek 1.3.32. [10] 𝒮 = [0,1] ve (𝒮, 𝑑) alışılmış metrik uzay olsun. 𝒬: 𝒮 → 𝒮 

fonksiyonu 

 

            𝒬𝜔 = {
    
2𝜔

3
,               𝑒ğ𝑒𝑟     0 ≤ 𝜔 <

1

2
        

2𝜔 + 1

3
,          𝑒ğ𝑒𝑟    

1

2
≤ 𝜔 ≤ 1       

 

 

olarak tanımlansın. Bu durumda 𝒬 dönüşümü için aşağıdaki koşullar sağlanır. 

 

(a) 𝛿 =
2

3
 ve 𝐿 = 6 sabitleri ile 𝒬 bir hemen hemen daralmadır ve 𝐹𝑖𝑥(𝒬) = {0,1} dir. 

(b) 𝒬 bir Banach, Kannan, Chatterjea ve quasi daralma dönüşümü de değildir. 

 

2003 yılında Berinde hemen hemen daralma dönüşümleri için aşağıdaki sabit nokta 

teoremini ifade etmiştir. 

Teorem 1.3.33. [20] (𝒮, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 hemen hemen daralma 

dönüşümü olsun. Bu durumda 𝒬 dönüşümü bir sabit noktaya sahiptir. 

Hemen hemen daralma dönüşümlerinin bir tek sabit noktaya sahip olması gerekmez. 

Eğer (1.1) ve (1.2) koşulları 𝐿1 ≥ 0 için  

 

• 𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝛿𝑑(𝜔,℘) + 𝐿1𝑑(𝜔, 𝒬𝜔), 

• 𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝛿𝑑(𝜔,℘) + 𝐿1𝑑(℘,𝒬℘), 

 

şartları ile değiştirilirse hemen hemen daralma dönüşümlerinin sabit noktasının tekliği 

garanti edilmiş olur. 

Babu ve ark. [21] Berinde tarafından tanımlanan hemen hemen daralma dönüşümlerini 

genelleyen yeni bir daralma dönüşümünü aşağıdaki gibi ifade etmişlerdir. 

Tanım 1.3.34. [21] (𝒮, 𝑑) metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 

için 

 

𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝓀𝑑(𝜔,℘) + 𝑝𝑁(𝜔,℘), 
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           𝑁(𝜔,℘) = min{𝑑(𝜔, 𝒬𝜔), 𝑑(℘,𝒬℘), 𝑑(𝜔, 𝒬℘), 𝑑(℘, 𝒬𝜔)} 

 

olan 𝓀 ∈ [0,1) ve 𝑝 ≥ 0 sabitleri varsa 𝒬 dönüşümüne genelleştirilmiş hemen hemen 

daralma dönüşümü adı verilir. 

Teorem 1.3.35. [21] (𝒮, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 genelleştirilmiş hemen 

hemen daralma dönüşümü olsun. Bu durumda 𝒬 dönüşümü bir tek sabit noktaya sahiptir. 

2008 yılında Suzuki [22] aşağıdaki sabit nokta teoremini ispatlamıştır. 

Teorem 1.3.36. (Suzuki Sabit Nokta Teoremi) [22] (𝒮, 𝑑) kompakt metrik uzay ve 

𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Artmayan bir 𝜃: [0,1) → (
1

2
, 1] fonksiyonu 

 

            𝜃(𝑟) = {

1,                     eğer     0 ≤ 𝑟 ≤ (√5 − 1) 2⁄

(1 − 𝑟). 𝑟−2,        eğer    (√5 − 1) 2⁄ ≤ 𝑟 ≤ 1 √2⁄

(1 + 𝑟)−1,           eğer    1 √2⁄ ≤ 𝑟 < 1                 

 

 

olarak tanımlansın. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 

 

            𝜃(𝑟)𝑑(𝜔, 𝒬𝜔) ≤ 𝑑(𝜔,℘) ⇒ 𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝑟𝑑(𝜔,℘) 

 

olacak şekilde 𝑟 ∈ [0,1) sabiti varsa 𝒬 dönüşümü bir tek sabit noktaya sahiptir. 

Suzuki 2009 yılında ise Edelstein sabit nokta teoreminin bir genişlemesi olan ve daha 

sonraki sabit nokta çalışmalarında Suzuki daralma olarak öncü kabul edilebilecek aşağıdaki 

sabit nokta teoremini ispatlamıştır. 

Teorem 1.3.37. [23] (𝒮, 𝑑) kompakt metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Her 

𝜔,℘ ∈ 𝒮 için, 

 

            
1

2
𝑑(𝜔, 𝒬𝜔) < 𝑑(𝜔,℘) ⇒ 𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) < 𝑑(𝜔,℘) 

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝒬 dönüşümü bir tek sabit noktaya sahiptir. 

Metrik sabit nokta teorisinde tek dönüşüm için elde edilen sabit nokta teoremlerinin 

yanı sıra birden fazla dönüşüm kullanılarak da elde edilen ortak sabit nokta çalışmaları 

mevcuttur. Bu çalışmalar Banach sabit nokta teoreminin iki veya daha fazla dönüşüm 

kullanılarak elde edilen genelleştirmelerini de içermektedir. 
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Tanım 1.3.38. [24] 𝒮 ≠ ∅ bir küme ve 𝒬,𝒦: 𝒮 → 𝒮 iki dönüşüm olsun. Her 𝜔 ∈ 𝒮 

için 𝒬𝜔 = 𝒦𝜔 = 𝜔 eşitliği sağlanırsa 𝜔 noktasına 𝒬 ve 𝒦 dönüşümlerinin ortak sabit 

noktası denir ve bu dönüşümlerin ortak sabit noktaları kümesi 𝐶𝐹𝑖𝑥{𝒬,𝒦} = {𝜔 ∈ 𝒮|  𝒬𝜔 =

𝒦𝜔 = 𝜔} ile gösterilir. 

Tanım 1.3.39. [24] 𝒮 ≠ ∅ bir küme ve 𝒬,𝒦: 𝒮 → 𝒮 tanımlı iki dönüşüm olsun.  

𝒬𝜔 = 𝒦𝜔 = 𝑐 olan 𝜔, 𝑐 ∈ 𝒮 noktaları varsa 𝜔 noktasına 𝒬 ve 𝒦 dönüşümlerinin çakışma 

noktası (coincidence point) ve 𝑐 ∈ 𝒮 noktasına ise çakışılan nokta denir. 

Örnek 1.3.40. 𝒮 = [0,2] olmak üzere Şekil 2 de tanımlanan fonksiyonların grafiğinde 

A noktası ortak sabit nokta ve B noktası ise çakışma noktasıdır. 

 

 

Şekil 2. 𝒬(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑥) + 1 ve 𝒦(𝑥) = 𝑥2 

dönüşümlerinin ortak sabit noktaları 

 

Tanım 1.3.41. [25] (𝒮, 𝑑) metrik uzay ve 𝒬,𝒦: 𝒮 → 𝒮 iki dönüşüm olsun. Her 𝜔 ∈ 𝒮 

için 𝑑(𝒬𝒦𝜔,𝒦𝒬𝜔) = 0 ise 𝒬 ve 𝒦 dönüşümlerine değişmeli (commuting) dönüşümler 

denir. 

Tanım 1.3.42 [26] (𝒮, 𝑑) metrik uzayında tanımlanan 𝒬,𝒦: 𝒮 → 𝒮 dönüşümleri her 

𝜔 ∈ 𝒮 için 𝑑(𝒬𝒦𝜔,𝒦𝒬𝜔) ≤ 𝑑(𝒦𝜔,𝒬𝜔) koşulunu sağlarsa bu dönüşümlere zayıf 

değişmeli (weakly commuting) dönüşümler adı verilir. 

Tanım 1.3.43. [24] (𝒮, 𝑑) metrik uzay ve 𝒬,𝒦: 𝒮 → 𝒮 iki dönüşüm olsun. 𝒮 uzayında 

bazı 𝑡 ∈ 𝒮 noktaları için lim
𝑛→∞

𝒬𝜔𝑛 = lim
𝑛→∞

𝒦𝜔𝑛 = 𝑡 şartını sağlayan (𝜔𝑛) dizisi için 
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lim
𝑛→∞

(𝒬𝒦𝜔𝑛, 𝒦𝒬𝜔𝑛) = 0 ise 𝒬 ve 𝒦 dönüşümlerine uyumlu (compatible) dönüşümler 

denir. 

Tanım 1.3.44. [24] (𝒮, 𝑑) metrik uzay ve 𝒬,𝒦: 𝒮 → 𝒮 iki dönüşüm olsun. 𝒬 ve 𝒦 

dönüşümleri çakışma noktalarında değişmeli ise bu dönüşümlere zayıf uyumlu (weakly 

compatible) dönüşümler denir. Yani, 𝒬𝑢 = 𝒦𝑢 iken 𝒬𝒦𝑢 = 𝒦𝒬𝑢 olan 𝑢 ∈ 𝒮 noktaları 

vardır. 

Yukarıdaki tanımlar göz önüne alındığında iki dönüşüm için aşağıdaki çıkarım 

yapılabilir: 

Değişmeli dönüşümler ⇒ Zayıf değişmeli dönüşümler ⇒ Uyumlu dönüşümler. 

Örnek 1.3.45. [27] 𝒮 = ℝ üzerinde 𝒬,𝒦: 𝒮 → 𝒮 dönüşümleri 𝒬(𝜔) =
𝜔

3
 ve  

𝒦(𝜔) = 𝜔2 ile tanımlansın. Bu durumda 𝜔 = 0 ve 𝜔 =
1

3
 noktaları birer çakışma 

noktalarıdır. Ayrıca 

 

           𝒬𝒦(0) = 𝒦𝒬(0) = 0 

 

olduğundan 0 noktasında değişmelidirler. Dolayısıyla bu noktada zayıf uyumludur. Fakat  

 

𝒬𝒦 (
1

3
) = 𝒬 (

1

9
) =

1

27
 ve 𝒦𝒬 (

1

3
) = 𝒦 (

1

9
) =

1

81
 

 

olduğundan 𝜔 =
1

3
 noktasında değişmeli olmadığı ve sonuç olarak zayıf uyumlu olmadıkları 

da açıktır. 

Ciric ve ark. [28] aşağıdaki sabit nokta teoremini iki dönüşüm için ispatlamışlardır. 

Teorem 1.3.46. [28] (𝒮, 𝑑) bir tam metrik uzay ve 𝒬,𝒦: 𝒮 → 𝒮 iki dönüşüm olsun. 

Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 

 

           𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝓀 maks {𝑑(𝜔,℘), 𝑑(𝜔, 𝒬𝜔), 𝑑(℘,𝒦℘),
𝑑(𝜔,𝒦℘) + 𝑑(℘, 𝒬𝜔)

2
} 

                                    +𝑝min{𝑑(𝜔, 𝒬𝜔), 𝑑(℘,𝒦℘), 𝑑(𝜔,𝒦℘), 𝑑(℘, 𝒬𝜔)} 

 

ifadesini sağlayan 𝓀 ∈ [0,1) ve 𝑝 ≥ 0 sabitleri varsa 𝒬 ve 𝒦 dönüşümleri bir tek ortak sabit 

noktaya sahiptir. 
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1.4. Banach Sabit Nokta Teoreminin Yardımcı Fonksiyonlar Yardımı ile Elde 

Edilen Genellemeleri 

 

Bu çalışmanın ikinci bölümünü oluşturan ‘‘yapılan çalışmalar’’ kısmında kullanılacak 

olan bazı yardımcı fonksiyon sınıflarına ve bunların özellikleri ile çeşitli örneklere yer 

verilecektir. 

 

1.4.1. Geraghty Daralma Dönüşümleri 

 

Geraghty daralma dönüşümleri 1973 yılında Geraghty tarafından tanımlanmıştır. 

lim
𝑛→∞

𝛽(𝜄𝑛) = 1 ⇒ lim
𝑛→∞

𝜄𝑛 = 0 özelliğine sahip 𝛽: [0,∞) → [0,1) fonksiyonların sınıfı 

𝐵 olsun [29]. 

Teorem 1.4.1. [29] (𝒮, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Her 

𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 

 

            𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝛽(𝑑(𝜔,℘))𝑑(𝜔,℘) 

 

olan 𝛽 ∈ 𝐵 fonksiyonu varsa 𝒬 dönüşümü 𝒮 uzayında bir tek sabit noktaya sahiptir. 

[30] da Geraghty daralma dönüşümlerinin bir genellemesi aşağıdaki gibi ifade 

edilmiştir. 

𝜏 ≥ 1 bir reel sayı ve 𝛽: [0,∞) → [0,
1

𝜏
) fonksiyonların sınıfı 𝐵𝜏 olmak üzere 

lim
𝑛→∞

𝛽(𝜄𝑛) =
1

𝜏
 ise lim

𝑛→∞
𝜄𝑛 = 0 dir. 

Örnek 1.4.2. [30] Aşağıdaki gibi tanımlanan 𝛽: [0,∞) → [0,
1

𝜏
) fonksiyonlar 𝐵𝜏 

sınıfına aittir. 

 

(i)  Bazı 𝜏 ≥ 1 için 𝛽(𝜄) =
exp(−𝜏)

𝜄
 dir. 

(ii) 𝛽(𝜄) =
1

𝜏(1+𝜄2)
 dir. 
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1.4.2. İntegral Tipi Daralma Dönüşümleri 

 

Banach daralma dönüşümünün genelleştirmelerinden birisi de integral tipindeki 

daralma dönüşümleridir. İlk olarak Branciari [31] 2002 yılında tam metrik uzaylarda integral 

tipindeki daralma dönüşümlerinin sabit noktalarının varlığını ve tekliğini ispat eden bir 

teoremi aşağıdaki fonksiyon sınıfını kullanarak ifade etmiştir. 

Tanım 1.4.3. [31] ℐ: = {𝜇:ℝ+ → ℝ+| 𝜇 Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon} 

sınıfı aşağıdaki koşuları sağlasın. 

 

(𝜇1) 𝜇 non-negatiftir, 

(𝜇2) 𝜇, ℝ+ nin her kompakt alt kümesi üzerinde toplanabilirdir, 

(𝜇3) her bir 𝜀 >  0 için ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ > 0
𝜀

0
 dır. 

 

Örnek 1.4.4. 𝜇:ℝ+ → ℝ+ fonksiyonları aşağıdaki gibi tanımlansın. 

 

(i)  𝜇: ℝ+ → ℝ+ 

            ϫ   → 𝜇(ϫ) = 2ϫ, 

(ii) 𝜇:ℝ+ → ℝ+ 

            ϫ   → 𝜇(ϫ) = 𝑒ϫ. 

 

Bu durumda 𝜇 ∈ ℐ dir. 

Branciari [31] Banach sabit nokta teoremini integral tipindeki daralma dönüşümlerine 

genelleyen aşağıdaki sabit nokta teoremini ispatlamıştır. 

Teorem 1.4.5. [31] (𝒮, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Her 

𝜔,℘ ∈ 𝒮 için  

 

             ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ ≤ 𝑘

𝑑(𝒬𝜔,𝒬℘)

0

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝑑(𝜔,℘)

0

 

 

ifadesini sağlayan 𝑘 ∈ (0,1) sabiti ve 𝜇 ∈ ℐ fonksiyonu varsa 𝒬 dönüşümü 𝒮 uzayında bir 

tek sabit noktaya sahiptir. 



24 

 

 

 

Yukarıdaki teoremde 𝜇(ϫ) = 1 alınırsa bu sonuç Banach sabit nokta teoremine 

indirgenir. 

Lemma 1.4.6. [32] 𝜇 ∈ ℐ ve {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizisi 𝜔∗ noktasına yakınsak pozitif değerli bir 

dizi olsun. Bu durumda 

 

           lim
𝑛→∞

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜔𝑛

0

= ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜔∗

0

 

 

ve 

 

           lim
𝑛→∞

𝜔𝑛 = 𝜔
∗ ⇔ lim

𝑛→∞
∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜔𝑛

0

= 0 

 

dır. 

 

1.4.3. 𝑭 − Daralma Dönüşümleri 

 

2012 yılındaki bir çalışmada D. Wardowski [33] aşağıdaki özelliklere sahip olan bir 

fonksiyon kullanarak yeni bir daralma dönüşümü tanımlamıştır ve bu dönüşüm 𝐹 −daralma 

dönüşümü olarak isimlendirilmiştir. 

ℱ aşağıdaki koşulları sağlayan tüm 𝐹:ℝ+   →  ℝ fonksiyonların bir sınıfı olsun: 

 

(𝐹1) 𝐹 kesin artandır, yani her 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ+ için 𝛼 <  𝛽  iken 𝐹(𝛼) < 𝐹(𝛽) dır, 

(𝐹2) Pozitif sayıların her {𝑎𝑛} dizisi için  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0 ⇔  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝐹(𝑎𝑛) = −∞ dır, 

(𝐹3)  𝑙𝑖𝑚
α→0+

α𝑘𝐹(𝛼) = 0 olan bir 𝑘 ∈ (0,1) sabiti vardır. 

 

Tanım 1.4.7. [33] (𝒮, 𝑑) metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. 𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) >

0 şartını sağlayan her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 

 

 𝜅 + 𝐹(𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘)) ≤ 𝐹(𝑑(𝜔,℘)) (1.3) 
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olan bir 𝜅 >  0 sayısı varsa 𝒬 dönüşümüne bir 𝐹 −daralma dönüşümü adı verilir. 

Aşağıda ℱ ailesine ait bazı fonksiyon örnekleri verilmiştir. Bu örnekler yardımıyla 

literatürde bulunan bazı daralma dönüşümlerinin bir 𝐹 −daralma dönüşümü oldukları 

görülür. 

Örnek 1.4.8. [33] 𝐹𝔞: ℝ+ → ℝ dönüşümü 𝐹𝔞(𝛼) = ln 𝛼 olarak tanımlansın. Bu 

durumda 𝐹𝔞 ∈ ℱ olduğu açıktır. 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir 𝐹𝔞 −daralma dönüşümü ise bu durumda 

𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) > 0 olan her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 ve 𝒬𝜔 ≠ 𝒬℘ için  

 

            𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝑒−𝜅𝑑(𝜔,℘) 

 

sağlanır. Aynı zamanda 𝒬𝜔 = 𝒬℘ şartını sağlayan 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için de (1.3) eşitsizliği sağlanır. 

𝒬 dönüşümü α = 𝑒−𝜅 olmak üzere bir Lipschitz dönüşümüdür. Α = 𝑒−𝜅 < 1 olduğundan 𝒬 

bir daralma dönüşümüdür. Dolayısıyla her daralma dönüşümü 𝐹𝔞 −daralma dönüşümüdür. 

Örnek 1.4.9. [33] 𝐹𝔟: ℝ+ → ℝ dönüşümü 𝐹𝔟(α) = ln α + α olarak tanımlansın. Bu 

durumda 𝐹𝔟 ∈ ℱ olduğu açıktır. 𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) > 0 ise her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 ve 𝒬𝜔 ≠ 𝒬℘ için 

 

            
𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘)

𝑑(𝜔,℘)
𝑒𝑑(𝒬𝜔,𝒬℘)−𝑑(𝜔,℘) ≤ 𝑒−𝜅 

 

ifadesi sağlanır. Bu durumda 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir 𝐹 −daralma dönüşümüdür. 

Örnek 1.4.10. [33] 𝐹𝔠: ℝ+ → ℝ dönüşümü 𝐹𝔠(𝛼) =
−1

√𝛼
 olsun. 𝐹𝔠 ∈ ℱ olduğu açıktır 

𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) > 0 olan her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 ve 𝒬𝜔 ≠ 𝒬℘ için 

 

            𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤
1

(1 + 𝜅√𝑑(𝜔,℘))
2 𝑑(𝜔,℘) 

 

eşitsizliği sağlandığından 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir 𝐹 −daralma dönüşümüdür. 

Örnek 1.4.11. [33] 𝐹𝔡: ℝ+ → ℝ dönüşümü 𝐹𝔡(α) = 𝑙𝑛(α2 + α) olarak tanımlansın. 

𝐹𝔡 ∈ ℱ dir. 𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) > 0 olan her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 ve 𝒬𝜔 ≠ 𝒬℘ için  

 

            
𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘)(𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) + 1)

𝑑(𝜔,℘)(𝑑(𝜔,℘) + 1)
≤ 𝑒−𝜅 
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sağlandığından 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir 𝐹 −daralmadır. 

Not 1.4.12. [33] (𝐹1) ve (1.1) eşitsizliğinden her 𝐹 −daralma dönüşümü, bir kesin 

daralma dönüşümüdür. 𝒬 bir 𝐹 −daralma ise 𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) > 0 şartını sağlayan her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 

için  

 

            𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) < 𝑑(𝜔,℘) 

 

olur. Böylece her 𝐹 −daralma dönüşümü aynı zamanda sürekli dönüşümdür. 

Not 1.4.13. [33] 𝐹𝓊 , 𝐹𝓋 ∈ ℱ olsun. Her α >  0 için 𝐹𝓊(α) ≤ 𝐹𝓋(α) ve ℊ = 𝐹𝓋 − 𝐹𝓊 

azalmayan bir dönüşüm ise her 𝐹𝓊 −daralma dönüşümü bir 𝐹𝓋 −daralma dönüşümüdür. 

Gerçekten Not 1.4.12 den 𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) > 0 şartını sağlayan her 𝜔,℘ ∈ 𝒮, 𝒬𝜔 ≠ 𝒬℘ için 

 

            ℊ(𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘)) ≤ ℊ(𝑑(𝜔,℘)) 

 

olur. Böylece 𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) > 0 şartını sağlayan her 𝜔,℘ ∈ 𝒮, 𝒬𝜔 ≠ 𝒬℘ için 

 

            𝜅 + 𝐹𝓋(( 𝒬𝜔, 𝒬℘ )) = 𝜅 + 𝐹𝓊(( 𝒬𝜔, 𝒬℘ )) + ℊ( 𝑑( 𝒬𝜔, 𝒬℘ )) 

                                                  ≤ 𝐹𝓊((𝜔,℘)) + ℊ(𝑑(𝜔,℘)) 

                                                  = 𝐹𝓋((𝜔,℘)) 

 

elde edilir. 

2012 yılında D. Wardowski, 𝐹 −daralma dönüşümlerini kullanarak aşağıdaki teoremi 

ifade etmiştir. 

Teorem 1.4.14. [33] (𝒮, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir 𝐹 −daralma dönüşümü 

olsun. 𝒬 dönüşümü 𝒮 uzayında bir tek 𝑧 ∈ 𝒮 sabit noktasına sahiptir. Üstelik her bir 𝜔0 ∈ 𝒮 

için {𝒬𝑛𝜔0} Picard iterasyon dizisi 𝑧 ∈ 𝒮 noktasına yakınsar. 

𝐹 −daralma dönüşümünün bir genelleştirmesi aşağıdaki gibi ifade edilmiştir. 

Tanım 1.4.15. [34] (𝒮, 𝑑) metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir 𝐹 −daralma dönüşümü olsun. 

𝐹 ∈ ℱ ve 𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) > 0 şartını sağlayan her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için  

 

           𝑀(𝜔,℘) = maks {𝑑(𝜔,℘), 𝑑(𝜔, 𝒬𝜔), 𝑑(℘,𝒬℘),
1

2
[𝑑(𝜔, 𝒬℘) + 𝑑(℘, 𝒬𝜔)]} 
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olmak üzere 

            𝜅 + 𝐹(𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘)) ≤ 𝐹(𝑀(𝜔,℘)) 

 

eşitsizliğini sağlayan bir 𝜅 > 0 sabiti varsa 𝒬 dönüşümüne genelleştirilmiş Ciric 𝐹 −daralma 

dönüşümü denir. 

Hussain ve Salimi [35] 𝐹 −daralma dönüşümlerini genelleştirmek için 𝜅 > 0 sabitini 

göz önüne alarak yeni bir fonksiyon ailesini aşağıdaki gibi tanımlamıştır. 

∆ℑ aşağıdaki (ℑ) özelliğini sağlayan tüm ℑ:ℝ+
4  → ℝ fonksiyonlarının bir ailesi olsun. 

 

(ℑ) Her 𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4 ∈ ℝ+ için 𝜄1𝜄2𝜄3𝜄4 = 0 ⇒ ℑ(𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4) = 𝜅 olan 𝜅 > 0 vardır. 

 

Örnek 1.4.16. [35] 𝜅 > 0 ve 𝑃 ∈ ℝ+ olsun. 𝑖 = 1,2,3 için ℑ𝑖: ℝ+
4 → ℝ tanımlanan 

fonksiyonları ∆ℑ sınıfına aittir. 

 

(i)    ℑ1(𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4) = 𝑃 min{𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4} + 𝜅. 

(ii)   ℑ2(𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4) = 𝜅𝑒
𝑃 min{𝜄1,𝜄2,𝜄3,𝜄4}. 

(iii) ℑ3(𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4) = 𝑃 ln(min{𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4} + 1)  + 𝜅. 

 

Ayrıca, Hussain ve Salimi [35] ℑ fonksiyonunu kullanarak 𝛼 − 𝜂 − ℑ𝐹 −daralma 

dönüşümünü tanımlamış ve tam metrik uzayda aşağıdaki sabit nokta teoremini elde 

etmişlerdir. 

Tanım 1.4.17. [35] (𝒮, 𝑑) metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 

için 𝛼, 𝜂: 𝒮 × 𝒮 → [0,∞) fonksiyonu 

 

• 𝛼(𝜔,℘) ≥ 1 ⇒ 𝛼(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≥ 1 (𝛼 −geçişli (admissible)), 

• 𝛼(𝜔,℘) ≥ 𝜂(𝜔,℘) ⇒ 𝛼(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≥ 𝜂(𝒬𝜔, 𝒬℘) (𝜂 fonksiyonuna göre 𝛼 −geçişli), 

 

koşullarını sağlasın. Bu durumda 𝜂(𝜔, 𝒬𝜔) ≤ 𝛼(𝜔,℘) ve 𝑑( 𝒬𝜔, 𝒬℘) > 0 iken 

 

            ℑ(𝑑(𝜔, 𝒬𝜔), 𝑑(℘, 𝒬℘), 𝑑(𝜔, 𝒬℘), 𝑑(℘,𝒬𝜔)) + 𝐹(𝑑( 𝒬𝜔, 𝒬℘)) ≤ 𝐹(𝑑(𝜔,℘)) 
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ifadesini sağlayan ℑ ∈ ∆ℑ ve 𝐹 ∈ ℱ fonksiyonları varsa  𝒬: 𝒮 → 𝒮 dönüşümüne  

𝛼 − 𝜂 − ℑ𝐹 −daralma dönüşümü adı verilir. 

Teorem 1.4.18.[35] (𝒮, 𝑑) tam metrik uzay olsun ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 dönüşümü aşağıdaki 

şartları sağlasın. 

 

(i)  𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 𝛼(𝜔,℘) ≥ 𝜂(𝜔,℘) ise 𝛼(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≥ 𝜂(𝒬𝜔, 𝒬℘) dir, 

(ii)  𝒬 bir 𝛼 − 𝜂 − ℑ𝐹 −daralma dönüşümüdür, 

(iii) 𝛼(𝜔0, 𝒬𝜔0) ≥ 𝜂(𝜔0, 𝒬𝜔0) olacak şekilde 𝜔0 ∈ 𝒮 vardır, 

(iv) 𝒬 bir 𝛼 − 𝜂 −sürekli dönüşümdür. 

 

Bu durumda 𝒬 dönüşümü 𝒮 uzayında bir sabit noktaya sahiptir. Ayrıca, her  

𝜔,℘ ∈ 𝐹𝑖𝑥( 𝒬) için 𝛼(𝜔,℘) ≥ 𝜂(𝜔,𝜔) ise 𝒬 dönüşümünün sabit noktası tektir. 

 

1.4.4. 𝑪 − Sınıfı Daralma Dönüşümleri 

 

𝐶 −sınıfı fonksiyonlar 2014 yılında A.H. Ansari [36] tarafından aşağıdaki gibi 

tanımlanmıştır. 

Tanım 1.4.19. [36] 𝒢: [0,∞) × [0,∞) → ℝ fonksiyonu sürekli ve her 𝓅, 𝓆 ∈ [0,∞) 

için aşağıdaki şartları sağlarsa 𝐶 −sınıfı fonksiyon olarak adlandırılır. 

 

(𝒢1) 𝒢(𝓅, 𝓆) ≤ 𝓅 dir, 

(𝒢2) 𝒢(𝓅, 𝓆) = 𝓅 ⇒ 𝓅 = 0 veya 𝓆 = 0 dır. 

 

Tüm 𝐶 −sınıfı fonksiyonlar 𝒞 ile gösterilecektir. 

Örnek 1.4.20. [36] Aşağıdaki fonksiyonlar her 𝓅, 𝓆 ∈ [0,∞) için 𝒞 sınıfının 

elemanlarıdır. 

 

(i)   𝒢1(𝓅, 𝑞) = 𝓅 − 𝓆 dır, 

(ii)  0 <  𝑚 <  1 olmak üzere 𝒢2(𝓅, 𝓆) = 𝑚𝓅 dir, 

(iii) 𝒢3(𝓅, 𝓆) =
𝓅

(1+𝓆)𝑟
, 𝑟 ∈ (0,∞) dir, 

(iv) 𝛽: [0,∞) → [0,∞) sürekli bir fonksiyon olmak üzere 𝒢4(𝓅, 𝓆) = 𝓅𝛽(𝓅) dir, 

(v)  𝒢5(𝓅, 𝓆) = √ln(1 + 𝓅𝑛)
𝑛

  dir. 
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Ayrıca, 𝐶 −sınıfı fonksiyonların uygulanmasında kullanılan bazı yardımcı fonksiyon 

sınıfları aşağıdaki gibidir. 

Tanım 1.4.21. [36] Ω sınıfı Φ: [0,∞) → [0,∞) tanımlı aşağıdaki özellikleri sağlayan 

tüm fonksiyonları temsil etsin.  

 

(Φ1) Φ sürekli ve azalmayan bir fonksiyondur, 

(Φ2) Φ(𝜄) = 0 ⇔ 𝜄 =  0 dır. 

 

Bu durumda Φ fonksiyonuna uzaklık değiştiren (altering distance) fonksiyonu denir. 

Tanım1.4.22. [36] Π, ϑ: [0,∞) → [0,∞) tanımlanan tüm fonksiyonların sınıfı olmak 

üzere aşağıdaki koşulları sağlayan ϑ fonksiyonu ultra uzaklık değiştiren (ultra altering 

distance) fonksiyon olarak adlandırılır. 

 

(𝜗1) ϑ süreklidir, 

(𝜗2) her 𝜄 > 0 için ϑ(𝜄) > 0 dır. 

 

Son olarak Ansari aşağıdaki sabit nokta teoremini elde etmiştir. 

Teorem 1.4.23. [36] (𝒮, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Her 

𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 

 

            𝒽(𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘)) ≤ 𝒢 (Φ(𝑑(𝜔,℘)), ϑ(𝑑(𝜔,℘))) 

 

ifadesi sağlanacak şekilde 𝒢 ∈ 𝒞, Φ ∈ Ω, ve ϑ ∈ Π fonksiyonları var olsun. Ayrıca,  

𝒽:ℝ+ → ℝ+ fonksiyonu için 𝒽(𝜄) ≥ 𝜄 sağlansın. Bu durumda 𝒬 dönüşümü 𝒮 uzayında bir 

tek sabit noktaya sahiptir. 

 

1.4.5. 𝚯−Daralma Dönüşümü 

 

Jleli ve Samet [37] 2014 yılında Θ sınıfı adını verdikleri aşağıdaki özellikleri sağlayan 

yeni bir fonksiyon sınıfı tanımlamışlardır. 

Tanım 1.4.24. [37] Θ = {𝜃|  𝜃: (0,∞) → (1,∞)} aşağıdaki özellikleri sağlayan 

fonksiyonların bir ailesi olsun. 
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(𝜃1) 𝜃 azalmayandır, 

(𝜃2) her bir {𝜄𝑛} ⊂ (0,∞) dizisi için lim
𝑛→∞

𝜃(𝜄𝑛) = 1 ⇔ lim
𝑛→∞

𝜄𝑛 = 0+ dır, 

(𝜃3) 𝑟 ∈ (0,1) ve 𝑙 ∈ (0,∞] için lim
𝜄→0+

𝜃(𝜄)

𝜄𝑟
= 𝑙 dir. 

 

Θ sınıfı kullanılarak Banach daralma dönüşümünü genelleyen yeni bir sabit nokta 

teoremi elde edilmiş ve bu teoremdeki eşitsizlik 𝜃 −daralma şartı olarak adlandırılmıştır. 

Teorem 1.4.25. [37] (𝒮, 𝑑) tam genelleştirilmiş metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm 

olsun. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için  

 

           𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≠ 0 ⇒ 𝜃(𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘)) ≤ [𝜃(𝑑(𝜔,℘))]
𝑘
 

 

olan 𝜃 ∈ Θ fonksiyonu ve 𝑘 ∈ (0,1) sabiti varsa 𝒬 dönüşümü 𝒮 uzayında bir tek sabit 

noktaya sahiptir. 

Ayrıca (𝜃3) koşulu yerine aşağıdaki koşul eklenerek yeni bir sınıf elde edilmiştir [38]. 

 

(𝜃3
′) 𝜃 süreklidir. 

 

(𝜃1), (𝜃2) ve (𝜃3
′) şartlarını sağlayan fonksiyonların sınıfı Θ̂ ile gösterilsin. 

Örnek 1.4.26. [38]  χ > 0 için aşağıda verilen 𝛾 fonksiyonları Θ̂ sınıfındadır. Aynı 

zamanda   𝛾1, 𝛾2, 𝛾3 ∈ Θ dır. 

 

(i)   𝛾1(𝜒) = 𝑒𝜒 dir, 

(ii)  𝛾2(𝜒) = 𝑒√𝜒 dir, 

(iii) 𝛾3(𝜒) = 𝑒√𝜒𝑒
𝜒
 dir, 

(iv) 𝛾4(𝜒) = cosh 𝜒 dir, 

(v)  𝛾5(𝜒) = 1 + ln(1 + 𝜒) dir, 

(vi) 𝛾6(𝜒) = 𝑒
𝜒𝑒𝜒 dir. 
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1.4.6. Simülasyon Fonksiyonlar 

 

Simülasyon fonksiyonlar ilk olarak Khojasteh ve ark. [39] tarafından 2015 yılında 

tanımlanmıştır. 

ℴ(𝜄) = 0 ⇔ ℴ = 0 şartını sağlayan ℴ: [0,∞) → [0,∞) tanımlı tüm sürekli ve kesin 

artan fonksiyonların sınıfı Ψ olsun. 

Tanım 1.4.27. 𝒳: [0,∞) × [0,∞) → ℝ fonksiyonu tanımlansın. Her 𝔞, 𝔟 > 0, λ ≥ 1 

ve ℴ ∈ Ψ için aşağıdaki şartlar sağlansın. 

 

(𝒳1) 𝒳(0,0) = 0 dır, 

(𝒳2) 𝒳(𝔞, 𝔟) < 𝔟 − 𝔞 dır, 

(𝒳2′) 𝒳(𝔞, 𝔟) < ℴ(𝔟) − ℴ(𝔞) dır 

(𝒳2
′′) 𝒳(𝔞, 𝔟) < ℴ(𝔟) − ℴ(𝜏λ𝔞) dır, 

(𝒳3) {𝔞𝑛}, {𝔟𝑛} ⊂ (0,∞) olmak üzere lim
𝑛→∞

𝔞𝑛 = lim
𝑛→∞

 𝔟𝑛 > 0 iken 

limsup
𝑛→∞

𝒳(𝔞𝑛, 𝔟𝑛) < 0 dır, 

(𝒳3′) {𝔞𝑛}, {𝔟𝑛} ⊂ (0,∞) olmak üzere lim
𝑛→∞

𝔞𝑛 = lim
𝑛→∞

 𝔟𝑛 > 0 ve 𝔞𝑛 ≤ 𝔟𝑛 iken 

limsup
𝑛→∞

𝒳(𝔞𝑛, 𝔟𝑛) < 0 dır. 

 

Aşağıdaki tabloda sağladığı koşullar altında isimlendirilen simülasyon fonksiyonlar ve 

tüm simülasyon fonksiyonların oluşturduğu sınıflar gösterilmiştir. 

 

Tablo 1. Simülasyon fonksiyonlar 

𝒳: [0,∞) × [0,∞) → ℝ 

fonksiyonunun sağladığı koşullar 
Simülasyon fonksiyonlar Sınıf 

(𝒳1), (𝒳2), (𝒳3) 
Khojasteh ve ark. [39] tarafından tanımlanan 

simülasyon fonksiyondur.  
𝑍 

(𝒳2), (𝒳3) 
Argoubi ve ark. [40] tarafından tanımlanan 

simülasyon fonksiyondur.  
𝑍𝒶 

(𝒳1), (𝒳2), (𝒳3′) 
Roldan Lopez de Hierro ve ark. [41] tarafından 

tanımlanan simülasyon fonksiyondur. 
𝑍𝓇 

(𝒳2′), (𝒳3) 
Joonaghany ve ark. [42] tarafından tanımlanan 

Ψ−simülasyon fonksiyondur.  
𝑍𝒿 

(𝒳2
′′), (𝒳3′) 

Zoto ve ark. [43] tarafından tamamlanan 

Ψ𝜏 −simülasyon fonksiyondur. 
𝑍𝔷 
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Örnek 1.4.28. [39,42,43] 𝒳𝑖: [0,∞) × [0,∞) → ℝ bir fonksiyon ve 𝔞, 𝔟 ∈ [0,∞) 

olsun. 

 

(i)  ℴ(𝔞) = 𝜙(𝔞) = 0 ⇔ 𝔞 =  0 ve her 𝔞 > 0 için ℴ(𝔞) < 𝔞 ≤ 𝜙(𝔞) ifadesini sağlayan 

ℴ,𝜙: [0,∞) → [0,∞) iki sürekli fonksiyon olsun. 𝒳1(𝔞, 𝔟) = ℴ(𝔟) − 𝜙(𝔞) 

fonksiyonu için 𝒳1 ∈ 𝑍 dir. 

(ii) Her 𝔞, 𝔟 > 0 için 𝒻(𝔞, 𝔟) > ℊ(𝔞, 𝔟) ifadesini sağlayan 𝒻, ℊ: [0,∞) → (0,∞) iki 

sürekli fonksiyon olsun. Bu durumda 𝒳2(𝔞, 𝔟) = 𝔟 −
𝒻(𝔞,𝔟)

ℊ(𝔞,𝔟)
 fonksiyonu 𝑍 sınıfına 

aittir. 

(iii) Γ(𝔞) = 0 ⇔ 𝔞 = 0 ifadesini sağlayan Γ: [0,∞) → [0,∞) sürekli bir fonksiyon 

olsun. 𝒳3(𝔞, 𝔟) = 𝔟 − 𝛤(𝔟) − 𝔞 ise 𝒳3 ∈ 𝑍 dir. 

(iv) Her 𝔞 > 0 için 𝒽(𝛼) < 𝛼 ve 𝒽(0) = 0 olacak şekilde 𝒽: [0,∞) → [0,∞) üstten 

yarı sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda 𝒳4(𝔞, 𝔟) = 𝔟𝒽(𝔟) − 𝔞 fonksiyonu 𝑍 

sınıfındadır. 

(v) Her 𝜀 >  0 için ∫ ℓ(𝜄)
𝜀

0
𝑑𝜄 mevcut ve ∫ ℓ(𝜄)

𝜀

0
𝑑𝜄 > 𝜀 ifadesini sağlayan 

ℓ: [0,∞) → [0,∞) fonksiyonu verilsin. Bu durumda 

 

                  𝒳5(𝔞, 𝔟) = 𝔟 − ∫ ℓ(𝜄)𝑑𝜄

𝛼

0

 

 

fonksiyonu için 𝒳5 ∈ 𝑍 olur. 

(vi) Her 𝔟 >  0 için limsup
𝔞→𝔟

 𝜙(𝔞) < 1 ifadesini sağlayan 𝜙: [0,∞) → [0,∞) bir 

fonksiyon olsun. 𝒳6(𝔞, 𝔟) = 𝜙(𝜈)ℴ(𝔟) − ℴ(𝔞) ile tanımlanan 𝒳6 fonksiyonu 𝑍𝐽 

sınıfına aittir. 

(vii) Her 𝔟 >  0 için limsup
𝔞→𝔟

 𝜙(𝔞) < 1 olacak şekilde 𝜙: [0,∞) → [0,∞) bir 

fonksiyon olsun. 𝒳7(𝔞, 𝔟) = ℴ(𝜈) − 𝜙(𝜈) − ℴ(𝜄) fonksiyonu için 𝒳7 ∈ 𝑍𝐽 dir. 

(viii) Her 𝔟 >  0 için 𝜙(𝔟) < ℴ(𝔟) eşitsizliğini sağlayan ℴ artan ve 𝜙, ℴ: [0,∞) →

[0,∞) sürekli fonksiyonlar olsun. 𝒳8(𝔞, 𝔟) = 𝜙(𝔟) − ℴ(𝜏λ𝔞) ile tanımlanan 𝒳8 

fonksiyonu 𝑍𝔷 sınıfındandır, yani 𝒳8 ∈ 𝑍𝔷 dir. 
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Khojasteh ve ark. [39] tanımladıkları simülasyon fonksiyonlar sınıfını kullanarak 

𝑍 −daralma dönüşümünü aşağıdaki gibi ifade etmiştir. 

Tanım 1.4.29. [39] (𝒮, 𝑑) metrik uzay, 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm ve 𝒳 ∈ 𝑍 olsun. Her 

𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 

 

            𝒳(𝑑(𝒬𝜔, 𝒬 ℘), 𝑑(𝜔,℘)) ≥ 0 

 

eşitsizliği sağlanırsa 𝒬 dönüşümüne 𝑍 −daralma dönüşümü adı verilir. 

Eğer yukarıdaki tanımda her 𝔞, 𝔟 ∈ [0,∞) için 𝒳 ∈ 𝑍 fonksiyonunu 

 

           𝒳(𝔞, 𝔟) = 𝜆𝔟 − 𝔞 

 

olarak seçilirse 𝑍 −daralma dönüşümü Banach daralma dönüşümüne indirgenir. 

Uyarı 1.4.30. [39] Metrik uzay üzerinde tanımlı simülasyon fonksiyonlar göz önüne 

alındığında her 𝔞 ≥ 𝔟 > 0 için 𝒳(𝔞, 𝔟) < 0 olduğu açıktır. 𝒬 dönüşümü 𝒳 ∈ 𝑍 olmak üzere 

𝑍 −daralma dönüşümü ise 

 

          𝑑(𝒬𝜔, 𝒬 ℘) < 𝑑(𝜔,℘) 

 

sağlanır. Buradan 𝑍 −daralma dönüşümü kesin daralma dönüşümüdür ve dolayısıyla 

süreklidir. 

Teorem 1.4.31. [39] (𝒮, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir 𝑍 −daralma dönüşümü 

olsun. Bu durumda 𝒬 bir tek sabit noktaya sahiptir. Ayrıca her 𝜔0 ∈  𝒮 için 𝜔𝑛 = 𝒬𝜔𝑛−1 ile 

tanımlanan {𝜔n}𝑛∈ℕ Picard iterasyon dizisi 𝒬 dönüşümünün sabit noktasına yakınsar. 

Işık ve ark. [44] metrik uzaylarda 𝑍 −daralma ve hemen hemen daralma 

dönüşümlerini kullanarak hemen hemen 𝑍 −daralma dönüşümünü (almost 𝑍 −contraction) 

aşağıdaki gibi tanımlamışlardır. 

Tanım 1.4.32. [44] (𝒮, 𝑑) metrik uzay, 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm ve 𝒳 ∈ 𝑍 olsun. Her 

𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 

 

           𝑁(𝜔,℘) = min{𝑑(𝜔, 𝒬𝜔), 𝑑(℘,𝒬℘), 𝑑(𝜔, 𝒬℘), 𝑑(℘, 𝒬𝜔)} 
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iken 

 

           𝒳(𝑑(𝒬𝜔, 𝒬 ℘), 𝑑(𝜔,℘) + 𝑝𝑁(𝜔,℘)) ≥ 0 

 

ifadesini sağlayan 𝑝 ≥ 0 sabiti varsa 𝒬 dönüşümüne hemen hemen 𝑍 −daralma dönüşümü 

adı verilir. 

Işık ve ark. [44] tam metrik uzaylarda hemen hemen 𝑍 −daralma dönüşümlerinin bir 

tek sabit noktaya sahip olduğunu ispatlamışlarıdır. 

2017 yılında Mongkolkeha ve ark. [45] simülasyon fonksiyonları ve 𝓀 ≥ 1 reel 

sayısını göz önüne alarak 𝒳∗ simülasyon fonksiyonunu aşağıdaki gibi tanımlamışlardır. 

Tanım 1.4.33. [45] 𝒳∗: [0,∞) × [0,∞) → ℝ bir fonksiyon olsun. Aşağıdaki koşulları 

sağlayan 𝒳∗ fonksiyonuna 𝓀 ≥ 1 sabiti ile simülasyon fonksiyonu denir. 

 

(𝒳1
∗) 𝒳∗(0,0) = 0 dır, 

(𝒳2
∗) 𝒳∗(𝓀𝔞, 𝔟) < 𝔟 − 𝓀𝔞 dır, 

(𝒳3
∗) {𝔞𝑛}, {𝔟𝑛} ⊂ (0,∞) olmak üzere lim

𝑛→∞
𝓀𝔞𝑛 = lim

𝑛→∞
 𝔟𝑛 > 0 ve 𝔞𝑛 ≤ 𝔟𝑛 iken 

limsup 
𝑛→∞

𝒳∗(𝔞𝑛, 𝔟𝑛) < 0 dır. 

 

2018 yılında S. H. Cho [46] simülasyon fonksiyonların sınıfını genişletecek olan yeni 

bir simülasyon fonksiyon sınıfı tanımlamıştır ve bu sınıfa 𝒵 −simülasyon fonksiyon adı 

verilmiştir. 

Tanım 1.4.34. [46] 𝜁: [1,∞) × [1,∞) → ℝ bir fonksiyon olsun. Aşağıdaki koşulları 

sağlayan 𝜁 ∈ 𝒵 fonksiyonuna 𝒵 −simülasyon fonksiyon adı verilir. 

 

(𝜁1) 𝜁(1,1) = 1 dir, 

(𝜁2) Her 𝔞, 𝔟 >  1 için 𝜁(𝔞, 𝔟) <
𝔟

𝔞
 dır, 

(𝜁3) {𝔞𝑛}, {𝔟𝑛} ⊂ (1,∞) dizileri için 𝔞𝑛 ≤ 𝔟𝑛, (∀𝑛 = 1,2,3, … ) iken 

   lim
𝑛→∞

𝔞𝑛 = lim
𝑛→∞

𝔟𝑛 > 1 ⇒  limsup
𝑛→∞

 𝜁(𝔞𝑛, 𝔟𝑛) < 1 dir. 

 

Ayrıca, ∀𝔞 > 1 için 𝜁(𝔞, 𝔞) < 1 dir. 

Tüm 𝒵 −simülasyon fonksiyonların ailesi 𝒵 ile gösterilir. 
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Örnek 1.4.35. [46] Aşağıdaki gibi tanımlanan (𝜁1), (𝜁2), (𝜁3): [1,∞) × [1,∞) → ℝ 

fonksiyonları 𝒵 sınıfına aittir. 

 

(i)  Her 𝔞, 𝔟 ≥ 1 ve 𝑘 ∈ (0,1) için 𝜁1(𝔞, 𝔟) <
𝔟𝑘

𝔞
  dır, 

(ii) 𝜙: [1,∞) → [1,∞) azalmayan ve alttan yarı sürekli bir fonksiyon ve 

𝜙−1({1}) = 1 olsun. Her 𝔞, 𝔟 ≥ 1 için 𝜁2(𝔞, 𝔟) <
𝔟

𝔞𝜙(𝔟)
 dir. 

(iii) ∀𝔞, 𝔟 ≥ 1 ve λ ∈ (0,1) için 

 

                   𝜁3(𝔞, 𝔟) =

{
 
 

 
 

  1              𝑒ğ𝑒𝑟 𝜁(𝔞, 𝔟) = 1  
𝔟

2𝔞
            𝑒ğ𝑒𝑟 𝔟 < 𝔞           

     
𝔟𝜆

2𝔞
            diğer durumda         

 

 

dir. 

 

1.4.7. 𝑬 −Daralma Dönüşümleri 

 

İlk olarak 2017 yılında A. Fulga ve A. M. Proca [47] tarafından Geraghty daralma 

dönüşümlerini genelleyen aşağıdaki tanım verilmiştir. 

Tanım 1.4.36. [47] (𝒮, 𝑑) metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 

için  

 

            𝐸(𝜔,℘) = 𝑑(𝜔,℘) + |𝑑(𝜔, 𝒬𝜔) − 𝑑(℘,𝒬℘)| 

 

olmak üzere 

 

           𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝜑(𝐸(𝜔,℘))𝐸(𝜔,℘) 

 

eşitsizliğini sağlayan 𝜑 ∈ 𝐵 fonksiyonu var ise 𝒬 dönüşümüne 𝜑𝐸 −daralma dönüşümü adı 

verilir. 𝐸(𝜔,℘) ifadesi literatüre 𝐸 −daralma olarak geçmiştir. 

Teorem 1.4.37. [47] (𝒮, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir 𝜑𝐸 −daralma dönüşümü 

olsun. Bu durumda 𝒬 dönüşümü 𝒮 uzayında bir tek sabit noktaya sahiptir. 
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Aynı yıl Fulga ve Proca [48] 𝐸 −daralma dönüşümünü ve aşağıdaki gibi tanımladıkları 

𝐹 ∈ ℱ𝐸 sınıfını göz önüne alarak bir sabit nokta teoremi ispatlamışlardır. 

Fulga ve Proca [48] 𝐹 ∈ ℱ sınıfını aşağıdaki koşulları göz önüne alarak daha genel bir 

ℱ𝐸 sınıfını elde etmiştir. 

ℱ𝐸 aşağıdaki koşulları sağlayan 𝐹:ℝ+ →  ℝ fonksiyonlarının bir ailesi olsun. 

 

(𝐹𝐸1) 𝐹 kesin artandır, yani her 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ+ için 𝛼 <  𝛽  iken 𝐹(𝛼) < 𝐹(𝛽) dır. 

(𝐹𝐸2) Her 𝑡0 > 0 için 𝜅 + lim
𝑡→𝑡0

 inf 𝐹(𝑡) ≤ lim
𝑡→𝑡0

 sup 𝐹(𝑡) olacak şekilde 𝜅 > 0 vardır. 

 

Teorem 1.4.38. [48] (𝒮, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Eğer her 

𝜔,℘ ∈ 𝒮 için  

 

            𝐸(𝜔,℘) = 𝑑(𝜔,℘) + |𝑑(𝜔, 𝒬𝜔) − 𝑑(℘,𝒬℘)| 

 

iken 

 

            𝜏 + 𝐹(𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘)) ≤ 𝐹(𝐸(𝜔,℘)) 

 

olan 𝜏 > 0, 𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) > 0 ve 𝐹 ∈ ℱ𝐸 varsa 𝒬 dönüşümü 𝒮 uzayında bir tek sabit noktaya 

sahiptir. 

Diğer yandan 2018 yılında Fulga ve Karapınar [49] 𝑍 −daralma ve 𝐸 −daralma 

dönüşümlerini kullanarak aşağıdaki sabit nokta teoremini ispatlamışlardır. 

Teorem 1.4.39. [49] (𝒮, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Her  

𝜔,℘ ∈ 𝒮 için  

 

            𝐸(𝜔,℘) = 𝑑(𝜔,℘) + |𝑑(𝜔, 𝒬𝜔) − 𝑑(℘,𝒬℘)| 

 

iken 

            𝒳(𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘), 𝐸(𝜔,℘)) ≥ 0 

 

ifadesini sağlayan 𝒳 ∈ 𝑍 fonksiyonu varsa 𝒬 dönüşümü 𝒮 uzayında bir sabit noktaya 

sahiptir. 
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2018 yılında A. M. Proca [50] 𝐸 −daralma dönüşümünü maksimum operatörü ile 

genelleyerek yeni bir 𝐸𝑚 −daralma dönüşümünü tanımlamıştır ve aşağıdaki sabit nokta 

sonucunu elde etmiştir. 

Teorem 1.4.40. [50] (𝒮, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Her  

𝜔,℘ ∈ 𝒮 için  

 

             𝐸𝑚(𝜔,℘) = maks{𝑑(𝜔,℘) + |𝑑(𝜔, 𝒬𝜔) − 𝑑(℘, 𝒬℘)|; 

                                                 𝑑(𝜔, 𝒬𝜔) + |𝑑(𝜔,℘) − 𝑑(℘,𝒬℘)|; 

                                                 𝑑(℘, 𝒬℘) + |𝑑(𝜔,℘) − 𝑑(𝜔, 𝒬𝜔)|; 

                                                 
𝑑(ζ𝜔,𝒦℘) + 𝑑(𝒥℘, 𝒬𝜔) + |𝑑(ζ𝜔, 𝒬𝜔) − 𝑑(𝒥℘,𝒦℘)|

2
} 

 

iken 

 

𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝛽(𝐸𝑚(𝜔,℘))𝐸𝑚(𝜔,℘), 

 

olan 𝛽 ∈ 𝐵 fonksiyonu varsa 𝒬 dönüşümü 𝒮 uzayında bir tek sabit noktaya sahiptir. 

2019 yılında A. M. Proca [51] de 𝐸𝑚 −daralma dönüşümünün Ciric daralma 

dönüşümünden daha genel olduğunu örneklerle açıklamış ve aşağıdaki sabit nokta teoremini 

ispatlamıştır. 

Teorem 1.4.41. [51] 𝒬, (𝒮, 𝑑) tam metrik uzayından kendisine tanımlı bir dönüşüm 

olsun. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için  

 

            𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝛼(𝐸𝑚(𝜔,℘)) 

 

eşitsizliğini sağlayan 𝛼 ∈ [0,1) sabiti varsa 𝒬 dönüşümü 𝒮 uzayında bir tek sabit noktaya 

sahiptir. 

 

1.4.8. 𝑮 Fonksiyonu 

 

2021 yılında K. Zoto ve A. Sulaj [52] 𝐺 fonksiyonu tanımlamışlar ve bu fonksiyonu 

kullanarak sabit nokta teoremlerini ispatlamışlardır. 
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Δ𝐺 aşağıdaki şartları sağlayan tüm 𝐺: [0,∞)4 → [0,∞) olan fonksiyonlarının bir ailesi 

olsun [52]. 

 

(𝐺1) 𝐺 tüm değişkenlerinde azalmayandır, 

(𝐺2) 𝜄 ∈ [0,∞) için 𝐺(𝜄, 𝜄, 𝜄, 𝜄) ≤ 𝜄 dir. 

 

Örnek 1.4.42. [52] Δ𝐺 sınıfına ait olan bazı 𝐺 fonksiyonu örnekleri aşağıda 

sunulmuştur. 

 

(i)  𝐺1(𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4) = maks{𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4} dir, 

(ii)  𝐺2(𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4) = maks{𝜄1 + 𝜄2, 𝜄2 + 𝜄3, 𝜄1 + 𝜄3, 𝜄3 + 𝜄4} dir, 

(iii)   𝐺3(𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4) = [maks{𝜄1𝜄2, 𝜄2𝜄3, 𝜄1𝜄3, 𝜄3𝜄4}]
1

2 dir, 

(iv)   𝐺4(𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4) = [maks{𝜄1
𝑞 , 𝜄2

𝑞 , 𝜄3
𝑞 , 𝜄4

𝑞}]
1

𝑞,  𝑞 > 0 dir, 

(v)    𝐺5(𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4) = 𝜄1 dir, 

(vi)   𝐺6(𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4) =
𝜄2+𝜄3

2
 dir, 

(vii)  𝐺7(𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4) = 𝜄1 + 𝜄2 + 𝜄3 + 𝜄4 dir, 

(viii) 𝐺8(𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4) = 𝑝1𝜄1 + 𝑝2𝜄2 + 𝑝3𝜄3 + 𝑝4𝜄4,  0 < 𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝3 + 𝑝4 < 1 dir. 

 

Bununla birlikte sabit nokta teorisinde ve özellikle Banach sabit nokta teoreminin 

genellemelerinde öne çıkan yardımcı fonksiyonlar elbette bunlarla sınırlı değildir. Farklı 

diğer yapılar ve fonksiyonlar tanımlanmış ve günümüzde de üzerine çalışmalar yapılmaya 

devam edilmektedir. Bu tez kapsamında verilen fonksiyon sınıfları burada tamamlanmıştır. 

Şimdi sabit nokta teorisinin bazı uygulama alanlarına yer verilecektir. İlk olarak 2008 

yılında Jacek Jachymski [53] tarafından ortaya koyulan ve özellikle Banach daralma 

dönüşümü için önemli bir uygulama alanı olan graf teorisine yer verilecektir. 

 

1.5. Graf Teorisi 

 

Graf teorisinin uygulamaları modern hayatın karmaşık ve geniş kapsamlı birçok 

probleminin çözümü için kullanılmaktadır. Bu uygulamalar; ekonomi, yönetim bilimi, satış 

pazarlama, bilgi iletimi, taşıma planlanması gibi alanları kapsamaktadır. Graf teorisi 

problemleri tanımlama ve yapısal olarak ilişkileri belirlemekte de faydalıdır. 
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Bu kısımda kullanılan graf bir fonksiyonun grafiği değildir. O halde graf nedir? 

Basitçe bir graf düğüm olarak adlandırılan noktalar ve her biri bu noktayı veya sadece 

noktanın kendisini birleştiren ve ayrıt (edge) olarak adlandırılan çizgiler topluluğudur. 

Örnek olarak şehirleri düğüm (verticle) ve onları bağlayan yolları ayrıt olarak gösteren yol 

haritaları verilebilir. 

Bir grafı tanımlamak için öncelikle düğümlerin ve ayrıtların kümesinin tanımlamak 

gerekir. Daha sonra hangi ayrıtların hangi düğümleri bağladığı belirtilmelidir. Bir ayrıt her 

iki ucunda da bir düğüm olacak şekilde tanımlandığından graftaki tüm ayrıtların uç 

noktalarını bir düğüm ile ilişkilendirmek gerekir. Bu nedenle her bir 𝑒 ayrıtı için {𝑣1, 𝑣2} 

kümesi tanımlanır. Bunun anlamı 𝑒 ayrıtının 𝑣1 ve 𝑣2 düğümleri ile bağlılığıdır. 𝑣1 = 𝑣2 

olabilir. Ayrıca {𝑣1, 𝑣2} kümesi düğümler kümesinin alt kümesidir. 

 

 

Şekil 3. G grafının düğümleri [55] 

 

Şekil 2 de verilen G grafı incelenirse G grafının düğüm kümesinin {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4} ve 

ayrıt kümesinin {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5} olduğu açıktır. Örneğin, 𝑒1 ayrıtının 𝑣1 düğümü kendisine, 

𝑒2 ayrıtının ise 𝑣1 ve 𝑣2 düğümlerinin bağladığını gösterir.  

Yukarıdaki şekilde görüldüğü gibi bir ayrıt bir düğümü yine kendisine bağlayacağı 

(loop) gibi, bir düğüm hiçbir ayrıtla bağlanmamış olabilir (𝑣4 düğümünde olduğu gibi). 

Ayrıca iki düğüm birden fazla ayrıt (multible edge) ile de bağlanmış olabilir. Burada dikkat 

edilmesi gereken bir nokta bir graf ile onu temsil eden diyagram aynı değildir. Çünkü, graf 

bir fonksiyon ile birlikte iki kümeden oluşur. Eğer bir graf bir düğümü yine kendisine 

bağlayan (çevrim içermeyen) bir ayrıt ve aynı iki düğümü birden fazla bağlayan ayrıtlara 

sahip değilse basit graf olarak adlandırılır. 
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Bir G grafında eğer birbirinden ayrı düğümleri bağlayan bir yol varsa G grafına 

bağlantılıdır denir [55-56]. 

Örnek 1.5.1. [54] (Könnisberg Köprüsü problemi) Euler 1736 yılında yazdığı 

makale ile graf teorisinin doğmasına sebep olmuştur. Bu makale Şekil 4 de gösterilen 

Könnisberg Köprü probleminin çözümünü içeriyordu. Pregel nehri Könnisberg kasabasının 

içinden akmaktadır. Nehrin ortasında nehrin kıyılara ve birbirlerine köprü ile bağlı iki ada 

bulunmaktadır. Könnisberg kasabasının vatandaşları için problem kıyıların veya adaların 

birinden başlayıp köprülerden sadece bir kez geçerek başladığımız yere yürüyebilir miyiz? 

Euler öncelikle Könnisberg coğrafyasının gerekli özelliklerinin bir graf ile gösterdi. 

Her bir nehir kıyısı ve adalar bir düğüm ile, köprüler ise ayrıtlar ile temsil edildi. Graf teorisi 

terimleri ile problem şu hale geldi: grafın tüm ayrıtları içeren kapalı bir yol var mıdır? 

 

 

Şekil 4. Pregel nehri için graf [56] 

 

Şimdi bu çalışmada kullanılacak olan graf teorisi ile ilgili notasyonlar verilecektir. 

(𝒮, 𝑑) metrik uzay ve Λ = {(𝜔,𝜔):𝜔 ∈ 𝒮} kümesi 𝒮 × 𝒮 kartezyen çarpımının 

köşegenleri olsun. 𝒮 kümesinin elemanları ile 

 

• 𝑉(G) ⟶ grafın noktalar kümesi 

• E(G) ⟶ grafın doğrular kümesi 

 

ile oluşturulsun. O halde Λ = (𝑉(G), E( G)) basit yönlü graftır. Basit yönlü graf tüm düğüm 

noktalarını içerdiği için Λ ⊆ E(G) dir. 

Eğer G grafının kenarlarının yönü değiştirilir ise G grafının tersi, yani G
− 1

 grafı elde 

edilir. 
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           E(G − 1) = { (𝜔,℘) ∈ 𝒮 × 𝒮|  (℘,𝜔) ∈ E( G)}, 

 

ve aynı zamanda 𝑉(G− 1) =  𝑉(G) dir. 

Eğer G grafının yönü ihmal edilir ise G̃ yönsüz grafı elde edilir. Böylece G̃ grafının 

doğrular kümesi simetrik olduğundan 

 

           E(G̃) = E(G) ∪ E(G − 1) 

 

olarak tanımlanır. Diğer yandan 𝑉(H) ⊆ 𝑉(G) ve E(H)  ⊆ E(G) ise H grafına G nin alt grafı 

denir. Eğer G̃ grafı bağlantılı ise G grafı zayıf bağlantılıdır denir. 

Jachymski [53] metrik uzay üzerindeki graf yapısını kullanarak Banach G −daralma 

dönüşümü tanımlamış ve sabit nokta kavramının graf teorisine uygulamasının en temel 

sonucunu elde etmiştir. 

Tanım 1.5.2. [53] G, (𝒮, 𝑑) üzerinde bir graf ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir dönüşüm olsun. Her 

𝜔,℘ ∈ 𝒮 için  

 

(i)  𝒬 dönüşümü G grafının doğrularını korur. Yani,  

 

      (𝜔,℘) ∈ E(G) ⇒ ( 𝒬𝜔, 𝒬℘ ) ∈ E(G) dir, 

 

(ii) (𝜔, ℘) ∈ E(G) için 𝑑(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝛼 𝑑(𝜔,℘) ifadesini sağlayan 𝛼 ∈ (0,1) vardır, 

 

şartları sağlanırsa 𝒬 dönüşümüne Banach G−daralma veya daha sade bir şekilde 

G−daralma dönüşümü adı verilir. 

Tanım 1.5.3. [53] (𝒮, 𝑑) tam metrik uzay olsun. Aşağıdaki koşulları sağlayan (𝒮, 𝑑,G) 

üçlüsüne düzenli (regular) uzay adı verilir. 

 

(i) {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ ∈ 𝒮 dizisi için 𝜔𝑛 → 𝜔∗ ve (𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1) ∈ E(G) ise her 𝑛 ∈ ℕ için 

     (𝜔𝑛, 𝜔
∗) ∈ E(G) dir. 

(ii) {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ ∈ 𝒮 dizisi için 𝜔𝑛 → 𝜔∗ ve (𝜔𝑛+1, 𝜔𝑛) ∈ E(G) ise her 𝑛 ∈ ℕ için 

     (𝜔∗, 𝜔𝑛) ∈ E(G) dir. 
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1.6. İntegral Denklemler 

 

İntegral denklemler teorisi matematiğin kapsamlı bir konusudur ve fizik, mekanik, 

mühendislik, biomühendislik, kontrol teorisi gibi alanlarda çeşitli uygulamalara sahiptir. Bu 

denklemler pek çok problemin integral denklemler ile tekrar formüle edilebilir olması 

bakımından da önemli bir rol oynamaktadır. 

Genel olarak integral işareti altında bilinmeyen fonksiyonun bulunduğu denklemlere 

integral denklem denir. Ayrıca, 𝜔(𝑡) bilinmeyen fonksiyon olmak üzere 

 

           𝜔(𝑡) = 𝑓(𝑡) + ∫𝐾(𝑡, 𝑣)𝜔(𝑣)𝑑𝜈

𝑡

𝑎

 

 

yapısında bir integral denklemde, integral operatörünün 𝜔(𝑡) fonksiyonuna göre lineer 

olması halinde integral denklem de lineer integral denklem adını almaktadır. Eğer yukarıdaki 

integral denklemde 𝜔(𝑣) yerine 𝜔(𝑣) nin 𝑛. kuvveti yazılır ise bu integral denklem lineer 

olmayan integral denklem olarak adlandırılır. Ya da daha genel olarak 

 

           𝜔(𝑡) = 𝑓(𝑡) + ∫ℑ(𝑡, ν, 𝜔(ν))𝑑𝑣

𝑡

𝑎

 

 

integral denklemi de lineer olmayan integral denklemdir [57]. 

İntegral denklemler integral sınırlarının değişken veya sabit olmasına göre de 

sınıflandırılmaktadır. 

 

1.6.1. Lineer Olmayan Volterra ve Fredholm İntegral Denklemleri 

 

𝑡 > 𝜈 için 𝐾(𝑡, 𝜈) = 0 şartını sağlayan  

 

           𝑓(𝑡) = ∫𝐾(𝑡, 𝜈)𝜔(𝑣)𝑑𝜈

𝑡

𝑎
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           𝜔(𝑡) = 𝑓(𝑡) + ∫𝐾(𝑡, 𝜈)𝜔(𝑣)𝑑𝜈

𝑡

𝑎

 

           ℑ(𝑡). 𝜔(𝑡) = 𝑓(𝑡) + ∫𝐾(𝑡, 𝜈)𝜔(𝑣)𝑑𝜈

𝑡

𝑎

 

 

integral denklemlerine sırası ile 𝐼., 𝐼𝐼. ve 𝐼𝐼𝐼. tip Volterra integral denklemleri adı verilir. Bu 

tür denklemlerde, integral işaretinin üst sınırında (veya sınırlarından birinde) 𝑡 değişkeni 

bulunmaktadır. 

𝑎, 𝑏 ∈ ℝ ve 𝑡 = 𝑏 olsun. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ ve 𝑡 > 𝜈 için 𝐾: [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonu 

 

          ∫|𝑓(𝑡)|2𝑑𝑡

𝑏

𝑎

< ∞ 𝑣𝑒 ∬|𝐾(𝑡, 𝜈)|2
𝑏 𝑏

𝑎 𝑎

𝑑𝑡𝑑𝑣 < ∞ 

 

özelliklerini sağlasın. 𝜔: [𝑎, 𝑏] → ℝ bilinmeyen fonksiyon olmak üzere 

 

           𝑓(𝑡) = ∫𝐾(𝑡, 𝜈)𝜔(𝑣)𝑑𝜈

𝑏

𝑎

, 

           𝜔(𝑡) = 𝑓(𝑡) + ∫𝐾(𝑡, 𝜈)𝜔(𝑣)𝑑𝜈

𝑏

𝑎

, 

           ℑ(𝑡). 𝜔(𝑡) = 𝑓(𝑡) + ∫𝐾(𝑡, 𝜈)𝜔(𝑣)𝑑𝜈

𝑏

𝑎

 

 

biçiminde tanımlanan integral denklemlere sırasıyla 𝐼., 𝐼𝐼. ve 𝐼𝐼𝐼. tip Fredholm integral 

denklemleri denir. Volterra ve Fredholm integral denklemleri arasındaki en belirgin fark 

integral sınırları ile belirlenmiştir [57]. 

Aşağıdaki teoremde Banach sabit nokta teoreminin lineer olmayan Fredholm integral 

denklemlere bir uygulaması olarak verilmiştir. 

Teorem 1.6.1. [5] 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ ve 𝑎 < 𝑏 olsun. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ ve 𝐾: [𝑎, 𝑏] × ℝ → ℝ 

sürekli fonksiyonlar olmak üzere 
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           𝜔(𝑡) = 𝑓(𝑡) + ∫𝐾(𝑡, 𝜔(𝑣))𝑑𝜈

𝑏

𝑎

,    𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏, 

 

lineer olmayan Fredholm integral denklemi göz önüne alınsın. Her 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ve 𝑢, 𝑢′ ∈  ℝ 

için  

 

           |𝐾(𝑡, 𝑢) − 𝐾(𝑡, 𝑢′)| ≤ 𝑀|𝑢 − 𝑢′| 

 

eşitsizliğini sağlayan 𝑀 ∈ [0,
1

𝑏−𝑎
) var olsun. Bu durumda tanımlanan lineer olmayan 

Fredholm integral denklemi bir tek çözüme sahiptir. 

Yukarıdaki teoremin farklı bir gösterimi de aşağıdaki gibidir. 

Teorem 1.6.2. [5] 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ ve 𝑎 < 𝑏 olsun. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ ve 𝐾: [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] × ℝ →

ℝ sürekli fonksiyonlar olmak üzere 

 

           𝜔(𝑡) = 𝑓(𝑡) + ∫𝐾(𝑡, 𝑣, 𝜔(𝑣))𝑑𝜈

𝑏

𝑎

,    𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 

 

lineer olmayan Fredholm integral denklemi göz önüne alınsın. Her 𝑡, 𝑣 ∈ [𝑎, 𝑏] ve  

𝑢, 𝑢′ ∈  ℝ için  

 

           |𝐾(𝑡, 𝑣, 𝑢) − 𝐾(𝑡, 𝑣, 𝑢′)| ≤ 𝑀|𝑢 − 𝑢′| 

 

ifadesini sağlayan 𝑀 ∈ [0,
1

𝑏−𝑎
) var olsun. Bu durumda lineer olmayan Fredholm integral 

denklemi bir tek çözüme sahiptir. 

Şimdi Bryant sabit nokta teoremini (Teorem 1.3.13) kullanarak lineer olmayan 

Volterra integral denkleminin çözümünün varlığı için gerekli olan sonuca yer verilmiştir.  

Lemma 1.6.3. [5] Bazı 𝑁 ∈ ℕ için 𝐴 ≥ 0 ise 
𝐴𝑁

𝑁!
< 1 dir. 

Teorem 1.6.4. [5] 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ ve 𝑎 < 𝑏 olsun. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ ve 𝐾: [𝑎, 𝑏] × ℝ → ℝ 

sürekli fonksiyonlar olmak üzere 
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           𝜔(𝑡) = 𝑓(𝑡) + ∫𝐾(𝑡, 𝜔(𝑣))𝑑𝜈

𝑡

𝑎

,    𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏, 

 

lineer olmayan Volterra integral denklemi göz önüne alınsın. Her 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ve 𝑢, 𝑢′ ∈  ℝ 

için  

 

           |𝐾(𝑡, 𝑢) − 𝐾(𝑡, 𝑢′)| ≤ 𝐿|𝑢 − 𝑢′| 

 

eşitsizliğini sağlayan 𝐿 ≥ 0 varsa lineer olmayan Volterra integral denklemi bir tek çözüme 

sahiptir. 

Lineer olmayan Fredholm integral denklemde olduğu gibi yukarıdaki teoremin de 

farklı bir formu aşağıdaki gibi tanımlanabilir. 

Teorem 1.6.5. [5] 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ ve 𝑎 < 𝑏 olsun. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ ve 𝐾: [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] × ℝ →

ℝ sürekli fonksiyonlar olmak üzere 

 

           𝜔(𝑡) = 𝑓(𝑡) + ∫𝐾(𝑡, 𝑣, 𝜔(𝑣))𝑑𝜈

𝑡

𝑎

,    𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 

 

lineer olmayan Volterra integral denklemi göz önüne alınsın. Her 𝑡, 𝑣 ∈ [𝑎, 𝑏] ve 𝑢, 𝑢′ ∈  ℝ 

için  

 

           |𝐾(𝑡, 𝑣, 𝑢) − 𝐾(𝑡, 𝑣, 𝑢′)| ≤ 𝐿|𝑢 − 𝑢′| 

 

eşitsizliğini sağlayan 𝐿 ≥ 0 varsa lineer olmayan Volterra integral denklemi bir tek çözüme 

sahiptir. 

Örnek 1.6.6. [5] Teorem 1.6.5 kullanılarak aşağıdaki gibi tanımlanan integral 

denklemin bir tek çözüme sahip olduğu gösterilir. 

 

           𝜔(𝑡) = sin(𝑡 + 𝑒2𝑡) + ∫ [(
𝑡

4𝑒𝑣
−
15 − 𝑣3

3
)𝜔(𝑣) + √2𝑣4 + 𝑡] 𝑑𝜈

𝑡

0

,    𝑡 ∈ [0,8]. 
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1.7. Homotopi Teorisi 

 

Homotopi teorisi cebirsel topolojinin ayrılmaz bir parçasıdır ve bu teoride homotopik 

denkliğe kadar olan topolojik nesnelerin çalışılması ön plana çıkmıştır. Son yüzyılda, 

homotopi teorisi ile matematiğin diğer branşları arasında derin bir bağlantı olduğu 

gözlemlenmiştir. Örneğin, homotopi teorisi ve kategori teorisi (yüksek boyutlu) arasındaki 

bağlantıyı destekleyen pek çok çalışma yapılmıştır ve bu çalışmalar son yıllarda artan bir 

ilgi görmektedir. Ayrıca, Hamilton manifoldları ile ilgilenen quantum mekaniğinde de bu 

teoriden faydalanmaktadır. 

Kısaca hatırlatmak gerekirse bir topolojik uzaydan diğer topolojik uzaya olan iki 

sürekli dönüşümün homotopik olabilmesi için bir uzayın diğeri içinde sürekli olarak deforme 

olabilmesidir. Bu gibi bir deformasyon iki fonksiyon arasındaki homotopi olarak 

adlandırılır. Aşağıdaki tanımda homotopi kavramı matematiksel olarak ifade edilmiştir [58]. 

Tanım 1.7.1. [58] 𝒮, 𝒯 iki topolojik uzay ve 𝒬,𝒦: 𝒮 → 𝒯 sürekli iki dönüşüm olsun. 

Her 𝜔 ∈ 𝒮 için 

 

           ℋ: 𝒮  × [ 0,1 ] → 𝒯 

                  (𝜔, 𝓏)        →  ℋ(𝜔, 𝓏) = {
𝒬𝜔,        𝓏 = 0 ise
𝒦𝜔,        𝓏 = 1 ise

     

 

olan bir ℋ sürekli fonksiyonu varsa 𝒬 ve 𝒦 dönüşümlerine homotopik dönüşümler, ℋ 

fonksiyonuna ise 𝒬 dan 𝒦 ya bir homotopi adı verilir. 

(𝒮, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝑈 kümesi 𝒮 kümesinin açık alt kümesi olsun. Bu durumda 

iki daralma dönüşümü arasında tanımlanan bir homotopi ile sabit noktanın değişmezliği 

(invariant) aşağıdaki gibi ifade edilir. 

Tanım 1.7.2. [59] 𝑈 kümesinin kapanışı 𝑈 olmak üzere 𝒬: 𝑈 → 𝒮 ve 𝒦: 𝑈 → 𝒮 

iki daralma dönüşümü olsun. ℋ:𝑈  × [ 0,1 ] → 𝒮 fonksiyonu  

 

(i) ℋ( ∙, 0) = 𝒦 ve ℋ( ∙, 1) = 𝒬 dır, 

(ii) 𝑈 kümesinin sınırı 𝜕𝑈 olmak üzere her 𝜔 ∈ 𝜕𝑈 ve 𝑡 ∈ [0,1] için 𝜔 ≠ ℋ( 𝜔, 𝑡) 

dir, 

(iii) her 𝜔,℘ ∈ 𝑈 ve 𝑡 ∈ [0,1] için 𝑑(ℋ( 𝜔, 𝑡),ℋ( ℘, 𝑡)) ≤ 𝛿𝑑(𝜔,℘) olan 𝛿 ∈ [0,1) 

vardır, 
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(iv) her 𝜔 ∈ 𝑈 ve 𝑡, 𝑠 ∈ [0,1] için 𝑑(ℋ( 𝜔, 𝑡),ℋ( 𝜔, 𝑠)) ≤ 𝑀|𝑡 − 𝑠| olan 𝑀 ≥ 0 

vardır, 

 

özellikleri sağlarsa 𝒬 ve 𝒦 dönüşümlerine homotopik daralma dönüşümleri adı verilir. 

Teorem 1.7.3. [59] (𝒮, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝑈 kümesi 𝒮 kümesinin açık alt kümesi 

olsun. Ayrıca 𝒬: 𝑈 → 𝒮 ve 𝒦: 𝑈 → 𝒮 iki homotopik daralma dönüşümü ve 𝒦 dönüşümü 𝑈 

kümesinde bir sabit noktaya sahip olsun. Bu durumda 𝒬 dönüşümü de 𝑈 kümesinde bir sabit 

noktaya sahiptir. 

Sabit nokta teorisinin farklı uygulama alanları da mevcuttur. Reel analiz, adi 

diferansiyel denklemler, Ulan-Hyers kararlılık problemi (stability problem in the sense of 

Ulam-Hyers), sabit nokta probleminin iyi konumlanmışlılığı (well posedness of the fixed 

point problem), matris denklemler bunlardan bazılarıdır. 

Sabit nokta teorisinin (tam) metrik uzay üzerine inşa edilen farklı yapılarından ve 

sonuçlarından bahsedildi. Şimdi metrik uzaylardan daha genel olan bazı genelleştirilmiş 

metrik uzay yapılarından bahsedilecektir. Böylece Banach sabit nokta teoreminin 

genelleştirilmiş metrik uzaylar üzerindeki genişlemeleri de elde edilmiştir. Ayrıca topolojik 

yapısını kurduğumuz Branciari uzaklık fonksiyonu ile donatılmış modüler metrik kavramı 

da tanıtılacaktır. 

 

1.8. Bazı Genelleştirilmiş Metrik Uzaylar 

 

Bu kısımda metrik aksiyomlarının değiştirilmesi sonucu elde edilen bazı 

genelleştirilmiş metrik uzay tanımlarına, örneklerine, topolojik yapıları ile bazı teoremlere 

yer verilmiştir. 

 

1.8.1. 𝒃 −Metrik Uzaylar 

 

Metrik fonksiyonunun en popüler genelleştirmesinden birisi 𝑏 −metrik 

fonksiyonudur. İlk olarak 𝑏 −metrik uzay yapısı Bakhtin nin [60] çalışmasında 1989 yılında 

görüldü. Fakat S. Czerwik in [61,62] 1993 ve 1998 yıllarındaki çalışmalarından sonra pek 

çok yazarın dikkatini çekti. S. Czerwik 𝑏 −metrik uzay yapısını aşağıdaki gibi ifade etmiştir. 
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Tanım 1.8.1. [61] 𝒮 boştan farklı bir küme ve 𝜏 ≥ 1 bir reel sayı olsun. Her  

𝜔,℘, 𝜈 ∈ 𝒮 için 𝜚: 𝒮 × 𝒮 → ℝ+ fonksiyonu  

 

(ϱ1) ϱ(𝜔,℘) = 0 ⇔ 𝜔 = ℘, 

(𝜚2) 𝜚(𝜔,℘) = 𝜚(℘,𝜔), 

(𝜚3) 𝜚(𝜔,℘) ≤ 𝜏[𝜚(𝜔, 𝜈) + 𝜚(𝜈,℘)] 

 

şartlarını sağlarsa 𝜚 fonksiyonuna 𝑏 −metrik ve (𝒮, 𝜚) ikilisine de 𝑏 −metrik uzay denir. 

Eğer 𝜏 = 1 olarak seçilir ise 𝑏 −metrik fonksiyonu ile adi metrik fonksiyonu çakışır. 

Şimdi 𝑏 −metrik fonksiyonu ve 𝑏 −metrik uzayı ile ilgili bazı örnekler gösterilecektir. 

Örnek 1.8.2. (𝒮, 𝑑) metrik uzay ve 𝑝 >  1 reel sayı olsun. Bu durumda  

 

           ϱ(𝜔, ℘) = (𝑑(𝜔,℘))
𝑝
 

 

ile tanımlanan 𝜚 fonksiyonu 𝜏 = 2𝑝−1 olmak üzere bir 𝑏 −metrik fonksiyonudur.  

Tanım 1.8.1 den (ϱ1) ve (𝜚2) şartlarının sağlandığı açıktır. Eğer 1 <  𝑝 <  ∞ ise  

𝒬(𝜔) = 𝜔𝑝(𝜔 > 0) fonksiyonunun konveksliğinden 

 

           (
𝑎 + 𝑏

2
)
𝑝

≤
1

2
(𝑎𝑝 + 𝑏𝑝) 

 

olur ve böylece (𝑎 + 𝑏)𝑝 ≤ 2𝑝−1(𝑎𝑝 + 𝑏𝑝) sağlanır. Buradan, her 𝜔,℘, 𝜈 ∈ 𝒮 için 

 

           𝜚(𝜔,℘) = (𝑑(𝜔,℘))
𝑝
≤ (𝑑(𝜔, 𝜈) + 𝑑(𝜈,℘))

𝑝
 

                                                       ≤ 2𝑝−1((𝑑(𝜔, 𝜈))
𝑝
+ (𝑑(𝜈,℘))

𝑝
) 

                                                       = 2𝑝−1(𝜚(𝜔, 𝜈) + 𝜚(𝜈,℘)) 

 

dir. Sonuç olarak (𝜚3) şartı da sağlanmış olur. Böylece 𝜚 bir 𝑏 −metriktir. Ancak (𝒮, 𝑑) bir 

metrik uzay ise (𝒮, 𝜚) uzayının metrik uzay olması gerekmez. 

Örnek 1.8.3. (𝒮, 𝑑) metrik uzay, ℒ ≥ 0, ℸ > 0 ve 𝛽 ≥ 1 olsun. Bu durumda  

 

           𝑑′(𝜔,℘) = ℒ𝑑(𝜔,℘) + ℸ𝑑(𝜔,℘)𝛽 
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ile tanımlanan 𝑑′: 𝒮 × 𝒮 → [0,∞) fonksiyonu 𝒮 üzerinde bir metrik değildir. Ancak (𝒮, 𝑑′) 

uzayı 𝜏 = 2𝛽−1 ≥ 1 sabiti ile bir 𝑏 −metrik uzaydır. Gerçekten her 𝜔,℘, 𝜈 ∈ 𝒮 için 

 

          𝑑′(𝜔,℘) = ℒ𝑑(𝜔,℘) + ℸ𝑑(𝜔,℘)𝛽 

                           ≤ ℒ[𝑑(𝜔, 𝜈) + 𝑑(𝜈,℘)] + ℸ[𝑑(𝜔, 𝜈) + 𝑑(𝜈,℘)]𝛽 

                           ≤ ℒ[𝑑(𝜔, 𝜈) + 𝑑(𝜈,℘)] + 2𝛽−1ℸ[𝑑(𝜔, 𝜈)𝛽 + 𝑑(𝜈,℘)𝛽] 

                           ≤ 2𝛽−1(𝑑′(𝜔, 𝜈) + 𝑑′(𝜈,℘)) 

 

eşitsizliğinden (𝒮, 𝑑′) ikilisinin 𝑏 −metrik uzay olduğu açıktır. 

Örnek 1.8.4. 0 <  𝑝 <  1 olmak üzere ℓ𝑝(ℝ) kümesi 

 

           ℓ𝑝(ℝ) = {{𝜔𝑛} ⊂ ℝ:  ∑|𝜔𝑛|
𝑝 < ∞

∞

𝑛=1

} 

 

olarak tanımlansın. 𝜔 = {𝜔𝑛},  ℘ = {℘𝑛} ∈ ℓ𝑝(ℝ) için 

 

           ϱ: ℓ𝑝(ℝ) × ℓ𝑝(ℝ) → ℝ 

           (𝜔, ℘) → ϱ (𝜔,℘) = (∑|𝜔𝑛 −℘𝑛|
𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝

 

 

fonksiyonu ℓ𝑝(ℝ) üzerinde 𝜏 = 2
1

𝑝 > 1 sabiti ile bir 𝑏 −metriktir. Ayrıca yukarıdaki sonuç 

0 <  𝑝 <  1 için 𝒮 bir Banach uzayı olmak üzere  

 

           ℓ𝑝(𝒮) = {{𝑥𝑛} ⊂ 𝒮:  ∑‖𝑥𝑛‖
𝑝 < ∞

∞

𝑛=1

} 

 

uzayı için de doğrudur. 

Örnek 1.8.5. 𝑝 ∈ (0,1) bir reel sayı olmak üzere  
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           𝐿𝑝[0,1] ≔ {𝜔: [0,1] → ℝ|  ∫|𝜔(𝑡)|𝑝𝑑𝑡 < 1

1

0

} 

 

verilsin. Bu durumda 𝜔,℘ ∈ 𝐿𝑝[0,1] için  

 

           𝜚: 𝐿𝑝[0,1] × 𝐿𝑝[0,1] → ℝ+ 

           (𝜔, ℘) → 𝜚 (𝜔,℘) = (∫|𝜔(𝑡) − ℘(𝑡)|𝑝
1

0

)

1
𝑝

 

 

fonksiyonu 𝐿𝑝[0,1] üzerinde 𝜏 = 2
1

𝑝 > 1 sabiti ile bir 𝑏 −metriktir. 

Örnek 1.8.6. 𝒮 = {0,1,2,3,4} olsun. Bu durumda 

 

           𝜚 (𝜔,℘) = {
  0                  𝑒ğ𝑒𝑟 𝜔 = ℘              

(𝜔 + ℘)2       𝑒ğ𝑒𝑟 𝜔 = ℘                 
 

 

ile tanımlanan 𝜚: 𝒮 × 𝒮 → [0,∞) fonksiyonu 𝜏 =
49

25
 sabiti ile bir 𝑏 −metriktir. 

Örnek 1.8.7. [63] 𝒮 = {0,1,2} ve 𝑚 ≥ 2 bir reel sayı olsun. 𝜚: 𝒮 × 𝒮 → [0,∞) 

fonksiyonu 

 

𝜚 (0,0) = 𝜚 (1,1) = 𝜚 (2,2) = 0, 

𝜚 (1,0) = 𝜚 (0,1) = 𝜚 (1,2) = 𝜚 (2,1) = 1, 

           𝜚 (2,0) = 𝜚 (0,2) = 𝑚 

 

olarak tanımlansın. Bu durumda (𝒮, 𝜚) uzayı 𝜏 =
𝑚

2
 sabiti ile bir 𝑏 −metrik uzaydır. 

Şimdi 𝑏 −metrik uzay üzerindeki topolojiden bahsedilecektir. (𝒮, 𝜚) bir 𝑏 −metrik 

uzay olsun. Bu durumda 𝜔 ∈ 𝒮 merkezli 𝑟 yarıçaplı açık yuvarı  

 

           𝐵𝜚(𝜔, 𝑟) = {℘ ∈ 𝒮 | 𝜚(𝜔,℘) < 𝑟} 
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ile tanımlanır. Ayrıca ℳ ⊆ 𝒮 olsun. Bu durumda her 𝜔 ∈ ℳ için 𝐵𝜚(𝜔, 𝑟) ⊆ ℳ olan  

𝑟𝜔 > 0 sayısı varsa ℳ kümesine açıktır denir. 𝒮 kümesinin tüm açık alt kümelerinin ailesi 

𝜏𝜚 olsun. Bu durumda 𝜏𝜚 𝑏 −metrik için bir topoloji oluşturur. Bunun yanında 𝜀 > 0 için 

 

           𝒰𝜀 = {(𝜔,℘) ∈ 𝒮 × 𝒮 | 𝜚(𝜔,℘) < 𝜀} 

 

kümesi 𝑏 −metrik topolojisi için bir tabandır. 

Tanım 1.8.8. [61] (𝒮, 𝜚) uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝑏 −metrik uzay ve {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ bu uzayda bir 

dizi olsun. 

 

(i) {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizisinin 𝑏 −yakınsak olması için gerek ve yeter şart 𝑛 → ∞ için 

𝜚(𝜔𝑛, 𝜔
∗) → 0 olan 𝜔∗ ∈ 𝒮 noktasının var olmasıdır. Bu durumda 

lim
𝑛→∞

 𝜚(𝜔𝑛, 𝜔
∗) = 0 dir. 

(ii) {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizisinin 𝑏 −Cauchy olması için gerek ve şart 𝑛,𝑚 → ∞ iken 

𝜚(𝜔𝑛, 𝜔𝑚) → 0 olmasıdır. Yani, lim
𝑛→∞

 𝜚(𝜔𝑛, 𝜔𝑚) = 0 dır. 

(iii) 𝑏 −metrik uzayın 𝑏 −tam olması için gerek ve yeter şart bu uzayda alınan her 

𝑏 −Cauchy dizisinin bu uzaydaki bir noktaya 𝑏 −yakınsak olmasıdır. 

 

Önerme 1.8.9. [61] (𝒮, 𝜚) uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝑏 −metrik uzay ve {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ bu uzayda 𝜔∗ ∈

𝒮 noktasına 𝑏 −yakınsak bir dizi olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

 

(i) {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizisi bir tek limite sahiptir. 

(ii) {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizisi 𝑏 −Cauchy dizisidir. 

 

Adi metrik fonksiyonunun aksine 𝑏 −metrik fonksiyonu genelde sürekli değildir. Bu 

sebeple aşağıdaki lemma 𝑏 −metrik için oldukça önemlidir. 

Lemma 1.8.10. [64] (𝒮, 𝜚) uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝑏 −metrik uzay olsun. {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ ve {℘𝑛}𝑛∈ℕ 

dizileri sırasıyla 𝜔 ve ℘ noktalarına yakınsasın. Bu durumda 

 

           
1

𝜏2
𝜚(𝜔,℘) ≤ lim inf

𝑛→∞
 𝜚(𝜔𝑛, ℘𝑛) ≤ lim sup

𝑛→∞
 𝜚(𝜔𝑛, ℘𝑛) ≤ 𝜏2𝜚(𝜔,℘) 
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dir. Özellikle 𝜔 = ℘ alınır ise lim
𝑛→∞

 𝜚(𝜔𝑛, ℘𝑛) = 0 olur. Ayrıca 𝜈 ∈ 𝒮 için  

 

           
1

𝜏
𝜚(𝜔, 𝜈) ≤ lim inf

𝑛→∞
 𝜚(𝜔𝑛, 𝜈) ≤ lim sup

𝑛→∞
 𝜚(𝜔𝑛, 𝜈) ≤ 𝜏𝜚(𝜔, 𝜈) 

 

elde edilir. 

Banach sabit nokta teoreminin 𝑏 −metrik uzaylardaki ifadesi aşağıdaki gibidir. 

Teorem 1.8.11. [63] (𝒮, 𝜚) uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝑏 −tam 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬: 𝒮 → 𝒮 bir 

dönüşüm olsun. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 ve 𝑘 ∈ [0,1) için 

 

           𝜏𝜚(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝑘𝜚(𝜔,℘) 

 

eşitsizliği sağlansın. Bu durumda 𝒬 dönüşümü 𝒮 uzayında bir tek sabit noktaya sahiptir. 

Ayrıca, {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ Picard iterasyon dizisi her 𝜔0 ∈ 𝒮 için 𝒬 dönüşümünün sabit noktasına 

yakınsar.  

 

1.8.2. Branciari (Dikdörtgensel) Metrik Uzaylar 

 

Branciari [65] 2000 yılında metrik aksiyomlarından üçgen eşitsizliğini iki terim yerine 

üç terim kullanarak genişletip metrik yapısından daha genel bir yapı tanımlayarak 

genelleştirilmiş bir metrik kavramını ortaya koymuştur. Bu yeni yapı ile oluşturulan 

genelleştirilmiş metrik uzay literatürde Branciari metrik uzay veya dikdörtgensel metrik 

uzay olarak da isimlendirilmektedir. 

Bu çalışma boyunca genelleştirilmiş metrik yapısı Branciari metrik fonksiyonu olarak 

kullanılmıştır. 

Tanım 1.8.12.[65] 𝒮 boştan farklı bir küme olsun. ℬ: 𝒮 × 𝒮 → [0,∞] fonksiyonu her 

𝜔,℘ ∈ 𝒮 ve her farklı 𝑝, 𝑞 ∈ 𝒮 − {𝜔,℘} için aşağıdaki koşulları sağlasın. 

 

(ℬ1) ℬ(𝜔,℘) = 0 ⇔ 𝜔 = ℘ dir, 

(ℬ2) ℬ(𝜔,℘) = ℬ(℘,𝜔) dir, 

(ℬ3) ℬ(𝜔,℘) ≤ ℬ(𝜔, 𝑝) + ℬ(𝑝, 𝑞) + ℬ(𝑞,℘) dir. 
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Bu durumda ℬ fonksiyonuna Branciari metrik ve (𝒮, ℬ) ikilisine de Branciari metrik 

uzay denir. 

Örnek 1.8.13. [66] 𝜄 > 0 sabit olmak üzere 𝒮 = {𝜄, 2𝜄, 3𝜄, 4𝜄, 5𝜄} kümesi verilsin. 

ℬ: 𝒮 × 𝒮 → [0,∞) fonksiyonu 𝜈 > 0 sabiti olmak üzere 

 

(1)  her 𝜔 ∈ 𝒮 için ℬ(𝜔,𝜔) = 0, 

(2)  her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için ℬ(𝜔,℘) = ℬ(℘,𝜔), 

(3) ℬ(𝜄, 2𝜄) = 3𝜈, 

(4) ℬ(𝜄, 3𝜄) = ℬ(2𝜄, 3𝜄) = 𝜈, 

(5) ℬ(𝜄, 4𝜄) = ℬ(2𝜄, 4𝜄) = ℬ(3𝜄, 4𝜄) = 2𝜈, 

(6) ℬ(𝜄, 5𝜄) = ℬ(2𝜄, 5𝜄) = ℬ(3𝜄, 5𝜄) = ℬ(4𝜄, 5𝜄) =
3

2
𝜈 

 

olarak tanımlansın. Bu durumda (𝒮, ℬ) bir Branciari metrik uzaydır. Fakat, 

 

           ℬ(𝜄, 2𝜄) = 3𝜈 > ℬ(𝜄, 3𝜄) + ℬ(3𝜄, 2𝜄) = 2𝜈 

 

olduğundan (𝒮, ℬ) bir metrik uzay değildir. 

(𝒮, ℬ) Branciari metrik uzay olsun. Bu durumda 𝜔 ∈ 𝒮 merkezli 𝑟 yarıçaplı açık 

yuvarı 𝐵ℬ(𝜔, 𝑟) = {℘ ∈ 𝒮 | ℬ(𝜔,℘) < 𝑟} ile tanımlanmaktadır. 

2009 yılında Sarma ve ark. [67] Branciari metrik uzay üzerindeki topolojiyi aşağıdaki 

gibi tanımlamışlardır. 

𝐴 ⊂ 𝒮 olsun. Her 𝑎 ∈ 𝐴 için 𝐵ℬ(𝑎, 𝑟𝑎) ⊆ 𝐴 olan 𝑟𝑎 > 0 var olsun. Bu durumda tüm 𝐴 

alt kümelerinin topluluğu 𝒯ℬ Branciari metrik uzay için bir topoloji oluşturur. Bununla 

beraber Branciari metrik uzaylarda 

 

• Bir dizinin limitinin tek olması gerekmez, 

• Yakınsak bir dizi Cauchy dizisi olmayabilir, 

• Hausdorff olma özelliğinin sağlanması gerekmez, 

 

sonuçlarına da ulaşmıştır. 

Diğer yandan Branciari metrik uzaylarda bir dizinin yakınsaklığı, Cauchy dizisi ve 

tamlık gibi kavramlar metrik uzay ile benzerlik gösterir. 
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2010 yılında Samet [68] Branciari metrik fonksiyonunun daima sürekli olmadığını da 

bir örnekle göstermiştir. 

Sarma ve ark. [67] Branciari nin [65] bu uzayda ispatlamış olduğu Banach sabit nokta 

teoreminin ifadesini ulaştığı yeni sonuçlardan yola çıkarak aşağıdaki gibi tekrar ifade etmiş 

ve ispatını da bu doğrultuda yapmıştır. 

Teorem 1.8.14. [67] (𝒮, ℬ) Hausdorff ve tam Branciari metrik uzay olsun. 𝒬: 𝒮 → 𝒮 

dönüşümü her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 ve 𝑘 ∈ (0,1) için 

 

           ℬ(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝑘ℬ(𝜔,℘) 

 

eşitsizliğini sağlarsa 𝒮 uzayında bir tek sabit noktaya sahiptir.  

 

1.8.3. Branciari 𝒃 −Metrik Uzaylar 

 

George ve ark. [69] Branciari metrik uzay ve 𝑏 −metrik uzay yapılarını göz önüne 

alarak Branciari metrik uzaydan daha genel bir yapı olan Branciari 𝑏 −metrik uzay yapısını 

aşağıdaki biçimde tanımlamışlardır. 

Tanım 1.8.15. [69] 𝒮 boştan farklı bir küme olsun. ℬ𝒷: 𝒮 × 𝒮 → [0,∞] fonksiyonu 

her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 ve her farklı 𝑝, 𝑞 ∈ 𝒮 − {𝜔,℘} için aşağıdaki koşulları sağlasın: 

 

(ℬ𝒷1) ℬ𝒷(𝜔,℘) = 0 ⇔ 𝜔 = ℘ dir, 

(ℬ𝒷2) ℬ𝒷(𝜔,℘) = ℬ𝒷(℘,𝜔) dir, 

(ℬ𝒷3) ℬ𝒷(𝜔,℘) ≤ 𝜏[ℬ𝒷(𝜔, 𝑝) + ℬ𝒷(𝑝, 𝑞) + ℬ𝒷(𝑞,℘)] dir. 

 

Bu durumda ℬ𝒷 fonksiyonuna Branciari 𝑏 −metrik ve (𝒮, ℬ𝒷) ikilisine de Branciari 

𝑏 −metrik uzay denir. 

Branciari 𝑏 −metrik uzayda 𝑟 yarıçaplı 𝜔 ∈ 𝒮 merkezli 

 

           𝐵ℬ𝒷(𝜔, 𝑟) = {℘ ∈ 𝒮| 𝐵(𝜔,℘) < 𝑟 } 

 

ile tanımlanan bir açık yuvarın bir açık küme olması gerekmez. 𝒮 kümesinin tüm 𝒜 alt 

kümelerinin topluluğu 𝒯ℬ𝒷  olsun. Bu durumda her 𝑎 ∈ 𝒜 için 𝐵ℬ𝒷(𝑎, 𝑟) ⊆ 𝒜 olacak şekilde 
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𝑟 > 0 var olsun. Böylece, 𝒯ℬ𝒷  Hadusdorff olması gerekmeyen Branciari 𝑏 −metrik uzay için 

bir topoloji tanımlar. Bunun yanında yakınsaklık, Cauchy dizisi ve tamlık gibi kavramlar 

metrik uzay ile benzerlik gösterir ve Branciari metrik uzaydaki diğer topolojik özellikler bu 

uzayda da geçerlidir. Tüm bu özellikler aşağıdaki örnekte gösterilmiştir. 

Örnek 1.8.16. [70] 𝐴 = {
1

𝑛
, 𝑛 ∈ ℕ} ve 𝐵 = {2,3,4,5, … } olmak üzere 𝒮 = 𝐴 ∪ 𝐵 

olsun. ℬ𝒷: 𝒮 × 𝒮 → [0,∞) fonksiyonu 𝔞 > 0 olmak üzere 

 

           ℬ𝒷(𝜔,℘) =

{
 
 

 
 

0,         𝑒ğ𝑒𝑟 𝜔 = ℘                                    
2𝔞,         𝑒ğ𝑒𝑟 𝜔,℘ ∈ 𝐴                                  
𝔞

2𝑛
,        𝑒ğ𝑒𝑟 𝜔,℘ ∈ 𝐴,℘ ∈ {2,3}               

   0,         diğer durumlarda                            

, 

           ℬ𝒷(𝜔,℘) = ℬ𝒷(℘,𝜔) 

 

olarak tanımlansın. Bu durumda 

 

           ℬ𝒷 (
1

2
,
1

3
) = 2𝔞 > ℬ𝒷 (

1

2
, 2) + ℬ𝒷 (2,

1

3
) =

5𝔞

12
 

 

olduğundan ℬ𝒷 bir metrik değildir. Benzer şekilde 

 

           ℬ𝒷 (
1

2
,
1

3
) = 2𝔞 > ℬ𝒷 (

1

2
, 2) + ℬ𝒷(2,5) + ℬ𝒷 (5,

1

3
) =

17𝔞

12
 

 

yazılabileceğinden ℬ𝒷 bir Branciari metrikte değildir. Bununla beraber her 𝑛,𝑚 ∈ ℕ için  

 

           ℬ𝒷 (
1

𝑛
,
1

𝑚
) = 2𝔞 > 𝜏 [ℬ𝒷 (

1

𝑛
, 2) + ℬ𝒷 (2,

1

𝑚
)] = 2𝔞𝜏

4𝑚𝑛

𝑚 + 𝑛
 

 

eşitsizliğinde 
4𝑚𝑛

𝑚+𝑛
> 𝜏 olduğundan ℬ𝒷 bir 𝑏 −metrik olamaz. Fakat her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 ve her 

farklı 𝑝, 𝑞 ∈ 𝒮 − {𝜔,℘} için 

 

           ℬ𝒷(𝜔,℘) ≤ 2[ℬ𝒷(𝜔, 𝑝) + ℬ𝒷(𝑝, 𝑞) + ℬ𝒷(𝑞,℘)] 
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olduğundan 𝜏 = 2 sabiti ile ℬ𝒷 bir Branciari 𝑏 −metriktir. Dahası 

 

(i) lim
𝑛→∞

ℬ𝒷 (
1

𝑛
, 2) = lim

𝑛→∞

𝔞

2𝑛
= 0, 

(ii) lim
𝑛→∞

ℬ𝒷 (
1

𝑛
, 3) = lim

𝑛→∞

𝔞

2𝑛
= 0, 

 

ifadelerinden {
1

𝑛
} dizisi hem 2 hem de 3 noktasına yakınsak olduğu görülür. Böylece {

1

𝑛
} 

dizisi yakınsaktır, fakat Cauchy dizisi değildir. Gerçekten, 

 

           lim
𝑛→∞

ℬ𝒷 (
1

𝑛
,
1

𝑛 + 𝑘
) = lim

𝑛→∞
2𝔞 ≠ 0 

 

dır. Son olarak 𝐵ℬ𝒷 (
1

2
,
𝔞

2
) = {

1

2
, 2,3 } açık yuvarı 2 noktasını içerir, fakat  

𝐵ℬ𝒷(2, 𝑟) ⊂ 𝐵ℬ𝒷 (
1

2
,
𝔞

2
) olan 𝑟 > 0 yoktur. Ayrıca, 𝐵ℬ𝒷(2, 𝑟1) ∩ 𝐵ℬ𝒷(3, 𝑟2) = ∅ ifadesini 

sağlayan 𝑟1, 𝑟2 pozitif sayıları da olmadığından (𝒮, ℬ𝒷) Hausdorff değildir. 

 

1.8.4. Modüler Metrik Uzaylar 

 

Bu kısımda Chistyakov un [71-72] 2010 yılında tanımladığı modüler metrik 

kavramına yer verilecektir. Chistyakov [73], ilk olarak 2008 yılında 𝐹 −modülerden 

indirgenen modüler metrik kavramını vermiştir. Daha sonra keyfi bir küme üzerinde 

tanımladığı modüler kavramı tarafından üretilen metrik uzay yapısını tanımlanmış ve bu 

uzaya modüler metrik uzay adını vermiştir. 

𝒮 ≠ ∅ ve 𝔶: (0,∞) × 𝒮 × 𝒮 → [0,∞] bir fonksiyon olsun. ∀𝜌 > 0 ve 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 

𝔶𝜌(𝜌, 𝜔,℘) gösterimi yerine 𝔶𝜌(𝜔, ℘) ifadesi kullanılacaktır. 

Tanım 1.8.17. [74] 𝒮 boştan farklı bir küme ve 𝔶: (0,∞) × 𝒮 × 𝒮 → [0,∞] 

fonksiyonu 𝜔,℘, 𝜈 ∈ 𝒮 için aşağıdaki şartları sağlasın: 

 

(𝔶1) her 𝜌 > 0 için 𝔶𝜌(𝜔,℘) = 0 ⇔ 𝜔 = ℘ dir, 

(𝔶2) her 𝜌 > 0 için 𝔶𝜌(𝜔,℘) = 𝔶𝜌(℘,𝜔) dir, 

(𝔶3) her 𝜌, 𝜇 > 0 için 𝔶𝜌+𝜇(𝜔,℘) ≤ 𝔶𝜌(𝜔, 𝜈) + 𝔶𝜇(𝜈,℘) dir. 
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Bu durumda 𝔶 fonksiyonuna modüler metrik ve (𝒮, 𝔶) ikilisine de modüler metrik uzay 

denir. 

Yukarıdaki tanımda (𝔶1) şartı yerine her 𝜔 ∈ 𝒮 için 

 

(𝔶1′) her 𝜌 > 0 için 𝔶𝜌(𝜔, 𝜔) = 0, 

 

koşulu sağlanırsa 𝔶 fonksiyonuna yarı (pseudo) modüler metrik denir. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 

(𝔶1′) şartı ve 𝜔 ve ℘ ye bağlı bir 𝜌 > 0 sayısı için 

 

(𝔶𝑠) 𝔶𝜌(𝜔, ℘) = 0 ⇒  𝜔 = ℘  

 

şartı da sağlanır ise 𝔶 fonksiyonuna kesin (strict) modüler denir. Ayrıca 𝔶 modüler metriği 

(𝔶1) şartından daha zayıf olan 

 

(𝔶1
′′) bazı 𝜌 > 0 için 𝔶𝜌(𝜔,℘) = 0 ⇔ 𝜔 = ℘, 

 

şartını sağladığında ise 𝔶 fonksiyonuna regülerdir denir. Son olarak her 𝜔,℘, 𝜈 ∈ 𝒮 ve 𝜌, 𝜇 >

0 için (𝔶3) şartı yerine  

 

           (𝔶3′) 𝔶𝜌+𝜇(𝜔,℘) ≤
𝜌

𝜌 + 𝜇
𝔶𝜌(𝜔, 𝜈) +

𝜇

𝜌 + 𝜇
𝔶𝜇(𝜈,℘) 

 

ifadesini sağlarsa 𝔶 fonksiyonuna da konvekstir denir. 

Örnek 1.8.18. [74] (𝒮, 𝑑) bir metrik uzay olsun. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 ve 𝜌 > 0 için 

 

           𝔶𝜌(𝜔,℘) =
𝑑(𝜔,℘)

𝜌
 

 

ile tanımlanan 𝔶 fonksiyonu konveks modüler metrik uzaydır. Ayrıca bu örnekle modüler 

metrik yapısının fiziksel yorumu yapılabilir. 𝜔,℘ ∈ 𝒮 noktaları arasında geçen zaman 𝜌 ve 

𝑑(𝜔,℘), bu noktalar arasındaki uzaklığı göstermek üzere 

 

           0 ≤ 𝔶𝜌(𝜔, ℘) < ∞ 
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değeri ortalama hızı gösterir. Buradan hareketle aşağıdaki yorumlar yapılabilir. 

 

(𝔶1) 𝒮 kümesindeki 𝜔 ve ℘ noktalarının çakışık olması (𝑑(𝜔,℘) = 0) için gerek ve 

yeter şart herhangi bir 𝜌 > 0 zamanında 𝜔 noktasından ℘ noktasına hareketin 

hızının 𝔶𝜌(𝜔, ℘) = 0 olmasıdır. Özetle, herhangi bir 𝜌 > 0 zamanında hareket 

yoktur. 

(𝔶2) 𝑑(𝜔,℘) = 𝑑(℘,𝜔) olduğundan herhangi 𝜌 > 0 zamanında 𝜔 noktasından ℘ 

noktasına hareketin ortalama hızı ile ters yöndeki ortalama hızlar birbirine eşittir. 

(𝔶3) Zamanlar eşit olmak üzere 𝜔 noktasından ℘ noktasına hareket aşağıdaki gibi iki 

şekilde yapılsın. 

(a) 𝜔 noktasından ℘ noktasına olan harekette üçüncü bir 𝜈 ∈ 𝒮 noktasından 

geçilsin, 

(b) Doğrudan 𝜔 noktasından ℘ noktasına hareket etsin. 

𝜔 noktasından 𝜈 noktasına olan harekette geçen süre 𝜌 ve 𝜈 noktasından ℘ 

noktasına olan harekette geçen süre ise 𝜇 olsun. Bu durumda ortalama hızlar 

sırasıyla 𝔶𝜌(𝜔, 𝜈) ve 𝔶𝜇(𝜈, ℘) dir. (a) durumundaki harekette harcanan zaman 

𝜌 + 𝜇 dir. Her iki harekette de geçen süreler eşit olduğundan (b) durumundaki 

ortalama hız 𝔶𝜌+𝜇 (𝜔,℘) dir. Üçgen eşitsizliğinden 𝑑(𝜔,℘) ≤ 𝑑(𝜔, 𝜈) +

𝑑(𝜈,℘) dir. Yani 𝜔 ve ℘ noktaları arasındaki uzaklık (b) durumundaki yolların 

toplamını aşamayacağından her 𝜔,℘, 𝜈 ∈ 𝒮 ve 𝜌, 𝜇 > 0 için 

 

                      𝔶𝜌+𝜇(𝜔,℘) ≤ maks{𝔶𝜌(𝜔, 𝜈) + 𝔶𝜇(𝜈,℘)} ≤ 𝔶𝜌(𝜔, 𝜈) + 𝔶𝜇(𝜈, ℘) 

 

biçiminde ifade edilir. 

 

Örnek 1.8.19. [74] (𝒮, 𝑑) bir metrik uzay olsun. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 ve 𝜌 > 0 için 

 

          𝔶𝜌  (𝜔,℘) = {
0,      𝜌 ≥ 𝑑(𝜔,℘)                   

∞,     𝜌 < 𝑑(𝜔,℘)                   
 

 

olarak tanımlanan 𝔶 fonksiyonu 𝒮 üzerinde konveks modülerdir. Bu örneğin bir sonucu 

olarak modüler metriğin görüntü kümesi de [0,∞] olarak tanımlanmıştır. 
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Örnek 1.8.20. [74] 𝜌 > 0 ve reel sayıların 𝜔 = {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ, ℘ = {℘𝑛}𝑛∈ℕ ∈ ℝ iki alt 

dizisi için  

 

           𝔶𝜌(𝜔,℘) = ∑(
|𝜔𝑛 −℘𝑛|

𝜌
)

𝑝∞

𝑛=1

,     1 ≤ 𝑝 < ∞, 

 

ile tanımlanan 𝔶 fonksiyonu kesin ve konveks modülerdir. Ayrıca aynı koşullar altında 𝔶 

modüleri 

 

           𝔶𝜌(𝜔,℘) = sup
𝑛∈ℕ

(
|𝜔𝑛 −℘𝑛|

𝜌
)

1
𝑛

 

 

ile tanımlanırsa kesin konveks olmayan modüleri elde edilir. 

𝔶𝜌(𝜔,℘) fonksiyonu (0,∞) üzerinde artmayan artmayan bir fonksiyondur. 

(𝔶1) − (𝔶3) koşulları dikkate alındığında 0 < 𝜇 < 𝜌 için 

 

          𝔶𝜌(𝜔, ℘) ≤ 𝔶𝜌−𝜇(𝜔,𝜔) + 𝔶𝜇(𝜔,℘) ≤ 𝔶𝜇(𝜔,℘) 

 

yazılabilir. Bu ise istenendir. 

Tanım 1.8.21. [74] 𝔶, 𝒮 üzerinde yarı modüler ve 𝜔0 ∈ 𝒮 olsun. Bu durumda 

 

𝒮𝔶 = 𝒮𝔶(𝜔0) = {𝜔 ∈ 𝒮: 𝔶𝜌(𝜔, 𝜔0) → 0, (𝜌 → ∞)}, 

          𝒮𝔶
∗ = 𝒮𝔶

∗(𝜔0) = {𝜔 ∈ 𝒮: ∃𝜌 = 𝜌(𝜔) > 0 öyle ki  𝔶𝜌(𝜔, 𝜔0) < ∞} 

 

kümelerine (𝜔0 civarındaki) modüler uzaylar denir. Buradan 𝒮𝔶 ⊂ 𝒮𝔶
∗ olduğu açıktır. 

𝔶 fonksiyonu 𝒮 üzerinde bir modüler ise 𝒮𝔶 modüler uzayı herhangi 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝔶 için  

 

          𝑑𝔶(𝜔,℘) = inf{𝜌 > 0:  𝔶𝜌(𝜔,℘) ≤ 𝜌} 

 

metriği ile verilen ve 𝔶 tarafından üretilen metrik (nontrivial) ile donatılmıştır. Ayrıca 𝔶, 𝒮 

üzerinde bir konveks modüler ise 𝒮𝔶 = 𝒮𝔶
∗ olur ve bu ortak kümeler herhangi 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝔶 için 
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          𝑑𝔶
∗(𝜔,℘) = inf{𝜌 > 0:  𝔶𝜌(𝜔,℘) ≤ 1} 

 

metriği ile donatılmıştır. Bu metriğe Luxemburg uzaklığı denir. 

𝒮𝔶
∗ modüler metrik uzay üzerinde 𝜔 ∈ 𝒮𝔶

∗ merkezli 𝑟 > 0 yarıçaplı açık yuvarı 

 

           B𝔶(𝜔, 𝑟) = {℘ ∈ 𝒮𝔶
∗| 𝑑𝔶(𝜔, ℘) < 𝑟 } 

 

kümesi ile tanımlanır. Ayrıca her 𝜔 ∈ 𝑈 için B𝔶(𝜔, 𝑟) ⊂ 𝑈 olan bir 𝑟 = 𝑟(𝜔) > 0 varsa 𝑈 

kümesine açık küme denir. 

𝒮𝔶
∗ kümesi üzerindeki bütün açık alt kümelerinin ailesine 𝑑𝔶 metriği tarafından 𝒮𝔶

∗ 

kümesi üzerine indirgenen metrik topoloji denir ve 𝜏𝑑𝔶 ile gösterilir. 

Modüler metrik uzaya ait bazı özellikler aşağıdaki gibidir. 

Tanım 1.8.22. [74] 𝒮𝔶
∗ bir modüler metrik uzay ve {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ ∈ 𝒮𝔶

∗ bir dizi olsun. 

 

(i) {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizisinin 𝜔∗ ∈ 𝒮𝔶
∗ noktasına 𝔶 −yakınsak olması için gerek ve yeter şart 

her 𝜌 > 0 için 𝑛 → ∞ iken 𝔶𝜌(𝜔𝑛, 𝜔
∗) ⟶ 0 olmasıdır. Ayrıca 𝜔∗ noktasına 

{𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizisinin 𝔶 −limiti denir. 

(ii) {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizisinin 𝔶 −Cauchy dizisi olması için gerek ve yeter koşul her 𝜌 > 0 ve 

𝑛,𝑚 → ∞ için 𝔶𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑚) ⟶ 0 olmasıdır. 

(iii) 𝒮𝔶
∗ modüler metrik uzayında alınan her 𝔶 −Cauchy dizisi 𝒮𝜉

∗ uzayında bir noktaya 

yakınsak ise 𝒮𝔶
∗ modüler metrik uzayına 𝔶 −tamdır denir. 

(iv) 𝒩 ⊆ 𝒮𝔶
∗ verilsin. 𝒩 kümesindeki 𝔶 −yakınsak her dizinin limiti yine 𝒩 

kümesinde ise 𝒩 ye 𝔶 −kapalıdır denir. 

(v) Her 𝜌 > 0 için 𝛿𝔶(𝒩) = {𝔶𝜌(𝜔,℘)| 𝜔,℘ ∈ 𝒩} < ∞ ise 𝒩 kümesine 𝔶 −sınırlı 

küme denir. 

 

Tanım 1.8.23. [75] 𝒮𝔶
∗ bir modüler metrik uzay ve 𝒬: 𝒮𝔶

∗ → 𝒮𝔶
∗ bir dönüşüm olsun. 

{𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizisi 𝑛 → ∞ için 𝜔𝑛
𝔶
→𝜔 oluyor iken 𝒬𝜔𝑛

𝔶
→𝒬𝜔 oluyorsa 𝒬 dönüşümüne 

𝔶 −sürekli dönüşüm denir. 

Teorem 1.8.24. [76] 𝒮𝔶
∗ 𝔶 −tam modüler metrik uzay ve 𝒬: 𝒮𝔶

∗ → 𝒮𝔶
∗ bir dönüşüm 

olsun. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝔶
∗ için  



61 

 

 

 

            𝔶𝜌(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝓀𝔶𝜌(𝜔,℘) 

 

eşitsizliği 𝓀 ∈ [0,1) için sağlansın. Her 𝜌 > 0 için 𝔶𝜌(𝜔0, 𝒬𝜔0) < ∞ olacak şekilde 

𝜔0 ∈ 𝒮𝔶
∗ elemanı varsa 𝒬 dönüşümü bir tek sabit noktaya sahiptir. 

Teorem 1.8.25. [76] 𝒮𝔶
∗ 𝔶 −tam modüler metrik uzay ve 𝒬: 𝒮𝔶

∗ → 𝒮𝔶
∗ bir dönüşüm 

olsun. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝔶
∗ için  

 

            𝔶𝜌(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝓀[𝔶2𝜌(𝜔, 𝒬𝜔)+𝔶2𝜌(℘,𝒬℘)] 

 

eşitsizliği 𝓀 ∈ [0,
1

2
) için sağlansın. Her 𝜌 > 0 için 𝔶𝜌(𝜔0, 𝒬𝜔0) < ∞ olacak şekilde 

𝜔0 ∈ 𝒮𝔶
∗ elemanı varsa 𝒬 dönüşümü bir tek sabit noktaya sahiptir. 

Modüler metrik uzayın kendine özgü fiziksel yorumu ve metrik uzay ile olan 

bağlantısından dolayı ortaya çıkan yeni kavramlar araştırmacıları bu yönde çalışmalar 

yapmaya teşvik etmiştir ve literatüre birçok çalışma kazandırılmıştır [77-87]. 

 

1.8.5. Modüler 𝒃 −Metrik Uzaylar 

 

Modüler metrik ve 𝑏 −metrik kavramları dikkate alınarak C. Alaca ve M.E. Ege [88] 

modüler 𝑏 −metrik yapısını tanımlamışlardır ve modüler 𝑏 −metrik uzayı tanıtmışlardır. 

Ayrıca bu yeni uzayda Banach sabit nokta teoremini de ifade ve ispat etmişlerdir. 

Tanım 1.8.26. [88]  𝒮 boştan farklı bir küme ve 𝜏 ≥ 1 bir reel sayı olsun. Her  

𝜔,℘, 𝜈 ∈ 𝒮 için 𝜉: (0,∞) × 𝒮 × 𝒮 → [0,∞] fonksiyonu aşağıdaki şartları sağlasın: 

 

(𝜉1) her 𝜌 > 0 için 𝜉𝜌(𝜔,℘) = 0 ⇔ 𝜔 = ℘ dir, 

(𝜉2) her 𝜌 > 0 için 𝜉𝜌(𝜔, ℘) = 𝜉𝜌(℘,𝜔) dir, 

(𝜉3) her 𝜌, 𝜇 > 0 için 𝜉𝜌+𝜇(𝜔, ℘) ≤ 𝜏[𝜉𝜌(𝜔, 𝜈) + 𝜉𝜇(𝜈,℘)] dir. 

 

Bu durumda 𝜉 fonksiyonuna modüler 𝑏 −metrik ve (𝒮, 𝜉) ikilisine de modüler 𝑏 −metrik 

uzay denir. 

Modüler 𝑏 −metrik uzay modüler metrik uzayın bir genellemesi olarak görülebilir. 

Gerçekten, 𝜏 = 1 alınır ise bu iki tanımın çakışacağı açıktır. 
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Örnek 1.8.27. 0 <  𝑝 <  1 olmak üzere ℓ𝑝 kümesi 

 

            ℓ𝑝 = {{𝜔𝑛} ⊂ ℝ:  ∑|𝜔𝑛|
𝑝 < ∞

∞

𝑛=1

} 

 

ile tanımlansın. 𝜔 = 𝜔𝑛,  ℘ = ℘𝑛 ∈ ℓ𝑝 için 

 

           𝑑: ℓ𝑝 × ℓ𝑝 → ℝ 

                  (𝜔,℘) → 𝑑 (𝜔,℘) = (∑|𝜔𝑛 −℘𝑛|
𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝

 

 

metrik fonksiyonu verilsin. 𝜌 ∈ (0,∞) için 𝜉𝜌(𝜔,℘) =
𝑑 (𝜔,℘)

𝜌
 ile tanımlı 

𝜉: (0,∞) × ℓ𝑝 × ℓ𝑝 → [0,∞] fonksiyonu 𝜏 = 2
1

𝑝 > 1 sabiti olmak üzere bir modüler 

𝑏 −metriktir. 

Örnek 1.8.28. (𝒮, 𝔶) modüler metrik uzay ve 𝑝 >  1 reel sayı olsun. 

 

           𝜉𝜌(𝜔,℘) = (𝔶(𝜔,℘))
𝑝
 

 

ile tanımlanan 𝜉 fonksiyonu 𝜏 = 2𝑝−1 ile bir modüler 𝑏 −metrik fonksiyonudur. 

Örnek 1.8.29. 𝒮 = [0,∞) kümesi üzerinde tanımlı 𝜉: (0,∞) × 𝒮 × 𝒮 → [0,∞] 

fonksiyonu her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 

 

           𝜉𝜌(𝜔,℘) =
(𝑒𝜔 − 𝑒℘)2

𝜌
 

 

biçiminde tanımlansın. Bu durumda (𝜉1) ve (𝜉2) koşullarının sağlandığı açıktır. O halde her 

𝜔,℘, 𝜈 ∈ 𝒮 için  

 

           𝜉𝜌+𝜇(𝜔,℘) =
(𝑒𝜔 − 𝑒℘)2

𝜌 + 𝜇
=
(𝑒𝜔 − 𝑒℘ + 𝑒𝜈 − 𝑒𝜈)2

𝜌 + 𝜇
 



63 

 

 

 

                                 =
(𝑒𝜔 − 𝑒𝜈)2

𝜌 + 𝜇
+
(𝑒℘ − 𝑒𝜈)2

𝜌 + 𝜇
+
2(𝑒𝜔 − 𝑒𝜈)(𝑒℘ − 𝑒𝜈)

𝜌 + 𝜇
 

                                 ≤
(𝑒𝜔 − 𝑒𝜈)2

𝜌
+
(𝑒℘ − 𝑒𝜈)2

𝜇
+
(𝑒𝜔 − 𝑒𝜈)2

𝜌
+
(𝑒℘ − 𝑒𝜈)2

𝜇
 

                                 = 2 [
(𝑒𝜔 − 𝑒𝜈)2

𝜌
+
(𝑒℘ − 𝑒𝜈)2

𝜇
] 

                                 ≤ 2[𝜉𝜌(𝜔, 𝜈) + 𝜉𝜇(𝜈,℘)] 

 

eşitsizliği ile (𝜉3) şartı da sağlandığından 𝜏 = 2 > 1 ile (𝒮, 𝜉) bir modüler 𝑏 −metrik 

uzaydır. Ancak dikkat edilir ise 𝜉 bir modüler metrik değildir. Sonuç olarak her modüler 

metrik uzay bir modüler 𝑏 −metrik uzaydır. Fakat bu örnekte olduğu gibi tersinin doğru 

olması gerekmez. 

Tanım 1.8.30. [88] (𝒮, 𝜉) bir modüler 𝑏 −metrik uzay olsun. Bu durumda bir modüler 

küme 𝒮𝜉 = {℘ ∈ 𝒮: ℘ ∼ 𝜔} dir. Burada 𝜔,℘ ∈ 𝒮 için 𝒮 üzerinde ∼, 𝜔 ∼ ℘ ⇔

lim
𝜌→∞

𝜉𝜌(𝜔, ℘) = 0 olacak şekilde bir denklik bağıntısıdır. Ayrıca 𝜔0 ∈ 𝒮 için 

 

            𝒮𝜉
∗ = 𝒮𝔶

∗(𝜔0) = {𝜔 ∈ 𝒮: ∃𝜌 = 𝜌(𝜔) > 0 ö𝑦𝑙𝑒 𝑘𝑖  𝜉𝜌(𝜔,𝜔0) < ∞} 

 

kümesi (𝜔0 civarında) bir modüler 𝑏 −metrik uzaydır. 

Modüler 𝑏 −metrik uzaydaki 𝜉 −yakınsaklık, 𝜉 −Cauchy ve 𝜉 −tamlık gibi topolojik 

kavramlar modüler metrik uzay ile benzer şekilde ifade edilebilir. 

Modüler 𝑏 −metrik uzayda sabit nokta teorisi ile ilgili bazı tanım ve teoremler 

aşağıdaki gibi verilebilir. 

Tanım 1.8.31. [88] (𝒮, 𝜉) bir modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬: 𝒮𝜉
∗ → 𝒮𝜉

∗ bir dönüşüm 

olsun. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve 𝜌 > 0 için  

 

            𝜉𝜌(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝓀𝜉𝜌(𝜔,℘) 

 

olan 𝓀 ∈ [0,1) varsa 𝒬 dönüşümüne 𝜉 −daralma dönüşümü adı verilir. 

Teorem 1.8.32. [88] (𝒮, 𝜉) uzayı 𝜏 ≥ 1 ile bir 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve  

𝒬: 𝒮𝜉
∗ → 𝒮𝜉

∗ bir 𝜉 −daralma dönüşümü olmak üzere 𝓀 ∈ [0,1) ve 𝜏. 𝓀 < 1 olsun. 
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𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) < ∞ olan 𝜔 = 𝜔(𝜌) ∈ 𝒮𝜉
∗ elemanı varsa {𝜔𝑛} → 𝜔∗ dir ve 𝜔∗ noktası 𝒬 

dönüşümünün bir tek sabit noktasıdır. 

Teorem 1.8.33. [88] (𝒮, 𝜉) uzayı 𝜏 ≥ 1 ile bir 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 

𝒬: 𝒮𝜉
∗ → 𝒮𝜉

∗ bir dönüşüm olsun. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve 𝜌 > 0 için 

 

            𝜉𝜌(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝓅[𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) + 𝜉𝜌(℘, 𝒬℘)] 

 

eşitsizliğini sağlayan 𝜏. 𝓅 ∈ (0,
1

2
) olan 𝓅 ∈ (0,

1

2
) var olsun. Bu durumda 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) < ∞ 

olan 𝜔 = 𝜔(𝜌) ∈ 𝒮𝜉
∗ elemanı varsa {𝜔𝑛} → 𝜔∗ dir ve 𝜔∗ noktası 𝒬 dönüşümünün bir tek 

sabit noktasıdır. 

Teorem 1.8.34. [88] (𝒮, 𝜉) uzayı 𝜏 ≥ 1 ile bir 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve  

𝒬: 𝒮𝜉
∗ → 𝒮𝜉

∗ bir dönüşüm olsun. Bu durumda her 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve 𝜌 > 0 için 

 

            𝜉𝜌(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝓇[𝜉𝜌(𝜔, 𝒬℘) + 𝜉𝜌(℘,𝒬𝜔)] 

 

ifadesini sağlayan 𝜏. 𝓇 ∈ [0,
1

2
) olan 𝓇 ∈ [0,

1

2
) var olsun. Bu durumda 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) < ∞ olan  

𝜔 = 𝜔(𝜌) ∈ 𝒮𝜉
∗ elemanı varsa {𝜔𝑛} → 𝜔∗ dir ve 𝜔∗ noktası 𝒬 dönüşümünün bir tek sabit 

noktasıdır. 

Parvaneh ve ark. [89] modüler 𝑏 −metrik uzaylarda 𝐹 −daralma dönüşümlerini 

kullanarak sabit nokta teorisi ile ilgili sonuçlar vermişlerdir. 

 

1.8.6. Branciari Uzaklık Fonksiyonu ile Donatılmış Modüler 𝒃 −Metrik Uzaylar 

 

Bu kısımda Branciari metrik kavramı yerine daha uygun bir ifade olan Branciari 

uzaklık (Branciari distance) terimi kullanılacaktır. 2021 yılında M. Öztürk ve A. Büyükkaya 

[90] tarafından Branciari uzaklık fonksiyonu ile donatılmış modüler 𝑏 −metrik kavramı 

tanımlanmıştır. 

Tanım 1.8.35. [90] 𝒮 boştan farklı bir küme ve 𝜏 ≥ 1 bir reel sayı olsun. 

𝔅 : ( 0,∞  )  ×  𝒮  ×  𝒮  →  [ 0,∞] dönüşümü her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 ve her farklı 𝓅, 𝓆 ∈ 𝒮 − {𝜔,℘} 

noktaları için aşağıdaki koşulları sağlasın: 
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(𝔅1) her 𝜌 > 0 için 𝔅𝜌(𝜔,℘) = 0 ⇔ 𝜔 = ℘ dir, 

(𝔅2) her 𝜌 > 0 için 𝔅𝜌(𝜔,℘) = 𝔅𝜌(℘,𝜔) dir, 

(𝔅3) her 𝜌, μ, ν >  0 için 𝔅𝜌+μ+ν(𝜔,℘) ≤ 𝜏[𝔅𝜌(𝜔,𝓅) + 𝔅μ(𝓅, 𝓆) + 𝔅ν(𝓆,℘)] dir. 

 

Bu durumda 𝔅 fonksiyonu Branciari uzaklık fonksiyonu ile donatılmış modüler 

𝑏 −metrik ve (𝒮,𝔅) = 𝒮𝔅 kümesine de Branciari uzaklık fonksiyonu ile donatılmış modüler 

𝑏 −metrik uzay denir, 𝔅ℳ𝔟 ile gösterilir. 

Diğer yandan (𝔅1) koşulu yerine aşağıda verilen (𝔅1
′) koşulu sağlanırsa 𝔅 

fonksiyonuna Branciari uzaklık fonksiyonu ile donatılmış yarı(pseudo) modüler 𝑏 −metrik 

denir. 

 

(𝔅1
′) her 𝜌 > 0 için 𝔅𝜌(𝜔, 𝜔) = 0 dir. 

 

Şimdi bazı 𝔅ℳ𝔟 uzay örneklerine yer verilecektir. 

Örnek 1.8.36. [90] (𝒮, 𝔡) Branciari metrik uzay ve 𝓀 ≥ 1 için 

 

           𝔅 : ( 0,∞  )  ×  𝒮  ×  𝒮  →  [ 0,∞] 

                                𝔅(𝜔,℘, 𝜌) → 𝔅𝜌(𝜔, ℘) =
(𝔡(𝜔,℘))

𝓀

𝜌
 

 

fonksiyonu tanımlansın. 𝑡 ≥ 0 için 𝑓(𝑡) = 𝑡𝓀 fonksiyonunun iç bükey olmasından ve 

Jensen eşitsizliği ile 𝒶,𝒷, 𝒸 negatif olmayan reel sayıları için  

 

            (𝒶 + 𝒷 + 𝒸)𝓀 ≤ 3𝓀−1(𝒶𝓀 +𝒷𝓀 + 𝒸𝓀) 

 

sağlandığından 𝒮𝔅 uzayı 𝜏 ≤ 3𝓀−1 sabiti ile bir 𝔅ℳ𝔟 dir. 

Örnek 1.8.37. [90] (𝒮, 𝔡) Branciari metrik uzay, 𝓀 ≥ 1 ve 𝛼, 𝛽>0 olsun. Her 𝜔,℘ ∈

𝒮 ve her 𝜌 > 0 için 𝔅: (0,∞) × 𝒮 × 𝒮 → [0,∞) fonksiyonu 

 

            𝔅𝜌(𝜔,℘) =
𝛼𝑑(𝜔,℘) + 𝛽𝑑(𝜔,℘)𝓀

1 + 𝜌
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olarak tanımlansın. 𝒮𝔅 uzayı Branciari metrik uzay değildir. Ancak 𝒮𝔅 bir 𝔅ℳ𝔟 dir. (𝔅1) 

ve (𝔅2) koşullarının sağlandığı açıktır. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮 ve tüm farklı 𝓅, 𝓆 ∈ 𝒮 − {𝜔,℘} için  

 

            𝔅𝜌+μ+ν(𝜔, ℘) =
𝛼𝑑(𝜔,℘) + 𝛽𝑑(𝜔,℘)𝓀

1 + 𝜌 + μ + ν
 

                ≤
𝛼[𝑑(𝜔, 𝓅) + 𝑑(𝓅, 𝓆) + 𝑑(𝓆,℘)] + 𝛽[𝑑(𝜔,𝓅) + 𝑑(𝓅, 𝓆) + 𝑑(𝓆, ℘)]𝓀

1 + 𝜌 + 𝜇 + 𝜈
 

                ≤
𝛼[𝑑(𝜔, 𝓅) + 𝑑(𝓅, 𝓆) + 𝑑(𝓆,℘)] + 3𝓀−1𝛽[𝑑(𝜔,𝓅)𝓀 + 𝑑(𝓅, 𝓆)𝓀 + 𝑑(𝓆,℘)𝓀]

1 + 𝜌 + 𝜇 + 𝜈
 

                ≤ 3𝓀−1

[
 
 
 
 
α𝑑(𝜔,𝓅) + 𝛽𝑑(𝜔,𝓅)𝓀

1 + 𝜌
+
α𝑑(𝓅, 𝓆) + 𝛽𝑑(𝓅, 𝓆)𝓀

1 + 𝜇

+
α𝑑(𝓆,℘) + 𝛽𝑑(𝓆,℘)𝓅

1 + 𝜈 ]
 
 
 
 

 

                = 3𝓀−1[𝔅𝜌(𝜔, 𝓅) + 𝔅μ(𝓅, 𝓆) + 𝔅ν(𝓆,℘)], 

 

olduğundan (𝔅3) koşulu da sağlanmış olur. Sonuç olarak 𝒮𝔅 uzayı 𝜏 ≤ 3𝓀−1 sabiti ile 𝔅ℳ𝔟 

dir. Fakat (𝑎 + 𝑏)𝓀 ≤ 2𝓀−1(𝑎𝓀 + 𝑏𝓀) eşitsizliği kullanılırsa (𝔅3) koşulu aşağıdaki yolla 

da ispatlanabilir ve 𝜏 = (2𝓀−1)
2
 ile 𝔅ℳ𝔟 olduğu görülür. 

 

            𝔅𝜌+μ+ν(𝜔, ℘) =
α𝑑(𝜔,℘) + 𝛽𝑑(𝜔,℘)𝓀

1 + 𝜌 + μ + ν
 

              ≤
α[𝑑(𝜔,𝓅) + 𝑑(𝓅, 𝓆) + 𝑑(𝓆,℘)] + 𝛽[𝑑(𝜔,𝓅) + 𝑑(𝓅, 𝓆) + 𝑑(𝓆,℘)]𝓀

1 + 𝜌 + μ + ν
 

              ≤
α[𝑑(𝜔,𝓅) + 𝑑(𝓅, 𝓆) + 𝑑(𝓆,℘)] + 2𝓀−1𝛽 [(𝑑(𝜔, 𝓅) + 𝑑(𝓅, 𝓆))

𝓀
+ 𝑑(𝓆,℘)𝓀]

1 + 𝜌 + μ + ν
 

          ≤
α[𝑑(𝜔,𝓅) + 𝑑(𝓅, 𝓆) + 𝑑(𝓆,℘)] + (2𝓀−1)

2
𝛽[𝑑(𝜔,𝓅)𝓀 + 𝑑(𝓅, 𝓆)𝓀 + 𝑑(𝓆,℘)𝓀]

1 + 𝜌 + μ + ν
 

  ≤ (2𝓅−1)2 [
α𝑑(𝜔,𝓅) + 𝛽𝑑(𝜔,𝓅)𝓀

1 + 𝜌 + μ + ν
+
α𝑑(𝓅, 𝓆) + 𝛽𝑑(𝓅, 𝓆)𝓀

1 + 𝜌 + μ + ν
+
α𝑑(𝓆, ℘) + 𝛽𝑑(𝓆, ℘)𝓅

1 + 𝜌 + μ + ν
] 

≤ (2𝓀−1)
2
[
α𝑑(𝜔,𝓅) + 𝛽𝑑(𝜔,𝓅)𝓀

1 + 𝜌
+
α𝑑(𝓅, 𝓆) + 𝛽𝑑(𝓅, 𝓆)𝓀

1 + μ
+
α𝑑(𝓆, ℘) + 𝛽𝑑(𝓆, ℘)𝓅

1 + ν
] 

   = (2𝓀−1)
2
[𝔅𝜌(𝜔,𝓅) + 𝔅μ(𝓅, 𝓆) + 𝔅ν(𝓆,℘)] 
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dir. 

Örnek 1.8.38. [90] 𝓀 ≥ 1 ve 𝜔,℘ ∈ 𝒮 olsun. 𝔅: (0,∞) × 𝒮 × 𝒮 → [0,∞) 

fonksiyonu  

            𝔅𝜌(𝜔,℘) =
|𝜔 − ℘|𝓀

1 + 𝜌
 

 

ise 𝒮𝔅 uzayının 𝜏 = (2𝓀−1)
2
 sabiti ile 𝔅ℳ𝔟 olduğu açıktır. 

Örnek 1.8.39. [90] 𝒮 = {( 𝑎, 0 ) ∈ ℝ2| 𝑎 ≥ 0 } ∪ { ( 0, 𝑏 ) ∈ ℝ2| 𝑏 ≥ 0 } olsun. 

𝔅: (0,∞) × 𝒮 × 𝒮 → [0,∞) fonksiyonu aşağıdaki gibi tanımlanırsa 𝒮𝔅 bir 𝔅ℳ𝔟 olur. 

 

            𝔅𝜌((𝑎1, 0), (𝑎2, 0)) =
|𝑎1 − 𝑎2|

𝓀

1 + 𝜌
, 

            𝔅𝜌((0, 𝑏1), (0, 𝑏2)) =
|𝑏1 − 𝑏2|

𝓀

1 + 𝜌
, 

            𝔅𝜌((𝑎, 0), (0, 𝑏)) =
|𝑎 − 𝑏|𝓀

1 + 𝜌
 

 

dir. 

𝔅ℳ𝔟 uzayında 𝜔 ∈ 𝒮𝔅 ve 𝜌, 𝜇 > 0 olsun. Bu durumda 𝜌 ve 𝜇 ye bağlı 𝔅−açık yuvar 

 

           B𝜌,𝜇
𝔅 (𝜔, 𝑟) = {℘ ∈ 𝒮𝔅| 𝔅𝜌(𝜔,℘) < 𝜇 } 

 

ile tanımlanır. Her 𝜌 > 0 ve 𝑎 ∈ 𝐴 ⊂ 𝒮𝔅 için B𝜌,𝜇
𝔅 (𝜔, 𝑎) ⊆ 𝐴 olan 𝜇 > 0 varsa 𝐴 kümesine 

𝔅−açıktır denir. 𝒮𝔅 kümesindeki tüm 𝐴 alt kümelerinin bir topluluğu 𝜏𝔅 olsun. Bu durumda 

𝜏𝔅, 𝔅ℳ𝔟 uzayı için bir topoloji tanımlar. 

Şimdi 𝔅−yakınsaklık, 𝔅−Cauchy dizisi ve 𝔅−tamlık gibi 𝔅ℳ𝔟 uzayının bazı 

topolojik özellikleri aşağıdaki gibi verilir. 

Tanım 1.8.40. [90] 𝒮𝔅 bir 𝔅ℳ𝔟, {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ bu uzayda bir dizi ve 𝜔 ∈ 𝒮 olsun. 

 

(i)  𝜀 >  0 verildiğinde her 𝑛 ≥ 𝑛0 için 𝔅𝜌(𝜔𝑛, 𝜔) < 𝜀 olan 𝑛0 ∈ ℕ varsa 𝒮𝔅 

uzayındaki {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizisine 𝜔 ∈ 𝒮𝔅 noktasına 𝔅−yakınsaktır denir. Yani her 𝜌 >

0 için lim
𝑛→∞

𝔅𝜌(𝜔𝑛, 𝜔) = 0 dır. 
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(ii)  𝜀 >  0 verildiğinde her 𝑛 ≥ 𝑛0 ve 𝓅 >  0 için 𝔅𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+𝓅) < 𝜀 olan 𝑛0 ∈ ℕ 

varsa 𝒮𝔅 uzayındaki {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizisine 𝔅−Cauchy dizisi denir. Yani  

𝜌 > 0 için lim
𝑛,𝑚→∞

𝔅𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑚) = 0 dır. 

(iii) 𝒮𝔅 uzayındaki her 𝔅−Cauchy dizisi 𝒮𝔅 uzayındaki bir noktaya 𝔅 −yakınsak ise 

𝒮𝔅 uzayına 𝔅 −tam 𝔅ℳ𝔟 denir. 

 

Uyarı 1.8.41. [90] Aşağıdaki ifadeler 𝔅ℳ𝔟 için sağlanır. 

(i)   𝔅ℳ𝔟 da bir dizinin limiti tek olmak zorunda değildir. 

(ii)  𝔅ℳ𝔟 da bir yakınsak dizisi Cauchy dizisi olmayabilir. 

(iii) Branciari uzaklık fonksiyonu ile donatılmış modüler 𝑏 −metrik fonksiyonu 

sürekli olmayabilir. 

 



 

 

 

 

2. YAPILAN ÇALIŞMALAR 

 

Bu bölümde çeşitli modüler metrik uzaylardaki ortak sabit nokta ve sabit nokta 

teoremleri ve sonuçları ile bunların uygulamalarına yer verilecektir. Ancak, modüler metrik 

kavramı sonlu değer olmak zorunda değildir. Dolayısıyla modüler metrik uzay (modüler 

𝑏 −metrik uzay ve Branciari uzaklık fonksiyonu ile donatılmış modüler 𝑏 −metrik uzay) 

üzerindeki daralma dönüşümlerin sabit noktalarının varlığı ve tekliği hakkında yorum 

yapabilmesi için aşağıdaki ön koşulların verilmesi gerekmektedir. 

 

(𝑀1) Her 𝜌 > 0 ve 𝜔 ∈ 𝒮𝔶
∗ için 𝔶𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) < ∞ dir. 

(𝑀2) Her 𝜌 > 0 ve 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝔶
∗ için 𝔶𝜌(𝜔, ℘) < ∞ dir. 

 

2.1.  Modüler 𝒃 −Metrik Uzaylarda Simülasyon Fonksiyon Yardımı ile Elde 

Edilen Suzuki 𝚺 −Daralmalar İçin Sabit Nokta Teoremleri 

 

Bu bölümde modüler 𝑏 −metrik uzaylarda simülasyon fonksiyon yardımıyla elde 

edilen ve Suzuki Σ −daralma olarak adlandırılan yeni bir daralma dönüşümü 

tanımlanacaktır. Ayrıca, bu uzay üzerinde dört dönüşüm için ortak sabit noktaların varlığı 

ve tekliği incelenecektir. Son kısımda ise Graf teorisi ve Homotopi teorisi için sonuçlara yer 

verilecektir. 

Tanım 2.1.1. 𝒮𝜉
∗ kümesi, 𝜏 ≥ 1 sabiti ile modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬, 𝒦, 𝒥 ve 𝜁 bu 

uzayda dört dönüşüm olsun. Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 > 0 için  

 

 
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜁𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝑙(𝒥℘,𝒦℘)} ≤ maks{𝜉𝜌(𝜁𝜔, 𝒥℘), 𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘)} ⇒ 

 

 Σ(𝜔,℘) =
1

𝜏2
[𝜉𝜌(𝜁𝜔, 𝒥℘) + |𝜉𝜌(𝜁𝜔, 𝒬𝜔) − 𝜉𝜌(𝒥℘,𝒦℘)|] 

 

olmak üzere 

 

 𝒳 (𝜏𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘), Σ(𝜔,℘)) ≥ 0 (2.1) 
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olan 𝒳 ∈ Z varsa 𝒬, 𝒦, 𝒥 ve 𝜁 dönüşümlerine Suzuki Σ −daralma dönüşümü adı verilir. 

Teorem 2.1.2. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬, 𝒦, 𝒥 ve 𝜁 

dönüşümleri Suzuki Σ −daralma dönüşümü olsun. Eğer 

 

(i)    𝒬(𝒮𝜉
∗) ⊂ 𝒥(𝒮𝜉

∗) ve 𝒦(𝒮𝜉
∗) ⊂ 𝜁(𝒮𝜉

∗) dir, 

(ii)   𝒬(𝒮𝜉
∗), 𝒥(𝒮𝜉

∗), 𝒦(𝒮𝜉
∗) ve 𝜁(𝒮𝜉

∗) kümelerinden biri 𝒮𝜉
∗ kümesinin kapalı alt 

kümesidir, 

(iii)  {𝒥,𝒦} ve {𝜁, 𝒬} çiftleri zayıf uyumludur, 

(iv) (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanır, 

 

şartları sağlanırsa 𝒬, 𝒦, 𝒥  ve 𝜁 dönüşümleri 𝒮𝜉
∗ uzayında ortak tek bir sabit noktaya sahiptir. 

İspat. 𝜔0 ∈ 𝒮𝜉
∗ keyfi bir nokta olsun. 𝒬(𝒮𝜉

∗) ⊂ 𝒥(𝒮𝜉
∗) olduğundan ℘0 = 𝒬𝜔0 = 𝒥𝜔1 

eşitliğini sağlayan 𝜔1 ∈ 𝒮𝜉
∗ noktası vardır. Benzer şekilde 𝒦(𝒮𝜉

∗) ⊂ 𝜁(𝒮𝜉
∗) ile ℘1 = 𝒦𝜔1 =

𝜁𝜔2  olacak şekilde 𝜔2 ∈ 𝒮𝜉
∗ noktası vardır. Bu şekilde devam edilerek 𝒮𝜉

∗ uzayında bir 

{℘n}𝑛∈ℕ  dizisi 

 

 ℘2𝑛  = 𝒬𝜔2𝑛 = 𝒥𝜔2𝑛 + 1 ve ℘2𝑛 + 1 = 𝒦𝜔2𝑛 + 1 = 𝜁𝜔2𝑛 + 2 

 

olarak tanımlanır. Buradan 

 

 

1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜁𝜔2𝑛, 𝒬𝜔2𝑛), 𝜉𝜌(𝒥𝜔2𝑛 + 1,𝒦𝜔2𝑛 + 1)} 

                                                         ≤ maks {𝜉𝜌(𝜁𝜔2𝑛, 𝒥𝜔2𝑛 + 1), 𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑛, 𝒦𝜔2𝑛 + 1)} 

 

sağlandığından (2.1) ve ( 𝒳2 ) den 

 

 
0 ≤ 𝒳 (𝜏𝜉𝜌(𝒬𝜔2n, 𝒦𝜔2n+1 ), Σ(𝜔2n, 𝜔2n+1)) 

    < Σ(𝜔2n, 𝜔2n+1) − 𝜏𝜉𝜌(𝒬𝜔2n, 𝒦𝜔2n+1) 
(2.2) 

 

yazılabilir ve burada 

 



71 

 

 

 

 

Σ( 𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛 + 1 ) 

=
1

𝜏2
[𝜉𝜌(𝜁𝜔2𝑛, 𝒥𝜔2𝑛+1) + |𝜉𝜌(𝜁𝜔2𝑛, 𝒬𝜔2𝑛) − 𝜉𝜌(𝒥𝜔2𝑛+1, 𝒦𝜔2𝑛+1)|] 

=
1

𝜏2
[𝜉𝜌(℘2𝑛 − 1, ℘2𝑛) + |𝜉𝜌(℘2𝑛 − 1, ℘2𝑛) − 𝜉𝜌(℘2𝑛, ℘2𝑛+1)|] 

(2.3) 

 

dir. Nihayetinde (2.2) ve (2.3) den 

 

 𝜉𝜌(℘2𝑛, ℘2𝑛+1) ≤ 𝜏𝜉𝜌(℘2𝑛, ℘2𝑛+1) < Σ(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1) (2.4) 

 

elde edilir. Eğer (2.3) ve (2.4) de 𝜅𝑛 = 𝜉𝜌(℘𝑛−1, ℘𝑛) kısaltması uygulanırsa 

 

 𝜅2𝑛+1 ≤ 𝜏𝜅2𝑛+1 < Σ(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1) =
1

𝜏2
[𝜅2𝑛 + |𝜅2𝑛 − 𝜅2𝑛+1|] (2.5) 

 

eşitsizliğine ulaşılır. Burada 𝜅2n ≤ 𝜅2n+1 durumu göz önüne alınırsa 𝜅2n+1 ≤ 𝜏𝜅2n+1 <

1

𝜏2
𝜅2n+1 elde edilir. Fakat bu ifade bir çelişkidir. Bu durumda 𝜅2n+1 < 𝜅2n dir ve böylece 

 

 𝛴(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1) =
1

𝜏2
[2𝜅2𝑛 − 𝜅2𝑛+1] (2.6) 

 

bulunur. Diğer yandan yukarıdaki benzer adımlar takip edilerek 𝜅2n < 𝜅2n−1 ifadesinin 

sağlandığı gösterilebilir. Bu da 𝜅n+1 < 𝜅n olduğunu garanti eder. Böylece {𝜅n} =

{𝜉𝜌(℘𝑛−1, ℘𝑛)} reel sayıların artmayan ve negatif olmayan bir dizisidir. Bu durumda her 

𝜌 > 0 için lim
n→∞

𝜅n = 𝑟 olacak şekilde 𝑟 ≥ 0 vardır. Şimdi 𝑟  = 0 olduğu gösterilsin. Fakat 

tersine 𝑟 > 0 olsun. 

Bu aşamada aşağıdaki iki durum söz konusudur. 

Durum 1: 𝜏 > 1 olsun. (2.6) ve (2.4) de 𝑛  → ∞ için limit alınır ise 

 

 𝑟  ≤ 𝜏𝑟 <
1

𝜏2
𝑟 

 

çelişkisine ulaşılır. 
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Durum 2: 𝜏 = 1 olsun. Bu durumda 𝒳 (𝜏𝜉𝜌(℘2𝑛, ℘2𝑛 + 1), Σ( 𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛 + 1)) ≥ 0 dir. 

Eğer 𝛼𝑛 = 𝜉𝜌(℘2𝑛, ℘2𝑛+1) ve 𝛽𝑛 = 𝛴(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1) için lim sup
n→∞

𝜏𝛼𝑛 = lim
n→∞

sup𝛽𝑛 = 𝑟 >

0 ve 𝛼𝑛 < 𝛽𝑛 koşulları sağlanırsa, (𝒳3
∗) den 0 ≤ limsup

n→∞
𝒳∗ (𝜏𝛼𝑛, 𝛽𝑛) < 0 çelişkisi ortaya 

çıkar. Bundan dolayı 𝑟 = 0 elde edilir. Yani her 𝜌 > 0 için  

 

 𝜉𝜌(℘𝑛−1, ℘𝑛) → 0, (𝑛 → ∞) (2.7) 

 

bulunur. 

Şimdi bir sonraki adım olarak {℘𝑛}𝑛∈ℕ  dizisinin 𝜉 −Cauchy dizisi olduğu 

gösterilecektir. Fakat {℘2𝑛}𝑛∈ℕ  dizisinin 𝜉 −Cauchy dizisi olduğunu göstermek yeterlidir. 

Aksine verilen 𝜀 > 0 için {𝑛𝑘} > {𝑚𝑘} ≥ 𝑘 özelliğindeki pozitif sayıların {𝑚𝑘} ve {𝑛𝑘} alt 

dizileri  

 

 𝜉𝜌(℘2𝑚𝑘
, ℘2𝑛𝑘) ≥ 𝜀 ve 𝜉𝜌(℘2𝑚𝑘

, ℘2𝑛𝑘−2) < 𝜀 (2.8) 

 

ifadelerini her 𝜌 > 0 için sağlasın. Böylece (2.8) ile 

 

 𝜀 ≤ 𝜉𝜌(℘2mk
, ℘2nk

) ≤ 𝜏𝜉𝜌
2
(℘2mk

, ℘2nk+1
) + 𝜏𝜉𝜌

2
(℘2nk+1

, ℘2nk
) 

 

ifadesi elde edilir ve (2.7) kullanılarak 𝑘  → ∞ için limit alınır ise 

 

 lim sup
n→∞

𝜉𝜌(℘2𝑚𝑘
, ℘2𝑛𝑘+1) ≥

𝜀

𝜏
 (2.9) 

 

olur. Ayrıca, (𝜉3) ile 

 

 

𝜉𝜌(℘2𝑚𝑘 − 1, ℘2𝑛𝑘) ≤ 𝜏𝜉𝜌
2
(℘2𝑚𝑘 − 1, ℘2𝑚𝑘

) + 𝜏2𝜉𝜌
2
(℘2𝑚𝑘

, ℘2𝑛𝑘 − 2) 

                                     + 𝜏3𝜉𝜌
4
(℘2𝑛𝑘 − 2, ℘2𝑛𝑘 − 1)  +  𝜏

3𝜉𝜌
4
(℘2𝑛𝑘 − 1, ℘2𝑛𝑘) 

 

bulunur ve (2.7) ile (2.8) göz önüne alınırsa 𝑘  → ∞ için  
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 lim sup
n→∞

𝜉𝜌(℘2𝑚𝑘
, ℘2𝑛𝑘+1) ≤ 𝜏

2𝜀 (2.10) 

 

elde edilir. Devamında (2.7) ve (2.8) den  

 

 

1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜁𝜔2𝑚𝑘

, 𝒬𝜔2𝑚𝑘
), 𝜉𝜌( 𝒥𝜔2𝑛𝑘+1, 𝒦𝜔2𝑛𝑘+1)}  

             ≤
𝜀

𝜏2
maks{𝜉𝜌(𝜁𝜔2𝑚𝑘

, 𝒥𝜔2𝑛𝑘+1), 𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑚𝑘
, 𝒦𝜔2𝑛𝑘+1)} 

 

ifadesini sağlayacak şekilde n1 ∈ ℕ pozitif tamsayısı vardır. Bu durumda (2.1) ve (𝒳2) den 

 

 
0 ≤ 𝒳 (𝜏𝜉𝜌(𝒬𝜔2mk

,𝒦𝜔2nk+1), Σ(𝜔2mk
, 𝜔2nk+1)) 

    <  Σ(𝜔2𝑚𝑘
, 𝜔2𝑛𝑘+1) − 𝜏𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑚𝑘

, 𝒦𝜔2𝑛𝑘+1) 
(2.11) 

 

ve 

 

 

Σ(𝜔2𝑚𝑘
, 𝜔2𝑛𝑘+1) =

1

𝜏2
[𝜉𝜌(𝜁𝜔2mk

, 𝒥𝜔2nk+1) 

                                    +|𝜉𝜌(𝜁𝜔2mk
, 𝒬𝜔2mk

) − 𝜉𝜌(𝒥𝜔2nk+1,𝒦𝜔2nk+1)|] 

=  
1

𝜏2
[𝜉𝜌(℘2𝑚𝑘 − 1, ℘2𝑛𝑘) + |𝜉𝜌(℘2𝑚𝑘 − 1, ℘2𝑚𝑘

) − 𝜉𝜌(℘2𝑛𝑘 , ℘2𝑛𝑘+1)|] 

(2.12) 

 

elde edilir. Buradan (2.10) kullanılarak (2.12) ifadesinde 𝑘  → ∞ için limit alınırsa 

 

 

lim sup
k→∞

Σ(𝜔2𝑚𝑘
, 𝜔2𝑛𝑘+1) = lim sup

k→∞
{
1

𝜏2
[𝜉𝜌(℘2𝑚𝑘−1, ℘2𝑛𝑘)]}   

                                                ≤
1

𝜏2
𝜏2𝜀 = 𝜀 

(2.13) 

 

bulunur. Son olarak (2.9) ve (2.13) ifadeleri ile (2.11) eşitsizliğinde 𝑘  → ∞ için limit alınırsa 

 

 

0  ≤ lim sup
k→∞

[𝒳 (𝜏𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑚𝑘
, 𝒦𝜔2𝑛𝑘+1), Σ(𝜔2𝑚𝑘

, 𝜔2𝑛𝑘+1))]   

     < lim sup
k→∞

[Σ(𝜔2𝑚𝑘
, 𝜔2𝑛𝑘+1) − 𝜏𝜉𝜌(℘2𝑚𝑘

, ℘2𝑛𝑘+1)]   
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     ≤ lim sup
k→∞

Σ(𝜔2𝑚𝑘
, 𝜔2𝑛𝑘+1) −  lim infk→∞

 [𝜏𝜉𝜌(℘2𝑚𝑘
, ℘2𝑛𝑘+1)] 

     ≤ 𝜀  −  𝜏
𝜀

𝜏
=  0 

 

çelişkisi ortaya çıkar. Bu da {℘2𝑛}𝑛∈ℕ  dizisinin 𝜉 −Cauchy dizisi olduğunu gösterir. 

Böylece {℘𝑛}𝑛∈ℕ  dizisi de bir 𝜉 −Cauchy dizisi olur. 𝒮𝜉
∗, 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay 

olduğundan 

 

 lim
n→∞

℘𝑛 = 𝑧, (2.14) 

 

olan 𝑧 ∈ 𝒮𝜉
∗ noktası vardır. 

Devamında 𝑧 noktasının 𝒬, 𝒦, 𝒥  ve 𝜁 dönüşümlerinin ortak sabit noktası olduğu 

gösterilecektir. İlk olarak 𝑧 noktasının 𝒬 ve 𝜁 dönüşümlerinin sabit noktası olduğu 

gösterilecektir. 

 

 lim
n→∞

℘2𝑛 = lim
n→∞

𝒬𝜔2𝑛 = lim
n→∞

𝒥𝜔2𝑛+1 = 𝑧 

 lim
n→∞

℘2𝑛+1 = lim
n→∞

𝒦𝜔2𝑛 + 1 = lim
n→∞

𝜁𝜔2𝑛 + 2 = 𝑧 

 

ifadelerinin sağlandığı açıktır. 𝜁(𝒮𝜉
∗), 𝒮𝜉

∗ nin kapalı alt kümesi olsun. Bu durumda 𝑧 = 𝜁𝑢 

olacak şekilde 𝑢 ∈ 𝒮𝜉
∗ noktası vardır. 𝒬𝑢 = 𝑧 olduğunu göstermek için 𝒬𝑢 ≠ 𝑧 olsun. Bu 

durumda 

 

 

1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜁𝑢, 𝒬𝑢), 𝜉𝜌(𝒥𝜔2𝑛+1, 𝒦𝜔2𝑛+1)} 

                                                       ≤ maks{𝜉𝜌(𝜁𝑢, 𝒥𝜔2𝑛+1), 𝜉𝜌(𝒬𝑢,𝒦𝜔2𝑛+1)} 

 

sağlandığından 

 

 0 ≤ 𝒳 (𝜏𝜉𝜌(𝒬𝑢,𝒦𝜔2𝑛 + 1), Σ(𝑢, 𝜔2𝑛 + 1)) < Σ( 𝑢, 𝜔2𝑛 + 1) − 𝜏𝜉𝜌( 𝒬𝑢,𝒦𝜔2𝑛 + 1) 

 

ve 
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Σ(𝑢, 𝜔2𝑛 + 1) =
1

𝜏2
[𝜉𝜌(𝜁𝑢, 𝒥𝜔2𝑛 + 1) + |𝜉𝜌( 𝜁𝑢, 𝒬𝑢 ) − 𝜉𝜌( 𝒥𝜔2𝑛 + 1,𝒦𝜔2𝑛 + 1)|] 

                         =
1

𝜏2
[𝜉𝜌(𝑧,℘2𝑛) + |𝜉𝜌(𝑧, 𝒬𝑢) − 𝜉𝜌(℘2𝑛, ℘2𝑛+1)|] 

 

bulunur. Eğer 𝑛 → ∞ için limit alınırsa 

 

 0 < lim
n→∞

Σ(𝑢, 𝜔2𝑛+1) − lim
n→∞

𝜏𝜉𝜌(𝒬𝑢,𝒦𝜔2𝑛+1) =
1

𝜏2
𝜉𝜌(𝑧, 𝒬𝑢) − 𝜏𝜉𝜌(𝑧, 𝒬𝑢) < 0 

 

çelişkisine ulaşılır. Böylece 𝒬𝑢 = 𝑧 olur ve 𝒬𝑢 = 𝜁𝑢 = 𝑧 ifadesine ulaşılır. 𝒬 ve 𝜁 

dönüşümleri zayıf uyumlu dönüşümler olduklarından 𝒬𝑧 = 𝒬𝜁𝑢 = 𝜁𝒬𝑢 = 𝜁𝑧 bulunur. 

𝒬𝑧 = 𝑧 olduğunu göstermek için 𝒬𝑧 ≠ 𝑧 olsun. Bu durumda  

 

 

1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜁𝑧, 𝒬𝑧), 𝜉𝜌( 𝒥𝜔2𝑛 + 1, 𝒦𝜔2𝑛 + 1)} 

                                                                    ≤ maks{𝜉𝜌(𝜁𝑧, 𝒥𝜔2𝑛 + 1), 𝜉𝜌(𝒬𝑧,𝒦𝜔2𝑛 + 1)} 

 

koşulu sağlandığından 

 

 0 ≤ 𝒳 (𝜏𝜉𝜌(𝒬𝑧,𝒦𝜔2𝑛 + 1), 𝛴(𝑧, 𝜔2𝑛 + 1)) < 𝛴(𝑧, 𝜔2𝑛+1) − 𝜏𝜉𝜌(𝒬𝑧,𝒦𝜔2𝑛+1), 

 

 

𝛴(𝑧, 𝜔2𝑛+1) =
1

𝜏2
[𝜉𝜌(𝜁𝑧, 𝒥𝜔2𝑛+1) + |𝜉𝜌(𝜁𝑧, 𝒬𝑧) − 𝜉𝜌(𝒥𝜔2𝑛+1, 𝒦𝜔2𝑛+1)|] 

                       =
1

𝜏2
[𝜉𝜌(𝜁𝑧,℘2𝑛) + |𝜉𝜌(𝜁𝑧, 𝒬𝑧) − 𝜉𝜌(℘2𝑛, ℘2𝑛 + 1)|] 

 

elde edilir. Benzer şekilde 𝑛 → ∞ için limit alınırsa 

 

 0 < lim
n→∞

𝛴(𝑧, 𝜔2𝑛+1) − lim
n→∞

𝜏𝜉𝜌(𝒬𝑧,𝒦𝜔2𝑛+1) =
1

𝜏2
𝜉𝜌(𝜁𝑧, 𝑧) − 𝜏𝜉𝜌(𝜁𝑧, 𝑧) < 0 

 

bulunur ki bu bir çelişkidir. Yani 𝒬𝑧 = 𝑧 olmalıdır. 
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Bir sonraki adımda 𝑧 noktasının 𝒦 ve 𝒥 dönüşümlerinin sabit noktası olduğu 

gösterilsin. 𝒬(𝒮𝜉
∗) ⊂ 𝒥(𝒮𝜉

∗) olduğundan 𝒬𝑧 =  𝒥𝑣 olacak şekilde 𝑣 ∈ 𝒮𝜉
∗ noktası mevcuttur 

ve 𝒬𝑧 =  𝒥𝑣 = 𝜁𝑧 = 𝑧 dir. Burada 𝒦𝑣 = 𝑧 dir. Aksine 𝒦𝑣 ≠ 𝑧 ise  

 

 
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜁𝑧, 𝒬𝑧), 𝜉𝜌(𝒥𝑣, 𝒬𝜔2𝑛 + 1)} ≤ maks{𝜉𝜌(𝜁𝑧, 𝒥𝑣), 𝜉𝜌(𝒬𝑧,𝒦𝑣)} 

 

eşitsizliği sağlandığından 

 

 0 ≤ 𝒳 (𝜏𝜉𝜌(𝒬𝑧,𝒦𝑣), 𝛴(𝑧, 𝑣)) < 𝛴(𝑧, 𝑣) − 𝜏𝜉𝜌(𝒬𝑧,𝒦𝑣), 

 

 

𝛴(𝑧, 𝑣) =
1

𝜏2
[𝜉𝜌(𝜁𝑧, 𝒥𝑣) + |𝜉𝜌(𝜁𝑧, 𝒬𝑧) − 𝜉𝜌(𝒥𝑣,𝒦𝑣)|] 

              =
1

𝜏2
[𝜉𝜌(𝜁𝑧, 𝑧) + |𝜉𝜌(𝜁𝑧, 𝑧) − 𝜉𝜌(𝑧,𝒦𝑣)|] 

 

yazılır. Eğer 𝑛 → ∞ için limit alınırsa 

 

 0 < lim
n→∞

Σ(𝑧, 𝑣) − lim
n→∞

𝜏𝜉𝜌(𝒬𝑧,𝒦𝑣) =
1

𝜏2
𝜉𝜌(𝑧,𝒦𝑣) − 𝜏𝜉𝜌(𝑧,𝒦𝑣) < 0 

 

çelişkisi elde edilir. Bu durumda 𝑧 = 𝒦𝑣 dir ve böylece 𝒦𝑣 = 𝒥𝑣 = 𝑧 olur. 𝒦 ve 𝒥 

dönüşümlerinin zayıf uyumluluğu kullanılarak 𝒦𝑧 = 𝒦𝒥𝑣 = 𝒥𝒥𝑣 = 𝒥𝑧 eşitliği bulunur. 

Son olarak 𝒦𝑧 = 𝑧 olsun. Eğer 𝒦𝑧 ≠ 𝑧 ise 

 

 
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜁𝑧, 𝒬𝑧), 𝜉𝜌(𝒥𝑧, 𝒬𝑧)} ≤ maks{𝜉𝜌(𝜁𝑧, 𝒥𝑧), 𝜉𝜌(𝒬𝑧,𝒦𝑧)} 

 

ifadesinin sağlandığı açıktır ve  

 

 

Σ(𝑧, 𝑧) =
1

𝜏2
[𝜉𝜌(𝜁𝑧, 𝒥𝑧) + |𝜉𝜌(𝜁𝑧, 𝒬𝑧) − 𝜉𝜌(𝒥𝑧,𝒦𝑧)|] 

              =
1

𝜏2
[𝜉𝜌(𝒦𝑧, 𝑧) + |𝜉𝜌(𝜁𝑧, 𝑧) − 𝜉𝜌(𝒦𝑧,𝒦𝑧)|] 
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iken 

 

 0 ≤ 𝒳 (𝜏𝜉𝜌( 𝒬𝑧,𝒦𝑧), Σ(𝑧, 𝑧)) < Σ(𝑧, 𝑧) − 𝜏𝜉𝜌(𝒬𝑧,𝒦𝑧), 

 

olur. Benzer şekilde 𝑛 → ∞ için limit alınırsa 

 

 0 < lim
𝑛→∞

Σ(𝑧, 𝑧) − lim
𝑛→∞

𝜏𝜉𝜌(𝒬𝑧,𝒦𝑧) =
1

𝜏2
𝜉𝜌(𝑧,𝒦𝑧) − 𝜏𝜉𝜌(𝑧,𝒦𝑧) < 0 

 

çelişkisine ulaşılır. Bu da 𝒬𝑧 = 𝒦𝑧 = 𝜁𝑧 = 𝒥𝑧 = 𝑧 olduğunu gösterir. Benzer sonuçlar 

𝒬(𝒮𝜉
∗) ⊂ 𝒥(𝒮𝜉

∗) ve 𝒦(𝒮𝜉
∗) ⊂ 𝜁(𝒮𝜉

∗) olduğundan 𝒥(𝒮𝜉
∗) (veya 𝒬(𝒮𝜉

∗),𝒦(𝒮𝜉
∗)) kümelerinin 

kapalı alt kümeler olduğu durumlar içinde geçerlidir. 

Son olarak 𝑧 noktasının tek ortak sabit nokta olduğunu göstermek için 𝑧 ≠ 𝑝 olan 

𝑝 = 𝒬𝑝 = 𝒦𝑝 = 𝒥𝑝 = 𝜁𝑝 koşulunu sağlayan başka bir sabit nokta olsun. Bu durumda 

 

 0 =
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜁𝑧, 𝒬𝑧), 𝜉𝜌(𝒥𝑝,𝒦𝑝)} ≤ maks{𝜉𝜌(𝜁𝑧, 𝒥𝑝), 𝜉𝜌(𝒬𝑧,𝒦𝑝)} 

 

dır ve (2.1) eşitsizliğinden  

 

 Σ(𝑧, 𝑝) =
1

𝜏2
[𝜉𝜌(𝜁𝑧, 𝒥𝑝) + |𝜉𝜌(𝜁𝑧, 𝒬𝑧) − 𝜉𝜌(𝒦𝑝, 𝒥𝑝)|] (2.15) 

 

iken 

 

 0 ≤ 𝒳 (𝜏𝜉𝜌(𝒬𝑧,𝒦𝑝), Σ(𝑧, 𝑝)) < Σ(𝑧, 𝑝) − 𝜏𝜉l(𝒬𝑧,𝒦𝑝) (2.16) 

 

ifadesi elde edilir. Böylece (2.15) ve (2.16) ifadelerinden  

 

 𝜉𝜌(𝑧, 𝑝) ≤ 𝜏𝜉𝜌(𝑧, 𝑝) < Σ(𝑧, 𝑝) =
1

𝜏2
𝜉𝜌(𝑧, 𝑝) 
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çelişkisi ortaya çıkar. Bu durumda 𝑧 = 𝑝 dir ve 𝑧 ∈ 𝒮𝜉
∗noktası 𝒬, 𝒦, 𝒥 ve 𝜁.dönüşümlerinin 

tek ortak sabit noktasıdır. 

 ∎ 

Şimdi Teorem 2.1.2 den elde edilen bazı sonuçlara yer verilecektir. 

Sonuç 2.1.3. Teorem 2.1.2 de Σ(𝜔,℘) = 𝜉𝜌(𝜁𝜔, 𝒥℘) + |𝜉𝜌(𝜁𝜔, 𝒬𝜔) − 𝜉𝜌(𝒥℘,𝒦℘)| 

olarak tanımlanır ise 𝒬, 𝒦, 𝒥 ve 𝜁 dönüşümleri 𝒮𝜉
∗ uzayında bir tek ortak noktaya sahiptir. 

Sonuç 2.1.4. 𝒮𝜉
∗, 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬 ,𝒦 bu uzayda iki 

dönüşüm olsun. Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 > 0 için 

 

 
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔,℘) 

 

iken 

 

 𝒳 (𝜏𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘), Σ(𝜔,℘)) ≥ 0, (2.17) 

 

 Σ(𝜔,℘) =
1

𝜏2
[𝜉𝜌(𝜔,℘) + |𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) − 𝜉𝜌(℘,𝒦℘)|] 

 

ifadeleri 𝒳 ∈ 𝑍 için sağlansın. (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanırsa 𝒬 ve 𝒦 dönüşümleri 𝒮𝜉
∗ uzayında 

bir tek ortak sahip noktaya sahiptir. 

Sonuç 2.1.5. Sonuç 2.1.4 de Σ(𝜔,℘) = 𝜉𝜌(𝜔,℘) + |𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) − 𝜉𝜌(℘,𝒦℘)| olarak 

tanımlanırsa 𝒬 ve 𝒦 dönüşümleri 𝒮𝜉
∗ uzayında bir tek ortak noktaya sahiptir. 

Eğer Sonuç 2.1.4 de 𝒬 = 𝒦 seçilir ise aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.1.6. 𝒮𝜉
∗ 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬 bu uzayda bir 

dönüşüm olsun. Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 > 0 için 

 

           
1

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) ≤ 𝜉𝜌(𝜔, ℘) 

 

iken 
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 𝒳 (𝜏𝜉𝜌(𝒬𝜔, 𝒬℘), Σ(𝜔,℘)) ≥ 0, (2.18) 

 

           Σ(𝜔,℘) =
1

𝜏2
[𝜉𝜌(𝜔,℘) + |𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) − 𝜉𝜌(℘,𝒬℘)|] 

 

ifadesini sağlayan 𝒳 ∈ 𝑍 var olsun. (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanırsa 𝒬 dönüşümü 𝒮𝜉
∗ uzayında bir 

tek sabit noktaya sahiptir. 

Sonuç 2.1.7 Sonuç 2.1.6 da Σ(𝜔,℘) = 𝜉𝜌(𝜔,℘) + |𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) − 𝜉𝜌(℘,𝒦℘)| olarak 

tanımlanırsa 𝒬 dönüşümü 𝒮𝜉
∗ uzayında bir tek noktaya sahiptir. 

 

2.1.1.  Suzuki 𝚺 −Daralma Dönüşümlerinin Graf Teorisine Uygulanması 

 

Bu kısımda 𝒮𝜉
∗ kümesi G grafı ile donatılmış modüler 𝑏 −metrik uzay olsun ve  

𝒬,𝒦: 𝒮𝜉
∗  → 𝒮𝜉

∗ dönüşümleri aşağıdaki özellikleri sağlayacak şekilde tanımlansın. 

 

𝒮𝒬 = { 𝜔 ∈ 𝒮𝜉
∗|(𝜔, 𝒬𝜔) ∈ E(G) } ve 𝒮𝒦 = {𝜔 ∈ 𝒮𝜉

∗|(𝜔,𝒦𝜔) ∈ E(G) }. 

 

Tanım 2.1.8. 𝒮𝜉
∗, G grafı ile donatılmış modüler 𝑏 −metrik uzay olsun ve aşağıdaki 

şartlar sağlansın. 

 

(i)  Her 𝜔 ∈ 𝒮𝜉
∗ için (𝜔, 𝒬𝜔) ∈ E(G) ⇒ (𝒬𝜔,𝒦𝒬𝜔) ∈ E(G) ve 

(𝜔,𝒦𝜔) ∈ E(G) ⇒ (𝒦𝜔,𝒬𝒦𝜔) ∈ E(G) dir. 

(ii)  𝒳 ∈ 𝑍 ve 𝜏 ≥ 1 için 

 

                  
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔,℘) ⇒ 

 

        𝒳 (𝜏𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘), Σ(𝜔,℘)) ≥ 0, (2.19) 

 

                   Σ(𝜔, ℘) =
1

𝜏2
[𝜉𝜌(𝜔,℘) + |𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) − 𝜉𝜌(℘,𝒦℘)|] 
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ifadeleri her (𝜔,℘) ∈ E(G) ve her 𝜌 > 0 için sağlansın.  

 

Bu durumda (𝒬,𝒦) ikilisine Suzuki ΣG −daralma dönüşümü adı verilir. 

Teorem 2.1.9. 𝒮𝜉
∗, G grafı ile donatılmış 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 

𝒬,𝒦: 𝒮𝜉
∗  → 𝒮𝜉

∗ iki dönüşüm olsun. Aşağıdaki şartlar sağlansın. 

 

(i)    𝜔0 ∈ 𝒮
𝒬 dir, 

(ii)   (𝒬,𝒦) ikilisi Suzuki ΣG − daralma dönüşümüdür, 

(iii)  𝒬 veya 𝒦 dönüşümü 𝜉 −süreklidir, veya 

(iv)  (𝒮𝜉
∗, 𝜉,G) üçlüsü düzenlidir, 

(v)   G grafı zayıf bağlantılıdır, 

(vi) (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanır. 

 

Bu durumda 𝒬 ve 𝒦 dönüşümleri bir tek ortak sabit noktaya sahiptir. 

İspat. 𝜔0 ∈ 𝒮
𝒬 olsun. Bu durumda (𝜔0, 𝒬𝜔0) ∈ E(G) dir. (i) şartından 

 

           (𝜔0, 𝒬𝜔0) ∈ E(G) ⇒ (𝒬𝜔0, 𝒦𝒬𝜔0) ∈ E(G) 

 

dir. Eğer 𝜔1 = 𝒬𝜔0 olarak seçilirse (𝜔1,𝒦𝜔1) ∈ E(G) bulunur. Tekrar (i) şartı ile 

 

           (𝜔1,𝒦𝜔1) ∈ E(G) ⇒ (𝒦𝜔1, 𝒬𝒦𝜔1) ∈ E(G) 

 

elde edilir. Devamında 𝜔2 = 𝒦𝜔1 olarak alınırsa (𝜔2, 𝒬𝜔2) ∈ E(G) bulunur. Benzer 

şekilde devam edilerek (𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1) ∈ E(G) elde edilir ve her 𝑛 ∈ ℕ için 

 

𝜔2𝑛+2 = 𝒦𝜔2𝑛+1 ve 𝜔2𝑛+1 = 𝒬𝜔2𝑛 

 

olacak şekilde {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizisi tanımlanır. Böylece Teorem 2.1.2 den {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ, 𝒮𝜉
∗ uzayında 

𝜉 −Cauchy dizisidir ve uzayın 𝜉 −tamlığı ile 

 

 lim
n→∞

𝜔𝑛 = 𝑧  (2.20) 

 



81 

 

 

 

olacak şekilde bir 𝑧 ∈ 𝒮𝜉
∗ vardır. 𝑧 ∈ 𝒮𝜉

∗, 𝒬 ve 𝒦 dönüşümlerinin ortak sabit noktası mıdır?  

(iii) şartı sağlanırsa 𝑧 noktasının ortak sabit nokta olduğunu açıktır. Bu durumda (iv) şartı 

sağlansın. Buradan 𝜔 = 𝑧 ∈ 𝒮𝒬 ve ℘ = 𝜔2𝑛+1  ∈ 𝒮
𝒦 ifadeleri (iv) şartında yerine yazılır 

ise her 𝑛  ≥ 0 için 

 

           (𝑧, 𝜔2𝑛+1) ∈ E(G) 

 

bulunur. Ayrıca 

 

           
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝑧, 𝒬𝑧), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝒦𝜔2𝑛+1)} ≤ 𝜉𝜌(𝑧, 𝜔2𝑛+1) 

 

ifadesi sağlandığından Teorem 2.1.2 deki benzer yöntem takip edilirse 𝑧 noktası 𝒬 ve 𝒦 

dönüşümlerinin ortak sabit noktası olarak bulunur. 

Son olarak 𝑧 noktasının tek ortak sabit nokta olduğunu göstermek için 𝑧 ≠ 𝑣 olan 

𝑣 ∈ 𝒮𝜉
∗ noktası da başka bir ortak sabit nokta olsun. Yani 𝑣 =  𝒦𝑣 = 𝒬𝑣 olsun. Bu durumda 

(𝑧, 𝜇) ∈ E(G) ve (𝜇, 𝑣) ∈ E(G) olacak şekilde 𝜇 ∈ 𝒮𝜉
∗ noktası vardır. Buradan (v) şartı ile 

(𝑧, 𝑣) ∈ E(G) olduğu elde edilir. Ayrıca 

 

           0  =  
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝑧, 𝒬𝑧), 𝜉𝜌(𝑣,𝒦𝑣)} ≤ 𝜉𝜌(𝑧, 𝑣) 

 

olduğundan Teorem 2.1.2 ile benzer şekilde 𝑧 noktasının 𝒬 ve 𝒦 dönüşümlerinin tek ortak 

sabit noktası olduğu bulunur. 

 ∎ 

 

2.1.2. Homotopi Teorisi Üzerine Uygulama  

 

Bu kısımda ilk olarak Teorem 2.1.2 nin bir analizi olan bir sonuca yer verilecektir. 

Sonuç 2.1.10. 𝒮𝜉
∗, 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬 bu uzay üzerinde 

tanımlı bir dönüşüm olsun. Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 > 0 için 
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 𝜏𝜉𝜌(𝒬𝜔, 𝒬℘) ≤ 𝑘(Σ(𝜔,℘)), (2.21) 

 

 Σ(𝜔,℘) =
1

2𝜏
[𝜉𝜌(𝜔,℘) + |𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) − 𝜉𝜌(℘,𝒬℘)|], 

 

ifadesini sağlayacak şekilde 𝑘 ∈ [ 0,1 ) var olsun. (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanırsa 𝒬 dönüşümü 𝒮𝜉
∗ 

uzayında tek sabit noktaya sahiptir. 

İspat. 𝜔0 ∈ 𝒮𝜉
∗ keyfi bir nokta olsun ve her 𝜔 ∈ 𝒮𝜉

∗ için 𝜔𝑛 = 𝒬𝜔𝑛−1 = 𝒬
𝑛𝜔0 olan 

{𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizisi tanımlansın. (2.21) ifadesinden 

 

 
𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛 + 1) = 𝜉𝜌(𝒬𝜔𝑛 − 1, 𝒬𝜔𝑛) ≤ 𝜏𝜉𝜌(𝒬𝜔𝑛 − 1, 𝒬𝜔𝑛) 

                            ≤ 𝑘(Σ( 𝜔𝑛 − 1, 𝜔𝑛)) 
(2.22) 

 

elde edilir ve buradan 

 

           Σ(𝜔𝑛 − 1, 𝜔𝑛) =
1

𝜏2
[𝜉𝜌(𝜔𝑛 − 1, 𝜔𝑛) + |𝜉𝜌(𝜔𝑛 − 1, 𝒬𝜔𝑛 − 1) − 𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝒬𝜔𝑛)|] 

                                    =  
1

2𝜏
[𝜉𝜌(𝜔𝑛 − 1, 𝜔𝑛) + |𝜉𝜌( 𝜔𝑛 − 1, 𝜔𝑛 ) − 𝜉𝜌( 𝜔𝑛, 𝜔𝑛 + 1)|] 

 

olur. Eğer 𝜉𝜌(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛) < 𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1) ise (2.22) ifadesi  

 

           𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛 + 1) ≤
𝑘

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛 + 1) 

 

dir ve 
k

2𝜏
∈ (0,1) olduğundan bu ifade bir çelişki belirtir. Bu durumda  

𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1) < 𝜉𝜌(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛) olmalıdır. Böylece (2.22) eşitsizliğinden 

 

           𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1) ≤
𝑘

2𝜏
[2𝜉𝜌(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛) − 𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1)] 

                                     ≤
𝑘

𝜏
𝜉𝜌(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛) 

                                     ≤ (
𝑘

𝜏
)
2

𝜉𝜌(𝜔𝑛−2, 𝜔𝑛−1) 
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                                     ⋮ 

                                     ≤ (
𝑘

𝜏
)
𝑛

𝜉𝜌(𝜔0, 𝜔1) 

 

bulunur. Yukarıdaki eşitsizlikte 𝑛 → ∞ için limit alınırsa  

 

 lim
n→∞

𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛 + 1) = 0 (2.23) 

 

eşitliği elde edilir. {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizisinin 𝜉 −Cauchy dizisi olduğu gösterilecektir. 

𝑚 > 𝑛 ve 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ için 

 

           𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑚) ≤ 𝜏𝜉𝜌
2
(𝜔𝑛, 𝜔𝑛 + 1) + 𝜏

2𝜉𝜌
4
( 𝜔𝑛 + 1, 𝜔𝑛 + 2 ) + 𝜏

3𝜉𝜌
8
(𝜔𝑛 + 2, 𝜔𝑛 + 3) + ⋯ 

 

olur ve genelliği bozmaksızın  

 

           𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑚) ≤ 𝜏 (
𝑘

𝜏
)
𝑛

𝜉𝜌(𝜔0, 𝜔1) + 𝜏
2 (
𝑘

𝜏
)
𝑛 + 1

𝜉𝜌(𝜔0, 𝜔1) + 𝜏
3 (
𝑘

𝜏
)
𝑛 + 2

𝜉𝜌(𝜔0, 𝜔1) 

                                  +⋯ 

                                  ≤ 𝜏 (
𝑘

𝜏
)
𝑛

𝜉𝜌(𝜔0, 𝜔1)[ 1 + 𝑘 +  𝑘
2  + ⋯ ] 

 

yazılabilir. 𝑛,𝑚 → ∞ için limit alınırsa {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizisinin 𝜉 −Cauchy dizisi olduğu 

sonucuna ulaşılır. Ayrıca 𝒮𝜉
∗ 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay olduğundan 

 

 lim
𝑛→∞

𝜔𝑛 = 𝑧 (2.24) 

 

olan 𝑧 ∈ 𝒮𝜉
∗ noktası vardır. Devamında 𝑧 ∈ 𝒮𝜉

∗ noktasının 𝒬 dönüşümünün sabit noktası 

olduğunu göstermek için 𝑧  ≠ 𝒬𝑧 olsun. (2.21) ifadesinden 

 

           𝜏𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝒬𝑧) = 𝜏𝜉𝜌(𝒬𝜔𝑛 − 1, 𝒬𝑧) ≤ 𝑘(𝛴(𝜔𝑛−1, 𝑧)) 

                                   = 𝑘[𝜉𝜌(𝜔𝑛 − 1, 𝑧) + |𝜉𝜌(𝜔𝑛 − 1, 𝒬𝜔𝑛 − 1) − 𝜉𝜌(𝑧, 𝒬𝑧)|] 
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bulunur ve 𝑛 → ∞ için limit alınırsa 

 

           𝜉𝜌(𝑧, 𝒬𝑧) ≤
𝑘

𝜏
𝜉𝜌(𝑧, 𝒬𝑧) 

 

çelişkisine ulaşılır. Bu durumda 𝑧 noktası 𝒬 dönüşümün sabit noktasıdır. 

Son olarak sabit noktanın tekliğini göstermek için 𝒬𝑢 = 𝑢 olan 𝑧 ≠ 𝑢 bir başka sabit 

nokta var olsun. (2.21) ifadesinden  

 

           𝜏𝜉𝜌(𝑧, 𝑢) = 𝜏𝜉𝜌(𝒬𝑧, 𝒬𝑢) ≤ 𝑘(𝛴(𝑧, 𝑢)) = 𝑘[𝜉𝜌(𝑧, 𝑢) + |𝜉𝜌(𝑧, 𝒬𝑧) − 𝜉𝜌(𝑢, 𝒬𝑢)|] 

 

bulunur ve buradan 

 

           𝜉𝜌(𝑧, 𝑢) ≤
𝑘

𝜏
𝜉𝜌(𝑧, 𝑢) 

 

çelişkili ifadesi elde edilir. Dolayısıyla 𝑧 = 𝑢 olmalıdır, yani 𝑧 ∈ 𝒮𝜉
∗ noktası 𝒬 dönüşünün 

tek sabit noktasıdır. Böylece ispat tamamlanır. 

 ∎ 

Teorem 2.1.11. 𝒮𝜉
∗ 𝜏 ≥ 1 sabiti ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝑃, 𝑅 sırası ile 

𝒮𝜉
∗ uzayının kapalı ve açık alt kümeleri olsun. ℋ:𝑅  × [ 0,1 ] → 𝒮𝜉

∗ operatörü aşağıdaki 

şartları sağlasın. 

 

(i)  Her 𝜔 ∈ 𝑅\𝑃 ve 𝜄 ∈ [0,1) için 𝜔 ≠ ℋ(𝜔, 𝜄) dir, 

(ii) Her 𝜔,℘ ∈ 𝑅 ve 𝜄, 𝑘 ∈ [0,1) için  

 

                  Σ(𝜔, ℘) =
1

2𝜏
[𝜉𝜌(𝜔,℘) + |𝜉𝜌(𝜔,ℋ(𝜔, 𝜄)) − 𝜉𝜌(℘,ℋ(℘, 𝜄))|] 

 

iken 

 

       𝜏𝜉𝜌(ℋ(𝜔, 𝜄),ℋ(℘, 𝜄)) ≤ 𝑘(Σ(𝜔,℘)), 
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dir, 

(iii) Her 𝜄, 𝜄∗ ∈ [0,1) ve ∀𝜔 ∈ R için  

 

                  𝜏𝜉𝜌(ℋ(𝜔, 𝜄),ℋ(𝜔, 𝜄
∗ )) ≤ |𝜓(𝜄) − 𝜓(𝜄∗)| 

 

eşitsizliğini sağlayan 𝜓: [0,1] → ℝ sürekli fonksiyonu vardır. 

 

Bu durumda ℋ(⋅ ,0) operatörünün bir sabit noktaya sahip olması için gerek ve yeter şart 

ℋ(⋅ ,1) operatörünün bir sabit noktaya sahip olmasıdır. 

İspat. Λ kümesi 

 

           Λ  =  { 𝜄  ∈ [ 0,1 ]: 𝜔 = ℋ(𝜔, 𝜄) bazı 𝜔 ∈ 𝑃 için} 

 

olarak tanımlansın. 

(⇒: ) ℋ(⋅ ,0) bir sabit noktaya sahip olsun. Bu durumda Λ kümesi boş küme değildir. 

Yani 0 ∈ Λ dır. Şimdi Λ kümesinin [0,1] üzerinde hem açık hem de kapalı olduğu gösterilsin. 

[0,1] kümesinin bağlantılılığından Λ = [0,1] olacağından istenilen sonuca ulaşılmış olur. 

Öncelikle Λ kümesinin [0,1] üzerinde kapalı olduğu gösterilsin. Bu durumda 𝑛 → ∞ 

için 𝜄n → 𝜄 ∈ [0,1] olacak şekilde {𝜄n}n=1
∞ ⊆ Λ dizisi tanımlansın. Burada 𝜄 ∈ Λ olduğunu 

gösterilecektir. Her 𝑛 =  1,2,3, … için 𝜄𝑛 ∈ Λ olduğundan 𝜔𝑛 = ℋ(𝜔𝑛, 𝜄𝑛) olan 𝜔𝑛 ∈ 𝑃 

noktası vardır. Ayrıca, 𝑛,𝑚 ∈ {1,2,3, … } için  

 

           𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑚) = 𝜉𝜌(ℋ(𝜔𝑛, 𝜄𝑛),ℋ(𝜔𝑚, 𝜄𝑚)) 

                                  ≤ 𝜏𝜉𝜌
2
(ℋ(𝜔𝑛, 𝜄𝑛),ℋ(𝜔𝑛, 𝜄𝑚)) + 𝜏𝜉𝜌

2
(ℋ(𝜔𝑛, 𝜄𝑚),ℋ(𝜔𝑚, 𝜄𝑚)) 

 

ve 

 

           𝜏𝜉𝜌(ℋ(𝜔𝑛, 𝜄𝑚),ℋ(𝜔𝑚, 𝜄𝑚)) 

                                  ≤ 𝑘(Σ(𝜔𝑛, 𝜔𝑚)) 

                                  =  
𝑘

2𝜏
[𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑚) + |𝜉𝜌(𝜔𝑛,ℋ(𝜔𝑛, 𝜄𝑚)) − 𝜉𝜌(𝜔𝑚,ℋ(𝜔𝑚, 𝜄𝑚))|] 
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                                  =
𝑘

2𝜏
[𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑚) + 𝜉𝜌(ℋ(𝜔𝑛, 𝜄𝑛),ℋ(𝜔𝑛, 𝜄𝑚))] 

 

yazılır. Dolayısıyla 

 

           𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑚) ≤ |𝜓(𝜄𝑛) − 𝜓(𝜄𝑚)| +
𝑘

2𝜏
[𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑚) +

|𝜓(𝜄𝑛) − 𝜓(𝜄𝑚)|

𝜏
] 

 

           𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑚) ≤ (
2𝜏2 + 𝑘

𝜏(2𝜏 − 𝑘)
) |ψ(𝜄𝑛) − ψ(𝜄𝑚)|  

 

bulunur. 𝑛,𝑚 → ∞ için {𝜄n}n∈N dizisinin yakınsaklığı göz önüne alınırsa 

lim
𝑛,𝑚→∞

𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑚) = 0 olur. Bu da {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizisinin 𝜉 −Cauchy dizisi olduğu anlamına 

gelir. Ayrıca, 𝒮𝜉
∗ uzayının 𝜉 −tamlığından  

 

           lim
𝑛→∞

𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝜔𝑛) = 0 

 

olacak şekilde 𝜔∗ ∈ 𝑅 noktası vardır. Bu durumda  

 

           𝜉𝜌(𝜔𝑛,ℋ(𝜔
∗, 𝜄)) = 𝜉𝜌(ℋ(𝜔𝑛, 𝜄𝑛),ℋ(𝜔

∗, 𝜄)) 

                                            ≤ 𝜏𝜉𝜌
2
(ℋ(𝜔𝑛, 𝜄𝑛),ℋ(𝜔𝑛, 𝜄)) + 𝜏𝜉𝜌

2
(ℋ(𝜔𝑛, 𝜄),ℋ(𝜔

∗, 𝜄)) 

 

olduğundan 

 

           𝜏𝜉𝜌
2
(ℋ(𝜔n, 𝜄),ℋ(𝜔

∗, 𝜄)) 

                                  ≤ kΣ(𝜔n, 𝜔
∗) 

                                  =
k

2𝜏
[𝜉𝜌(𝜔n, 𝜔

∗) + |𝜉𝜌(𝜔n,ℋ(𝜔n, 𝜄)) − 𝜉𝜌(𝜔
∗,ℋ(𝜔∗, 𝜄))|] 

 

bulunur. Buradan 

 

           𝜉𝜌(𝜔𝑛,ℋ(𝜔
∗, 𝜄 )) ≤ |𝜓(𝜄𝑛) − 𝜓(𝜄)| +

𝑘

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔

∗) 
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dir ve lim
𝑛→∞

𝜉𝜌(𝜔𝑛,ℋ(𝜔
∗, 𝜄)) = 0 olur. Böylece 

 

           𝜉𝜌(𝜔
∗,ℋ(𝜔∗, 𝜄)) = lim

𝑛→∞
𝜉𝜌(𝜔𝑛,ℋ(𝜔𝑛, 𝜄)) = 0 

 

elde edilir. Bu ise 𝜔∗ = ℋ(𝜔∗, 𝜄) olması demektir. (i) sağlandığından 𝜔∗ ∈ 𝑃 olur. Buradan 

𝜄 ∈ Λ dır ve sonuç olarak Λ kümesi [0,1] üzerinde kapalıdır. 

Şimdi de Λ kümesinin [0,1] üzerinde açık olduğu gösterilsin. 𝜄0 ∈ Λ olsun. Bu 

durumda 𝜔0 = ℋ(𝜔0, 𝜄0) olacak şekilde 𝜔0 ∈ 𝑃 noktası vardır. 𝑃 açık olduğundan 𝒮𝜉
∗ 

uzayında 𝐵𝜉(𝜔0, 𝑟) ⊆ 𝑃 olan 𝑟 > 0 vardır. 𝑘 ∈ [0,1) ve 𝜏 ≥ 1 olmak üzere 𝜀 =
𝑟(2𝜏−𝑘)𝜏

2𝜏2+𝑘
>

0 olsun. 𝜓, 𝜄0 noktasında sürekli olduğundan 𝜄 ∈ (𝜄0 − ϑ(𝜀), 𝜄0 + ϑ(𝜀)) için |𝜓(𝜄) −

𝜓(𝜄0)| < 𝜀 olan 𝜗(𝜀) > 0 vardır. 

 𝜄 ∈ (𝜄0 − ϑ(𝜀), 𝜄0 + ϑ(𝜀)) olmak üzere 

 

           𝑝 ∈ 𝐵𝜉(𝜔0, 𝑟) = {𝜔 ∈ 𝒮𝜉
∗: 𝜉𝜌(𝜔, 𝜔0) ≤ 𝑟} 

 

için  

 

           𝜉𝜌(ℋ(𝜔, 𝜄), 𝜔0) = 𝜉𝜌(ℋ(𝜔, 𝜄),ℋ(𝜔0, 𝜄0)) 

                                          ≤ 𝜏𝜉𝜌
2
(ℋ(𝜔, 𝜄),ℋ(𝜔, 𝜄0)) + 𝜏𝜉𝜌

2
(ℋ(𝜔, 𝜄0),ℋ(𝜔0, 𝜄0)) 

 

dir ve bu eşitsizlikte 

 

           𝜏𝜉𝜌(ℋ(𝜔, 𝜄0),ℋ(𝜔0, 𝜄0)) 

                                  ≤ 𝑘Σ(𝜔,𝜔0) 

                                  ≤
𝑘

2𝜏
[𝜉𝜌(𝜔,𝜔0) + |𝜉𝜌(𝜔,ℋ(𝜔, 𝜄0)) − 𝜉𝜌(𝜔0,ℋ(𝜔0, 𝜄0))|] 

                                  =  
𝑘

2𝜏
[𝜉𝜌(𝜔,𝜔0) + 𝜉𝜌(ℋ(𝜔, 𝜄),ℋ(𝜔, 𝜄0))] 

 

dir. Yukarıdaki eşitsizlikler göz önünde bulundurulursa 
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           𝜉𝜌(ℋ(𝜔, 𝜄), 𝜔0) ≤ |𝜓(𝜄) −  𝜓(𝜄0)| +
𝑘

2𝜏
[𝜉𝜌(𝜔,𝜔0) +

|𝜓(𝜄) − 𝜓(𝜄0) |

𝜏
] 

                                          = (1 +
𝑘

2𝜏2
) |𝜓(𝜄) − 𝜓(𝜄0)| +

𝑘

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔, 𝜔0) 

                                          ≤ (1 +
𝑘

2𝜏2
) 𝜀 +

𝑘

2𝜏
𝑟                             

                                          ≤ 𝑟                                                              

 

elde edilir ve ℋ(𝜔, 𝜄) ∈ B𝜉(𝜔0, 𝑟) olur. Böylece her sabit 𝜄 ∈ (𝜄0 − 𝜗(𝜀), 𝜄0 + 𝜗(𝜀)) için  

 

           ℋ(⋅, 𝜄): B𝜉(𝜔0, 𝑟) → B𝜉(𝜔0, 𝑟) 

 

dir. Sonuç 2.3.1 in hipotezi sağlandığından ℋ(⋅, 𝜄) operatörü 𝑅 kümesinde bir sabit noktaya 

sahiptir. Fakat (i) şartından sabit nokta 𝑃 kümesinde olmalıdır. Bu yüzden (𝜄0 − 𝜗(𝜀), 𝜄0 +

𝜗(𝜀)) ⊆ 𝛬 dir ve sonuç olarak Λ kümesi [0,1] üzerinde açıktır. 

 

2.2.  𝑪 −Sınıfı Daralma Dönüşümleri İçin Ortak Sabit Nokta Teoremleri 

 

Bu kısımda maksimum operatörü ile genelleştirilmiş olan 𝐸 −daralma dönüşümleri ve 

𝐶 −sınıfı fonksiyonlar kullanılarak edilen ortak sabit nokta teoremi ispatlanmıştır. Ayrıca 

elde edilen sonuçların graf teorisine ve integral tipi daralma dönüşümlerine uygulamalarına 

yer verilmiştir. 

Tanım 2.2.1. 𝒮𝜉
∗ kümesi 𝜏 ≥ 1 sabiti ile modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬, 𝒦, 𝒥 ve 𝜁 bu 

uzayda dört dönüşüm olsun. Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝝃
∗ ve her 𝜌 > 0 için  

 

           Ξ(𝜔,℘) = maks{𝜉𝜌(ζ𝜔, 𝒥℘) + |𝜉𝜌(ζ𝜔, 𝒬𝜔) − 𝜉𝜌(𝒥℘,𝒦℘)|, 

                                          𝜉𝜌(ζ𝜔, 𝒬𝜔) + |𝜉𝜌(ζ𝜔, 𝒥℘) − 𝜉𝜌(𝒥℘,𝒦℘)|, 

                                          𝜉𝜌(𝒥℘,𝒦℘) + |𝜉𝜌(ζ𝜔, 𝒥℘) − 𝜉𝜌(ζ𝜔, 𝒬𝜔)|, 

                                         
1

2
[
𝜉2ℏ(ζ𝜔,𝒦℘) + 𝜉2ℏ(𝒥℘,𝒬𝜔)

𝜏
+ |𝜉𝜌(ζ𝜔, 𝒬𝜔) − 𝜉𝜌(𝒥℘,𝒦℘)|]} 

 

iken 
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 Φ(𝜏3𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘)) ≤ 𝒢 (Φ(Ξ(𝜔,℘)), ϑ(Ξ(𝜔,℘))) (2.25) 

 

ifadesini sağlayan 𝒢 ∈ 𝒞, Φ ∈ Ω ve ϑ ∈ Π fonksiyonları varsa 𝒬, 𝒦 , 𝒥  ve 𝜁 dönüşümleri 

𝒢(Φ, ϑ, Ξ) −daralma olarak adlandırılır. 

Teorem 2.2.2. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬,𝒦, 𝒥  ve 𝜁 

dönüşümleri 𝒢(Φ, ϑ, Ξ) −daralma olsun. Bu durumda 

 

(i)    𝒬(𝒮𝜉
∗) ⊂ 𝒥(𝒮𝜉

∗) ve 𝒦(𝒮𝜉
∗) ⊂ 𝜁(𝒮𝜉

∗) dir, 

(ii)   𝒬(𝒮𝜉
∗), 𝒥(𝒮𝜉

∗), 𝒦(𝒮𝜉
∗) ve 𝜁(𝒮𝜉

∗) kümelerinden biri 𝒮𝜉
∗ nin kapalı alt kümesidir, 

(iii)  {𝒥,𝒦} ve {𝜁, 𝒬} çiftleri zayıf uyumludur, 

 

şartları sağlansın. Eğer (𝑀1) şartı da sağlanır ise 𝒬, 𝒦, 𝒥 ve 𝜁 dönüşümleri ortak bir sabit 

noktaya sahiptir. Ayrıca, (𝑀2) şartı da eklenirse dönüşümler tek ortak sabit noktaya sahiptir. 

İspat. 𝜔0 ∈  𝒮𝜉
∗ keyfi bir nokta olsun. 𝒬(𝒮𝜉

∗) ⊂ 𝒥(𝒮𝜉
∗) olduğundan  

℘0 = 𝒬𝜔0 = 𝒥𝜔1 sağlayan 𝜔1 ∈  𝒮𝜉
∗ noktası bulunabilir. Benzer şekilde 𝒦(𝒮𝜉

∗) ⊂ 𝜁(𝒮𝜉
∗) 

ile ℘1 = 𝒦𝜔1 = 𝜁𝜔2  olacak şekilde 𝜔2 ∈ 𝒮𝜉
∗ noktası vardır. Bu şekilde devam edilirse 𝒮𝜉

∗ 

de bir {℘𝑛}𝑛∈ℕ dizisi 

 

℘2𝑛  = 𝒬𝜔2𝑛 = 𝒥𝜔2𝑛 + 1 ve ℘2𝑛 + 1 = 𝒦𝜔2𝑛 + 1 = 𝜁𝜔2𝑛 + 2 

 

ile tanımlanır. Eğer ℘𝑞0 = ℘𝑞0+1 olacak şekilde 𝑞0 noktası var ise bu nokta 𝒬, 𝒦, 𝒥 ve 𝜁 

dönüşümlerinin ortak sabit noktası olur. Sonuç olarak, ℘𝑞0 ≠ ℘𝑞0+1 olsun. Böylece her  

𝜌 >  0 için 𝜉𝜌(℘2𝑞 , ℘2𝑞+1) > 0 dir. O halde (2.25) den  

 

 

Φ(𝜏3𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑞 ,𝒦𝜔2𝑞+1))

≤ 𝒢 (Φ(Ξ(𝜔2𝑞, 𝜔2𝑞+1)) , ϑ (Ξ(𝜔2𝑞 , 𝜔2𝑞+1))) 

(2.26) 

 

dir ve burada 
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           Ξ(𝜔2𝑞 , 𝜔2𝑞+1) 

                        = maks{𝜉𝜌(𝜁𝜔2𝑞 , 𝒥𝜔2𝑞+1) + |𝜉𝜌(𝜁𝜔2𝑞 , 𝒬𝜔2𝑞) − 𝜉𝜌(𝒥𝜔2𝑞+1, 𝒦𝜔2𝑞+1)| 

                                        𝜉𝜌(𝜁𝜔2𝑞 , 𝒬𝜔2𝑞) + |𝜉𝜌(𝜁𝜔2𝑞 , 𝒥𝜔2𝑞+1) − 𝜉𝜌(𝒥𝜔2𝑞+1, 𝒦𝜔2𝑞+1)|; 

                                        𝜉𝜌(𝒥𝜔2𝑞+1, 𝒦𝜔2𝑞+1) + |𝜉𝜌(𝜁𝜔2𝑞 , 𝒥𝜔2𝑞+1) − 𝜉𝜌(𝜁𝜔2𝑞 , 𝒬𝜔2𝑞)|; 

           
1

2
[
𝜉2ℏ(𝜁𝜔2𝑞 ,𝒦𝜔2𝑞+1) + 𝜉2ℏ(𝒥𝜔2𝑞+1, 𝒬𝜔2𝑞)

𝜏

+ |𝜉𝜌(𝜁𝜔2𝑞 , 𝒬𝜔2𝑞) − 𝜉𝜌(𝒥𝜔2𝑞+1, 𝒦𝜔2𝑞+1)|]}   

                        = maks{𝜉𝜌(℘2𝑞−1, ℘2𝑞) + |𝜉𝜌(℘2𝑞−1, ℘2𝑞) − 𝜉𝜌(℘2𝑞 , ℘2𝑞+1)|; 

                                        𝜉𝜌(℘2𝑞−1, ℘2𝑞) + |𝜉𝜌(℘2𝑞−1, ℘2𝑞) − 𝜉𝜌(℘2𝑞 , ℘2𝑞+1)|; 

                                        𝜉𝜌(℘2𝑞 , ℘2𝑞+1) + |𝜉𝜌(℘2𝑞−1, ℘2𝑞) − 𝜉𝜌(℘2𝑞−1, ℘2𝑞)|; 

           
1

2
[
𝜉2ℏ(℘2𝑞−1, ℘2𝑞+1) + 𝜉2ℏ(℘2𝑞, ℘2𝑞)

𝜏
+ |𝜉𝜌(℘2𝑞−1, ℘2𝑞) − 𝜉𝜌(℘2𝑞 , ℘2𝑞+1)|]} 

 

olur. Üçgen eşitsizliğinden  

 

           𝜉2ℏ(℘2𝑞−1, ℘2𝑞+1) ≤ 𝜏[𝜉𝜌(℘2𝑞−1, ℘2𝑞) + 𝜉𝜌(℘2𝑞 , ℘2𝑞+1)] 

 

dir. Ayrıca 𝜉𝜌(℘𝑞−1, ℘𝑞) yerine σ𝑞 kısaltma işlemi uygulanır ise (2.26) eşitsizliği 

 

 Φ(𝜏3σ2𝑞+1) ≤ 𝒢 (Φ(Ξ(𝜔2𝑞, 𝜔2𝑞+1)) , ϑ (Ξ(𝜔2𝑞 , 𝜔2𝑞+1))), (2.27) 

 

           Ξ(𝜔2𝑞 , 𝜔2𝑞+1) ≤ maks{σ2𝑞 + |σ2𝑞 − σ2𝑞+1|; σ2𝑞 + |σ2𝑞 − σ2𝑞+1|; 

                                                      σ2𝑞+1 + |σ2𝑞 − σ2𝑞|;
1

2
[
𝜏(σ2𝑞 + σ2𝑞+1)

𝜏
+ |σ2𝑞 − σ2𝑞+1|]} 

 

bulunur. Σ2𝑞+1 ≥ σ2𝑞 olduğu göz önüne alınırsa 

 

           Ξ(𝜔2𝑞 , 𝜔2𝑞+1) ≤ maks {σ2𝑞+1,
σ2𝑞 + σ2𝑞+1 + σ2𝑞+1 − σ2𝑞

2
} = σ2𝑞+1 
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ifadesine ulaşılır. Buradan 

 

           Φ(σ2𝑞+1) ≤ Φ(𝜏
3σ2𝑞+1) ≤ 𝒢 (Φ(σ2𝑞+1), ϑ(σ2𝑞+1)) ≤ Φ(σ2𝑞+1) 

 

dir ve bu ise 

 

           𝒢 (Φ(σ2𝑞+1), ϑ(σ2𝑞+1)) = Φ(𝜎2𝑞+1) 

 

olduğunu gösterir. Bu durumda 𝒢2 den Φ(σ2𝑞+1) = 0 ya da ϑ(σ2𝑞+1) = 0 olur. Fakat iki 

durumda da öngörülen varsayımdan dolayı bir çelişkili durum ortaya çıkar. 

Eğer σ2𝑞+1 < σ2𝑞 ise |σ2𝑞 − σ2𝑞+1| = σ2𝑞 − σ2𝑞+1 olur ve 

 

           Ξ(𝜔2𝑞 , 𝜔2𝑞+1) ≤ maks {2σ2𝑞 − σ2𝑞+1, σ2𝑞+1
σ2𝑞 + σ2𝑞+1 + σ2𝑞 − σ2𝑞+1

2
} 

 

bulunur. Ayrıca [2σ2𝑞 − σ2𝑞+1 > σ2𝑞 > σ2𝑞+1] olduğundan  

 

 Ξ(𝜔2𝑞 , 𝜔2𝑞+1) = maks{2σ2𝑞 − σ2𝑞+1, σ2𝑞+1, σ2𝑞} = 2σ2𝑞 − σ2𝑞+1 (2.28) 

 

elde edilir. Diğer yandan yukarıdaki benzer adımlar takip edilirse σ2𝑞 < σ2𝑞−1 sonucuna 

ulaşılır. Bu ise σ𝑞+1 < σ𝑞 olduğunu gösterir. Böylece {σ𝑞} = {𝜉𝜌(℘𝑞−1, ℘𝑞)} negatif 

olmayan reel sayıların artmayan bir dizisidir. Buradan her 𝜌 >  0 için lim
𝑞→∞

σ𝑞 = 𝑟 olacak 

şekilde 𝑟 ≥ 0 vardır. Şimdi 𝑟 = 0 olduğu gösterilsin. 

(𝒢1) ve (2.28) ifadesi kullanılarak (2.27) eşitsizliği göz önüne alınırsa  

 

            Φ (σ2𝑞+1) ≤ Φ (𝜏3σ2𝑞+1) ≤ 𝒢 (Φ(2σ2𝑞 − σ2𝑞+1), ϑ ( 2σ2𝑞 − σ2𝑞+1)) 

                                                               ≤ Φ(2σ2𝑞 − σ2𝑞+1 ) 

 

bulunur. Yukarıdaki eşitsizlikte limit alınırsa 

 

            Φ(𝑟) ≤ 𝒢(Φ(𝑟), ϑ(𝑟)) ≤ Φ(𝑟) 
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elde edilir. Yani 𝒢(Φ(𝑟), ϑ(𝑟)) = Φ(𝑟) dir. Böylece 𝒢2 den Φ(𝑟) = 0 ya da ϑ(𝑟) = 0 dır. 

Bu ise 𝑟 = 0 olduğu anlamına gelir. Sonuç olarak, her 𝜌 >  0 için  

 

 𝜉𝜌(℘𝑞−1, ℘𝑞) → 0 , (𝑞 → ∞) (2.29) 

 

dir. Devamında {℘𝑞}𝑞∈ℕ dizisinin 𝜉 −Cauchy dizisi olduğu göstermek için {℘2𝑞}𝑞∈ℕ 

dizisinin 𝜉 −Cauchy dizisi olduğunu göstermek yeterlidir. Aksine, verilen 𝜀 > 0 için  

𝑏𝑖 > 𝑎𝑖 ≥ 𝑖 özelliğindeki pozitif sayıların {𝑎𝑖} ve {𝑏𝑖} alt dizileri  

 

 𝜉𝜌(℘2𝑎𝑖
, ℘2𝑏𝑖

) ≥ 𝜀 ve 𝜉𝜌(℘2𝑎𝑖
, ℘2𝑏𝑖−2

) < 𝜀 (2.30) 

 

ifadeleri her 𝜌 > 0 için sağlansın. (2.30) eşitsizliklerinden 

 

           𝜀 ≤ 𝜉𝜌(℘2𝑎𝑖
, ℘2𝑏𝑖

) ≤ 𝜏𝜉𝜌
2
(℘2𝑎𝑖

, ℘2𝑏𝑖+1
) + 𝜏𝜉𝜌

2
(℘2𝑏𝑖+1

, ℘2𝑏𝑖
) 

 

olur. Burada 𝑖 → ∞ için limit alınır ve (2.29) ifadesi kullanılırsa 

 

 limsup
𝑖→∞

𝜉𝜌(℘2𝑎𝑖
, ℘2𝑏𝑖+1

) ≥
𝜀

𝜏
 (2.31) 

 

eşitsizliği her 𝜌 > 0 için elde edilir. Ayrıca (𝜉3) den  

 

            𝜉𝜌(℘2𝑎𝑖−1
, ℘2𝑏𝑖

) ≤ 𝜏𝜉𝜌
2
(℘2𝑎𝑖−1

, ℘2𝑎𝑖
) + 𝜏2𝜉𝜌

2
(℘2𝑎𝑖

, ℘2𝑏𝑖−2
) 

                                             +𝜏3𝜉𝜌
4
(℘2𝑏𝑖−2

, ℘2𝑏𝑖−1
) + 𝜏3𝜉𝜌

4
(℘2𝑏𝑖−1

, ℘2𝑏𝑖
) 

 

bulunur. Benzer şekilde 𝑖 → ∞ için limit alınırsa (2.29) ve (2.30) ifadelerinden  

 

 limsup
𝑖→∞

 𝜉𝜌(℘2𝑎𝑖−1
, ℘2𝑏𝑖

) ≤ 𝜏2𝜀 (2.32) 

 

elde edilir. Böylece (2.25) den 
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Φ(𝜏3𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑎𝑖 , 𝒦𝜔2𝑏𝑖+1)) 

                                  ≤  𝒢 (Φ(Ξ(𝜔2𝑎𝑖 , 𝜔2𝑏𝑖+1)) , ϑ (Ξ(𝜔2𝑎𝑖 , 𝜔2𝑏𝑖+1))) 
(2.33) 

 

yazılır. Bu ifade de 

 

        Ξ(𝜔2𝑎𝑖 , 𝜔2𝑏𝑖+1) 

               = maks{𝜉𝜌(𝜁𝜔2𝑎𝑖 , 𝒥𝜔2𝑏𝑖+1) + |𝜉𝜌(𝜁𝜔2𝑎𝑖 , 𝒬𝜔2𝑎𝑖) − 𝜉𝜌(𝒥𝜔2𝑏𝑖+1, 𝒦𝜔2𝑏𝑖+1)| ; 

                               𝜉𝜌(𝜁𝜔2𝑎𝑖 , 𝒬𝜔2𝑎𝑖) + |𝜉𝜌(𝜁𝜔2𝑎𝑖 , 𝒥𝜔2𝑏𝑖+1) − 𝜉𝜌(𝒥𝜔2𝑏𝑖+1,𝒦𝜔2𝑏𝑖+1)|; 

                               𝜉𝜌(𝒥𝜔2𝑏𝑖+1,𝒦𝜔2𝑏𝑖+1) + |𝜉𝜌(𝜁𝜔2𝑎𝑖 , 𝒥𝜔2𝑏𝑖+1) − 𝜉𝜌(𝜁𝜔2𝑎𝑖 , 𝒬𝜔2𝑎𝑖)|; 

                                
1

2
[
𝜉2𝜌(𝜁𝜔2𝑎𝑖 , 𝒦𝜔2𝑏𝑖+1) + 𝜉2𝜌(𝒥𝜔2𝑏𝑖+1, 𝒬𝜔2𝑎𝑖)

𝜏

+ |𝜉𝜌(𝜁𝜔2𝑎𝑖 , 𝒬𝜔2𝑎𝑖) − 𝜉𝜌(𝒥𝜔2𝑏𝑖+1,𝒦𝜔2𝑏𝑖+1)|]} 

               = maks{𝜉𝜌(℘2𝑎𝑖−1
, ℘2𝑏𝑖

) + |𝜉𝜌(℘2𝑎𝑖−1
, ℘2𝑏𝑖

) − 𝜉𝜌(℘2𝑎𝑖
, ℘2𝑏𝑖+1

)|; 

                               𝜉𝜌 ( ℘2𝑎𝑖 − 1
, ℘2𝑏𝑖

 )  +  | 𝜉𝜌 ( ℘2𝑎𝑖 − 1
, ℘2𝑏𝑖

 )  −  𝜉𝜌 ( ℘2𝑎𝑖
, ℘2𝑏𝑖 + 1

 ) |; 

                               𝜉𝜌(℘2𝑎𝑖
, ℘2𝑏𝑖+1

) + |𝜉𝜌(℘2𝑎𝑖−1
, ℘2𝑏𝑖

) − 𝜉𝜌(℘2𝑎𝑖−1
, ℘2𝑏𝑖

)|; 

       
1

2
[
𝜉2𝜌(℘2𝑎𝑖−1

, ℘2𝑏𝑖+1
) + 𝜉2𝜌(℘2𝑏𝑖

, ℘2𝑎𝑖
)

𝜏
+ |𝜉𝜌(℘2𝑎𝑖−1

, ℘2𝑏𝑖
) − 𝜉𝜌(℘2𝑎𝑖

, ℘2𝑏𝑖+1
)|]} 

 

dir. Ayrıca (𝜉3) den  

 

 
𝜉2𝜌(℘2𝑎𝑖−1

, ℘2𝑏𝑖+1
) ≤ 𝜏[𝜉𝜌(℘2𝑎𝑖−1

, ℘2𝑏𝑖
) + 𝜉𝜌(℘2𝑏𝑖

, ℘2𝑏𝑖+1
)], 

𝜉2𝜌(℘2𝑏𝑖
, ℘2𝑎𝑖

) ≤ 𝜏[𝜉𝜌(℘2𝑏𝑖
, ℘2𝑎𝑖−1

) + 𝜉𝜌(℘2𝑎𝑖−1
, ℘2𝑎𝑖

)] 
(2.34) 

 

dir. Sonuç olarak, (2.33) ve (2.34) eşitsizliklerinden Ξ(𝜔2𝑎𝑖 , 𝜔2𝑏𝑖+1) ≤ 𝜉𝜌(℘2𝑎𝑖−1
, ℘2𝑏𝑖

) 

elde edilir ve böylece  

 

 

Φ(𝜏3𝜉𝜌(℘2𝑎𝑖
, ℘2𝑏𝑖+1

)) 

                                 ≤  𝒢 (Φ (𝜉𝜌(℘2𝑎𝑖−1
, ℘2𝑏𝑖

)) , ϑ (𝜉𝜌(℘2𝑎𝑖−1
, ℘2𝑏𝑖

))) 
(2.35) 
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yazılır. Şimdi (2.31), (2.32) ve (𝒢1) kullanılarak (𝑖 → ∞) için (2.35) de limit alınırsa  

 

            Φ (𝜏3
𝜀

𝜏
) ≤ 𝒢(Φ(𝜏2𝜀), ϑ(𝜏2𝜀)) ≤ Φ(𝜏2𝜀) 

 

elde edilir. Buradan  

 

            𝒢(Φ(𝜏2𝜀), ϑ(𝜏2𝜀)) = Φ(𝜏2𝜀) 

 

dır. Yani Φ(𝜏2𝜀) = 0 ya da ϑ(𝜏2𝜀) = 0 olur. Fakat 𝜏 ≥ 1 ve 𝜀 > 0 olduğu için bu ifade bir 

çelişkidir. O halde {℘2𝑞}𝑞∈ℕ bir 𝜉 −Cauchy dizisidir. Böylece {℘𝑞}𝑞∈ℕ, 𝒮𝜉
∗ uzayında bir 

𝜉 −Cauchy dizisidir. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay olduğundan 

 

 limsup
𝑞→∞

 ℘𝑞 = 𝑐 (2.36) 

 

olacak şekilde 𝑐 ∈ 𝒮𝜉  
∗  vardır. 

Şimdi 𝒬𝑐 = 𝒦𝑐 = 𝒥𝑐 = ζ𝑐 = 𝑐 olduğu gösterilsin. Fakat, öncelikle 𝒬𝑐 = ζ𝑐 = 𝑐 

olduğu gösterilerek başlansın. Buradan 

 

 limsup 
𝑞→∞

℘2𝑞 = limsup
𝑞→∞

 𝒬𝜔2𝑞 = limsup
𝑞→∞

 𝒥𝜔2𝑞+1 = 𝑐, 

 

            limsup
𝑞→∞

 ℘2𝑞+1 = limsup 
𝑞→∞

𝒦𝜔2𝑞+1 = limsup 
𝑞→∞

𝜁𝜔2𝑞+2 = 𝑐 

 

ifadelerinin sağlandığı açıktır.  

(ii) şartından 𝜁(𝒮𝜉
∗), 𝒮𝜉

∗ uzayının kapalı alt kümesi olsun. Bu takdirde 𝑐 = 𝜁𝑢 olacak 

şekilde 𝑢 ∈ 𝒮𝜉
∗ vardır. Şimdi 𝒬𝑢 = 𝑐 olsun. (2.25) ifadesinden  

 

            Φ (𝜏3𝜉𝜌(𝒬𝑢,𝒦𝜔2𝑞+1)) ≤ 𝒢 (Φ (Ξ(𝑢, 𝜔2𝑞+1)) , ϑ (Ξ(𝑢, 𝜔2𝑞+1))) 

 

elde edilir ve burada 
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            Ξ(𝑢, 𝜔2𝑞+1) = maks{𝜉𝜌(ζ𝑢, 𝒥𝜔2𝑞+1) + |𝜉𝜌(ζ𝑢, 𝒬𝑢) − 𝜉𝜌(𝒥𝜔2𝑞+1, 𝒦𝜔2𝑞+1)| ; 

                                                     𝜉𝜌(ζ𝑢, 𝒬𝑢) + |𝜉𝜌(ζ𝑢, 𝒥𝜔2𝑞+1) − 𝜉𝜌(𝒥𝜔2𝑞+1, 𝒦𝜔2𝑞+1)|; 

                                                     𝜉𝜌(𝒥𝜔2𝑞+1, 𝒦𝜔2𝑞+1) + |𝜉𝜌(ζ𝑢, 𝒥𝜔2𝑞+1) − 𝜉𝜌(ζ𝑢, 𝒬𝑢)|; 

             
1

2
[
𝜉2𝜌(ζ𝑢,𝒦𝜔2𝑞+1) + 𝜉2𝜌(𝒥𝜔2𝑞+1, 𝒬𝑢)

𝜏
+ |𝜉𝜌(ζ𝑢, 𝒬𝑢) − 𝜉𝜌(𝒥𝜔2𝑞+1, 𝒦𝜔2𝑞+1)|]} 

                                    = maks{𝜉𝜌(𝑐, ℘2𝑞) + |𝜉𝜌(𝑐, 𝒬𝑢) − 𝜉𝜌(℘2𝑞 , ℘2𝑞+1)|; 

                                                    𝜉𝜌(𝑐, 𝒬𝑢) + |𝜉𝜌(𝑐,℘2𝑞) − 𝜉𝜌(℘2𝑞 , ℘2𝑞+1)|; 

                                                    𝜉𝜌(℘2𝑞 , ℘2𝑞+1) + |𝜉𝜌(𝑐,℘2𝑞) − 𝜉𝜌(𝑐, 𝒬𝑢)|; 

             
1

2
[
𝜉2𝜌(𝑐,℘2𝑞+1) + 𝜉2𝜌(℘2𝑞 , 𝒬𝑢)

𝜏
+ |𝜉𝜌(𝑐, 𝒬𝑢) − 𝜉𝜌(℘2𝑞 , ℘2𝑞+1)|]} 

 

dir. Ayrıca (2.36) ve (𝒢1) kullanılarak 𝑞 → ∞ için limit alınır ve  

𝜉2𝜌(℘2𝑞 , 𝒬𝑢) ≤ 𝜏[𝜉𝜌(℘2𝑞, ℘2𝑞+1) + 𝜉𝜌(℘2𝑞+1, 𝒬𝑢)] olduğu göz önüne alınırsa 

Ξ(𝑢, 𝜔2𝑞+1) ≤ 𝜉𝜌(𝑐, 𝒬𝑢) ifadesi elde edilir. Böylece  

 

            Φ (𝜉𝜌(𝒬𝑢, 𝑐)) ≤ Φ(𝜏3𝜉𝜌(𝒬𝑢, 𝑐)) 

                                       ≤ 𝒢 (Φ(𝜉𝜌(𝒬𝑢, 𝑐)) , ϑ (𝜉𝜌(𝒬𝑢, 𝑐))) 

                                       ≤ Φ(𝜉𝜌(𝒬𝑢, 𝑐)) 

 

olur. Buradan  

 

            𝒢 (Φ (𝜉𝜌(𝒬𝑢, 𝑐)) , ϑ (𝜉𝜌(𝒬𝑢, 𝑐))) = Φ(𝜉𝜌(𝒬𝑢, 𝑐)) 

 

dir. O halde (𝒢2) den Φ(𝜉𝜌(𝒬𝑢, 𝑐)) = 0 ya da ϑ (𝜉𝜌(𝒬𝑢, 𝑐)) = 0 dir. Sonuç olarak, 

𝜉𝜌(𝒬𝑢, 𝑐) = 0 ⇔ 𝒬𝑢 = 𝑐 ifadesine ulaşılır. Böylece 𝒬𝑢 = ζ𝑢 = 𝑐 olur. (iii) şartından 𝒬 ve 

𝜁  zayıf uyumlu çift olduğundan 𝒬𝑐 = 𝒬𝜁𝑢 = 𝜁𝒬𝑢 = 𝜁𝑐 dir. 

𝒬𝑐 =  𝑐 olsun. Benzer şekilde (2.25) ifadesinden 

 

Φ(𝜏3𝜉𝜌(𝒬𝑐,𝒦𝜔2𝑞+1)) ≤ 𝒢 (Φ (Ξ(𝑐, 𝜔2𝑞+1)) , ϑ (Ξ(𝑐, 𝜔2𝑞+1))), 
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yazılır ve 

 

            𝛯(𝑐, 𝜔2𝑞+1)  = maks{𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒥𝜔2𝑞+1) + |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒬𝑐) − 𝜉𝜌(𝒥𝜔2𝑞+1,𝒦𝜔2𝑞+1)| ; 

                                                     𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒬𝑐) + |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒥𝜔2𝑞+1) − 𝜉𝜌(𝒥𝜔2𝑞+1, 𝒦𝜔2𝑞+1)|; 

                                                     𝜉𝜌(𝒥𝜔2𝑞+1, 𝒦𝜔2𝑞+1) + |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒥𝜔2𝑞+1) − 𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒬𝑐)|; 

              
1

2
[
𝜉2𝜌(𝜁𝑐,𝒦𝜔2𝑞+1) + 𝜉2𝜌(𝒥𝜔2𝑞+1, 𝒬𝑐)

𝜏
+ |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒬𝑐) − 𝜉𝜌(𝒥𝜔2𝑞+1, 𝒦𝜔2𝑞+1)|]} 

                                    = maks{𝜉𝜌(𝒬𝑐, ℘2𝑞) + |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒬𝑐) − 𝜉𝜌(℘2𝑞 , ℘2𝑞+1)|; 

                                                     𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒬𝑐) + |𝜉𝜌(𝒬𝑐,℘2𝑞) − 𝜉𝜌(℘2𝑞 , ℘2𝑞+1)|; 

                                                     𝜉𝜌(℘2𝑞 , ℘2𝑞+1) + |𝜉𝜌(𝒬𝑐,℘2𝑞) − 𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒬𝑐)|; 

              
1

2
[
𝜉2𝜌(𝒬𝑐,℘2𝑞+1) + 𝜉2𝜌(℘2𝑞 , 𝒬𝑐)

𝜏
+ |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒬𝑐) − 𝜉𝜌(℘2𝑞 , ℘2𝑞+1)|]} 

 

dir. Buradan (℘2𝑞 , 𝒬𝑐) ≤ 𝜏[𝜉𝜌(℘2𝑞 , ℘2𝑞+1) + 𝜉𝜌(℘2𝑞+1, 𝒬𝑐)] olduğundan (2.36) ile (𝒢1) 

kullanılarak yukarıdaki eşitsizlikte 𝑞 → ∞ için limit alınırsa 

 

            Ξ(𝑐, 𝜔2𝑞+1) ≤ 𝜉𝜌(𝒬𝑐, 𝑐) 

 

elde edilir. Böylece 

 

            Φ (𝜉𝜌(𝒬𝑐, 𝑐)) ≤ Φ(𝜏
3𝜉𝜌(𝒬𝑐, 𝑐)) 

                                       ≤ 𝒢 (Φ(Ξ(𝒬𝑐, 𝑐)), ϑ(Ξ(𝒬𝑐, 𝑐))) 

                                       ≤  Φ ( Ξ ( 𝒬 , 𝑐 ) ) 

 

dir. Bu durumda 

 

            𝒢 (Φ (𝜉𝜌(𝒬𝑐, 𝑐)) , ϑ (𝜉𝜌(𝒬𝑐, 𝑐))) = Φ(𝜉𝜌(𝒬𝑐, 𝑐)) 

 

olur. (𝒢2) den Φ(𝜉𝜌(𝒬𝑐, 𝑐)) = 0 veya ϑ (𝜉𝜌(𝒬𝑐, 𝑐)) = 0 dir. Bu ise 𝒬𝑐 = 𝑐 olduğunu 

gösterir. 
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Bir sonraki adımda 𝑐 noktasının 𝒦 ve 𝒥 dönüşümlerinin sabit noktası olduğu 

gösterilsin. 𝒬(𝒮𝜉
∗) ⊂ 𝒥(𝒮𝜉

∗) olduğundan 𝒬𝑐 =  𝒥𝑣 olacak şekilde 𝒮𝜉
∗ uzayında 𝑣 elemanı 

vardır. Bu durumda 𝒬𝑐 =  𝒥𝑣 =  ζ𝑐 =  𝑐 olur. Şimdi 𝒦𝑣 = 𝑐 olsun. (2.25) ifadesinden 

 

            Φ (𝜏3𝜉𝜌(𝒬𝑐,𝒦𝑣)) ≤ 𝒢 (Φ(Ξ(𝑐, 𝑣)), ϑ(Ξ(𝑐, 𝑣))) 

 

yazılır. Burada  

 

            𝛯(𝑐, 𝑣) = maks{𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒥𝑣) + |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒬𝑐) − 𝜉𝜌(𝒥𝑣,𝒦𝑣)| ; 

                                           𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒬𝑐) + |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒥𝑣) − 𝜉𝜌(𝒥𝑣,𝒦𝑣)|; 

                                           𝜉𝜌(𝒥𝑣,𝒦𝑣) + |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒥𝑣) − 𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝑄𝑐)|; 

                                           
1

2
[
𝜉2𝜌(𝜁𝑐,𝒦𝑣) + 𝜉2𝜌(𝒥𝑣, 𝒬𝑐)

𝜏
+ |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒬𝑐) − 𝜉𝜌(𝒥𝑣,𝒦𝑣)|]} 

                          = maks{𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝑐) + |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝑐) − 𝜉𝜌(𝑐,𝒦𝑣)|; 

                                           𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝑐) + |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝑐) − 𝜉𝜌(𝑐,𝒦𝑣)|; 

                                           𝜉𝜌(𝑐,𝒦𝑣) + |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝑐) − 𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝑐)|; 

                                           
1

2
[
𝜉2ℏ(𝑐,𝒦𝑣) + 𝜉2ℏ(𝑐, 𝒬𝑐)

𝜏
+ |𝜉𝜌(𝑐, 𝒬𝑐) − 𝜉𝜌(𝑐,𝒦𝑣)|]} 

 

dır. Buradan 𝜉2𝜌(𝑐,𝒦𝑣) ≤ 𝜏[𝜉𝜌(𝑐,℘2𝑞) + 𝜉𝜌(℘2𝑞 , 𝒦𝑣)] olduğundan Ξ(𝑐, 𝑣) ≤ 𝜉𝜌(𝑐,𝒦𝑣) 

olur. Bu durumda (𝒢1) kullanılarak  

 

            Φ (𝜉𝜌(𝑐,𝒦𝑣)) ≤ Φ(𝜏
3𝜉𝜌(𝑐,𝒦𝑣)) 

                                         ≤ 𝒢 (Φ(𝜉𝜌(𝑐,𝒦𝑣)) , ϑ (𝜉𝜌(𝑐,𝒦𝑣))) 

                                         ≤ Φ(𝜉𝜌(𝑐,𝒦𝑣)) , 

 

eşitsizliği elde edilir. Buradan 

 

            𝒢 (Φ (𝜉𝜌(𝑐,𝒦𝑣)) , ϑ (𝜉𝜌(𝑐,𝒦𝑣))) = Φ(𝜉𝜌(𝑐,𝒦𝑣)) 
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olur. Böylece (𝒢2) den 𝒦𝑣 = 𝑐 olduğu açıktır. O halde 𝒦𝑣 = 𝒥𝑣 = 𝑐 dir. Buradan 𝒦 ve 𝒥 

dönüşümlerinin zayıf uyumluluğu kullanılarak 𝒦𝑐 = 𝒦𝒥𝑣 = 𝒥𝒥𝑣 = 𝒥𝑐 elde edilir. 

Son olarak da 𝒦𝑐 = 𝑐 olsun. Bu durumda 

 

            Φ (𝜏3𝜉𝜌(𝒬𝑐,𝒦𝑐)) ≤ 𝒢 (Φ(Ξ(𝑐, 𝑐)), ϑ(Ξ(𝑐, 𝑐))) 

 

yazılır ve 

 

            𝛯(𝑐, 𝑐) = maks{𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒥𝑐) + |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒬𝑐) − 𝜉𝜌(𝒥𝑐,𝒦𝑐)| ; 

                                           𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒬𝑐) + |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒥𝑐) − 𝜉𝜌(𝒥𝑐,𝒦𝑐)|; 

                                           𝜉𝜌(𝒥𝑐,𝒦𝑐) + |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒥𝑐) − 𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒬𝑐)|; 

                                           
1

2
[
𝜉2ℏ(𝜁𝑐,𝒦𝑐) + 𝜉2ℏ(𝒥𝑐, 𝒬𝑐)

𝜏
+ |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒬𝑐) − 𝜉𝜌(𝒥𝑐,𝒦𝑐)|]} 

                          = maks{𝜉𝜌(𝑐,𝒦𝑐) + |𝜉𝜌(𝑐, 𝑐) − 𝜉𝜌(𝒦𝑐,𝒦𝑐)|; 

                                           𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝑐) + |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝑐) − 𝜉𝜌(𝑐,𝒦𝑐)|; 

                                           𝜉𝜌(𝑐,𝒦𝑣) + |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝑐) − 𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝑐)|; 

                                           
1

2
[
𝜉2ℏ(𝑐,𝒦𝑐) + 𝜉2ℏ(𝒦𝑐, 𝑐)

𝜏
+ |𝜉𝜌(𝑐, 𝑐) − 𝜉𝜌(𝒦𝑐,𝒦𝑐)|]} 

 

dır. Bu ise 

 

            Ξ(𝑐, 𝑐) = maks {𝜉𝜌(𝒦𝑐, 𝑐),
𝜉2ℏ(𝒦𝑐, 𝑐)

𝜏
} = 𝜉𝜌(𝒦𝑐, 𝑐) 

 

olduğunu gösterir. Böylece (𝒢1) den 

 

            Φ (𝜉𝜌(𝑐,𝒦𝑐)) ≤ Φ(𝜏
3𝜉𝜌(𝒦𝑐, 𝑐)) 

                                        ≤ 𝒢 (Φ(𝜉𝜌(𝒦𝑐, 𝑐)) , ϑ (𝜉𝜌(𝒦𝑐, 𝑐))) 

                                        ≤ Φ(𝜉𝜌(𝒦𝑐, 𝑐)) 

 

olur ve 
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            𝒢 (Φ (𝜉𝜌(𝑐,𝒦𝑐)) , ϑ (𝜉𝜌(𝑐,𝒦𝑐))) = Φ(𝜉𝜌(𝑐,𝒦𝑐)) 

 

eşitliği elde edilir. Buradan (𝒢2) den 𝒬𝑐 = 𝒦𝑐 = 𝜁𝑐 = 𝒥𝑐 = 𝑐 olur. 

𝒬(𝒮𝜉
∗) ⊂ 𝒥(𝒮𝜉

∗) ve 𝒦(𝒮𝜉
∗) ⊂ 𝜁(𝒮𝜉

∗) olduğundan benzer hesaplamalar 𝒥(𝒮𝜉
∗) 

(veya 𝒬(𝒮𝜉
∗),𝒦(𝒮𝜉

∗)) kümesinin 𝒮𝜉
∗ kümesinin kapalı alt kümesi olduğu durum içinde 

yapılabilir. 

Son adımda 𝒬, 𝒦, 𝒥 ve 𝜁 dönüşümlerinin ortak sabit noktasının tekliği gösterilsin. 𝑐∗ 

noktası 𝑐 noktasından farklı dönüşümlerin başka bir ortak sabit noktası olsun. Yani 

𝑐∗ = 𝒬𝑐∗ = 𝒦𝑐∗ = 𝒥𝑐∗ = 𝜁𝑐∗ olsun. (2.25) ifadesinden 

 

            Φ (𝜏3𝜉𝜌(𝒬𝑐,𝒦𝑐
∗)) ≤ 𝒢 (Φ(Ξ(𝑐, 𝑐∗)), ϑ(Ξ(𝑐, 𝑐∗))) 

 

yazılır. Burada 

 

            𝛯(𝑐, 𝑐∗) = maks  {𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒥𝑐
∗) + |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒬𝑐) − 𝜉𝜌(𝒥𝑐

∗, 𝒦𝑐∗)| ; 

                                              𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒬𝑐) + |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒥𝑐
∗) − 𝜉𝜌(𝒥𝑐

∗, 𝒦𝑡)|; 

                                              𝜉𝜌(𝒥𝑐
∗, 𝒦𝑐∗) + |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒥𝑐

∗) − 𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒬𝑐)|; 

                                              
1

2
[
𝜉2ℏ(𝜁𝑐,𝒦𝑐

∗) + 𝜉2ℏ(𝒥𝑐
∗, 𝒬𝑐)

𝜏
+ |𝜉𝜌(𝜁𝑐, 𝒬𝑐) − 𝜉𝜌(𝒥𝑐

∗, 𝒦𝑐∗)|]} 

                            = maks {𝜉𝜌(𝑐, 𝑐
∗) + |𝜉𝜌(𝑐, 𝑐) − 𝜉𝜌(𝑐

∗, 𝑐∗)|; 

                                              𝜉𝜌(𝑐, 𝑐) + |𝜉𝜌(𝑐, 𝑐
∗) − 𝜉𝜌(𝑐

∗, 𝑐∗)|; 

                                              𝜉𝜌(𝑐
∗, 𝑐∗) + |𝜉𝜌(𝑐, 𝑐

∗) − 𝜉𝜌(𝑐, 𝑐)|; 

                                              
1

2
[
𝜉2ℏ(𝑐, 𝑐

∗) + 𝜉2ℏ(𝑐
∗, 𝑐)

𝜏
+ |𝜉𝜌(𝑐, 𝑐) − 𝜉𝜌(𝑐

∗, 𝑐∗)|]} 

                            = maks {𝜉𝜌(𝑐, 𝑐
∗),
𝜉2ℏ(𝑐, 𝑐

∗)

𝜏
} = 𝜉𝜌(𝑐, 𝑐

∗) 

 

dir. O halde (𝒢1) den 

 

            Φ (𝜉𝜌(𝑐, 𝑐
∗)) ≤ Φ(𝜏3𝜉𝜌(𝑐, 𝑐

∗)) 
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                                      ≤ 𝒢 (Φ(𝜉𝜌(𝑐, 𝑐
∗)) , ϑ (𝜉𝜌(𝑐, 𝑐

∗))) 

                                      ≤ Φ (𝜉𝜌(𝑐, 𝑐
∗)) , 

 

bulunur. Bu ise  

 

            𝒢 (Φ (𝜉𝜌(𝑐, 𝑐
∗)) , ϑ (𝜉𝜌(𝑐, 𝑐

∗))) = Φ(𝜉𝜌(𝑐, 𝑐
∗)) 

 

olduğunu gösterir. Buradan da 𝑐 = 𝑐∗ olduğu elde edilir. Sonuç olarak 𝒬, 𝒦, 𝒥 ve 𝜁 

dönüşümlerinin ortak sabit noktası tektir. Böylece ispat tamamlanır. 

 ∎ 

Şimdi Teorem 2.2.2 den elde edilen bazı sonuçlara yer verilecektir. 

Sonuç 2.2.3. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬,𝒦:  𝒮𝜉

∗ →  𝒮𝜉
∗ 

iki dönüşüm olsun. Eğer 

 

(i) her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 > 0 için 

 

                 Ξ(𝜔,℘) = maks{𝜉𝜌(𝜔,℘) + |𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) − 𝜉𝜌(℘,𝒦℘)|; 

                                                  𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) + |𝜉𝜌(𝜔,℘) − 𝜉𝜌(℘,𝒦℘)|; 

                                                  𝜉𝜌(℘,𝒦℘) + |𝜉𝜌(𝜔,℘) − 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔)|; 

                                                  
1

2
[
𝜉2ℏ(𝜔,𝒦℘) + 𝜉2ℏ(℘,𝒬𝜔)

𝜏
+ |𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) − 𝜉𝜌(℘, 𝜁℘)|]} 

 

iken 

 

      Φ (𝜏3𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘)) ≤ 𝒢 (Φ(Ξ(𝜔,℘)), ϑ(Ξ(𝜔,℘))) (2.37) 

 

olacak şekilde 𝒢 ∈ 𝒞, Φ ∈ Ω ve 𝜗 ∈ Π fonksiyonları vardır, 

(ii) (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanır, 

 

ifadeleri sağlanırsa 𝒬 ve 𝒦 dönüşümleri 𝒮𝜉
∗ uzayında ortak bir tek sabit noktaya sahiptir.  



101 

 

 

 

Eğer Sonuç 2.2.3 de 𝒬 = 𝒦 alınırsa aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.2.4. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬:  𝒮𝜉

∗ →  𝒮𝜉
∗ bir 

dönüşüm olsun. Eğer 

 

(i) her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 > 0 için 

 

 

 Ξ(𝜔, ℘) = maks{𝜉𝜌(𝜔, ℘) + |𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) − 𝜉𝜌(℘,𝒬℘)|; 

                                  𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) + |𝜉𝜌(𝜔,℘) − 𝜉𝜌(℘,𝒬℘)|; 

                                  𝜉𝜌(℘,𝒬℘) + |𝜉𝜌(𝜔, ℘) − 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔)|; 

                         
1

2
[
𝜉2ℏ(𝜔, 𝒬℘) + 𝜉2ℏ(℘,𝒬𝜔)

𝜏
+ |𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) − 𝜉𝜌(℘,𝒬℘)|]} 

(2.38) 

 

iken 

 

  Φ (𝜏3𝜉𝜌(𝒬𝜔, 𝒬℘)) ≤ 𝒢 (Φ(Ξ(𝜔,℘)), ϑ(Ξ(𝜔,℘))), (2.39) 

 

olacak şekilde 𝒢 ∈ 𝒞, Φ ∈ Ω ve 𝜗 ∈ Π vardır, 

(ii)  (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanır, 

 

ifadeleri sağlanırsa 𝒬 dönüşümü 𝒮𝜉
∗ uzayında bir tek sabit noktaya sahiptir.  

Ayrıca Sonuç 2.2.4 de 𝑝, 𝑞 ∈ [0,∞) için 𝒢(𝑝, 𝑞) = 𝑝 − 𝑞 olarak seçilirse bir sonraki 

sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.2.5. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬:  𝒮𝜉

∗ →  𝒮𝜉
∗ bir 

dönüşüm olsun. Eğer 

 

(i) her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 > 0 için 

 

      Φ (𝜏3𝜉𝜌(𝒬𝜔, 𝒬℘)) ≤ Φ(Ξ(𝜔,℘)) − ϑ(Ξ(𝜔,℘)) (2.40) 

 

olan Φ ∈ Ω ve 𝜗 ∈ Π fonksiyonları vardır. Burada Ξ(𝜔,℘), (2.38) de tanımlandığı 

gibidir, 
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(ii)  (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanır, 

 

ifadeleri sağlanırsa 𝒬 dönüşümü 𝒮𝜉
∗ uzayında bir tek sabit noktaya sahiptir.  

Eğer 𝑝 ∈ [0,∞) için Sonuç 2.2.4 de 𝒢(𝑝, 𝑞) = 𝑘𝑝,  𝑘 ∈ (0,1) olarak alınırsa aşağıdaki 

sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.2.6. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬:  𝒮𝜉

∗ →  𝒮𝜉
∗ bir 

dönüşüm olsun. Eğer 

 

(i) her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 > 0 için 

 

      Φ (𝜏3𝜉𝜌(𝒬𝜔, 𝒬℘)) ≤ 𝑘Φ(Ξ(𝜔,℘)) (2.41) 

 

olan Φ ∈ Ω fonksiyonu ve 𝑘 ∈ (0,1) sabiti vardır. Burada Ξ(𝜔,℘), (2.38) de 

tanımlandığı gibidir, 

(ii) (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanır, 

 

ifadeleri sağlanırsa 𝒬 dönüşümü 𝒮𝜉
∗ uzayında bir tek sabit noktaya sahiptir.  

 

2.2.1.  Graf Teorisine Uygulama 

 

𝒮𝜉
∗ uzayı 𝐺 grafı ile donatılmış modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬: 𝒮𝜉

∗ → 𝒮𝜉
∗ olsun. 

 

            𝒮𝜉
∗𝒬 = {𝜔 ∈ 𝒮𝜉

∗|  (𝜔, 𝒬𝜔) ∈ 𝐸(𝐺)} 

 

kümesi tanımlansın. 

Şimdi graf yapısı kullanılarak elde edilen 𝒢(Φ, 𝜗, Ξ) −grafik daralma dönüşümü 

tanımlanacaktır. 

Tanım 2.2.7. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝐺 grafı ile donatılmış modüler 𝑏 −metrik uzay olsun. Bu 

durumda 

 

(i) Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ için (𝜔,℘) ∈ 𝐸(𝐺) ⇒ (𝒬𝜔, 𝒬℘) ∈ 𝐸(𝐺) olsun, 
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(ii) Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝐸(𝐺) ve her 𝜌 > 0 için 

 

                 Ξ(𝜔,℘) = maks{𝜉𝜌(𝜔,℘) + |𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) − 𝜉𝜌(℘,𝒬℘)|; 

                                                  𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) + |𝜉𝜌(𝜔,℘) − 𝜉𝜌(℘, 𝒬℘)|; 

                                                  𝜉𝜌(℘,𝒬℘) + |𝜉𝜌(𝜔,℘) − 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔)|; 

                                                  
1

2
[
𝜉2ℏ(𝜔, 𝒬℘) + 𝜉2ℏ(℘,𝒬𝜔)

𝜏
+ |𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) − 𝜉𝜌(℘, 𝒬℘)|]} 

 

iken 

 

      Φ (𝜏3𝜉𝜌(𝒬𝜔, 𝒬℘)) ≤ 𝒢 (Φ(Ξ(𝜔,℘)), ϑ(Ξ(𝜔,℘))) (2.42) 

 

olacak şekilde 𝒢 ∈ 𝒞, Φ ∈ Ω ve 𝜗 ∈ Π vardır, 

 

koşulları sağlanırsa 𝒬 dönüşümüne 𝒢(Φ, 𝜗, Ξ) −grafik daralma dönüşümü adı verilir. 

Teorem 2.2.8. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝐺 grafı ile donatılmış modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬: 𝒮𝜉

∗ → 𝒮𝜉
∗ 

bir dönüşüm olsun.  

 

(i)     𝜔0 ∈ 𝒮𝜉
∗𝒬 vardır, 

(ii)    𝒬 dönüşümü 𝒢(Φ, 𝜗, Ξ) −grafik daralma dönüşümüdür, 

(iii)   {𝜔𝑘}𝑘∈ℕ, 𝒮𝜉
∗ uzayında lim

𝑘→∞
𝜉𝜌(𝜔𝑘, 𝜔

∗) = 0 ve (𝜔𝑘, 𝜔𝑘+1) ∈ 𝐸(𝐺) ifadelerini 

sağlayan bir dizi olsun. Bu durumda (𝜔𝑘𝑠 , 𝜔
∗) ∈ 𝐸(𝐺) olacak şekilde {𝜔𝑘}𝑘∈ℕ 

dizisinin {𝜔𝑘𝑠} alt dizisi vardır, 

(iv)   𝐺 grafı zayıf bağlantılıdır, 

(v)    (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanır. 

 

Bu durumda 𝒬 dönüşümü bir tek sabit noktaya sahiptir. 

İspat. Her 𝑘 ∈ ℕ için {𝜔𝑘}𝑘∈ℕ dizisi 𝜔𝑘+1 = 𝒬𝜔𝑘 ile tanımlansın. Bu durumda (i) 

şartından 𝜔0 ∈ 𝒮𝜉
∗𝒬 olduğundan (𝜔0, 𝒬𝜔0) ∈ 𝐸(𝐺) dir ve 𝜔1 = 𝒬𝜔0 olarak alınırsa  

 

            (𝜔0, 𝒬𝜔0) = (𝜔0, 𝜔1) ∈ 𝐸(𝐺) 



104 

 

 

 

olur ve buradan  

 

            (𝜔0, 𝜔1) ∈ 𝐸(𝐺) ⇒ (𝒬𝜔0, 𝒬𝜔1) ∈ 𝐸(𝐺) 

 

dir. Benzer şekilde devam edilirse 

 

            (𝜔𝑘, 𝜔𝑘+1) ∈ 𝐸(𝐺) 

 

elde edilir. İspatın devamında Teorem 2.2.2 ye benzer şekilde {𝜔𝑘}𝑘∈ℕ dizisinin 𝒮𝜉
∗ uzayında 

𝜉 −Cauchy dizisi olduğu bulunur. Ayrıca 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜉 −tam olduğundan  

 

 lim
𝑘→∞

𝜉𝜌(𝜔𝑘, 𝜔
∗) = 0 (2.43) 

 

olacak şekilde 𝜔∗ ∈ 𝒮𝜉
∗ vardır. 

𝜔∗ noktasının 𝒬 dönüşümünün sabit noktası olduğu gösterilsin. (iii) şartından 

(𝜔𝑘𝑠 , 𝜔
∗) ∈ 𝐸(𝐺) dir. (2.42) ifadesinden  

 

 

Ξ(𝜔𝑘𝑠 , 𝜔
∗) = maks{𝜉𝜌(𝜔𝑘𝑠 , 𝜔

∗) + |𝜉𝜌(𝜔𝑘𝑠 , 𝒬𝜔𝑘𝑠) − 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗)|; 

                                      𝜉𝜌(𝜔𝑘𝑠 , 𝒬𝜔𝑘𝑠) + |𝜉𝜌(𝜔𝑘𝑠 , 𝜔
∗) − 𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗)|; 

                                      𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗) + |𝜉𝜌(𝜔𝑘𝑠 , 𝜔

∗) − 𝜉𝜌(𝜔𝑘𝑠 , 𝒬𝜔𝑘𝑠)|; 

 
1

2
[
𝜉2ℏ(𝜔𝑘𝑠 , 𝒬𝜔

∗) + 𝜉2ℏ(𝜔
∗, 𝒬𝜔𝑘𝑠)

𝜏
+ |𝜉𝜌(𝜔𝑘𝑠 , 𝒬𝜔𝑘𝑠) − 𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗)|]} 

                      = maks{𝜉𝜌(𝜔𝑘𝑠 , 𝜔
∗) + |𝜉𝜌(𝜔𝑘𝑠 , 𝜔𝑘𝑠−1) − 𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗)|; 

                                      𝜉𝜌(𝜔𝑘𝑠 , 𝜔𝑘𝑠−1) + |𝜉𝜌(𝜔𝑘𝑠 , 𝜔
∗) − 𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗)|; 

                                      𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗) + |𝜉𝜌(𝜔𝑘𝑠 , 𝜔

∗) − 𝜉𝜌(𝜔𝑘𝑠 , 𝜔𝑘𝑠−1)|; 

 
1

2
[
𝜉2ℏ(𝜔𝑘𝑠 , 𝒬𝜔

∗) + 𝜉2ℏ(𝜔
∗, 𝜔𝑘𝑠−1)

𝜏
+ |𝜉𝜌(𝜔𝑘𝑠 , 𝜔𝑘𝑠−1) − 𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗)|]} 

(2.44) 

 

olmak üzere 
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 Φ(𝜏3𝜉𝜌(𝒬𝜔𝑘𝑠 , 𝒬𝜔
∗)) ≤ 𝒢 (Φ (Ξ(𝜔𝑘𝑠 , 𝜔

∗)) , ϑ (Ξ(𝜔𝑘𝑠 , 𝜔
∗))) (2.45) 

 

dir. (2.44) ve (2.45) ifadelerinde 𝑠 → ∞ için limit alınır ve (2.43) ile (𝒢1) ifadeleri 

kullanılırsa 

 

            Φ (𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗)) ≤ Φ(𝜏3𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗)) 

                                             ≤ 𝒢 (Φ(𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗)) , ϑ (𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗))) 

                                             ≤ Φ(𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗)) 

 

bulunur. Buradan  

 

            𝒢 (Φ (𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗)) , ϑ (𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗))) = Φ(𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗)) 

 

olur. Bu durumda 𝒢 fonksiyonunun özelliğinden 𝜔∗ = 𝒬𝜔∗ olduğu elde edilir. Yani 𝜔∗ 

noktası 𝒬 dönüşümünün sabit noktasıdır. 

𝜔∗ noktasının tekliği göstermek için 𝑤 noktası 𝒬 dönüşümünün 𝜔∗ noktasından farklı 

diğer bir sabit noktası olsun. Bu durumda (𝜔∗, 𝑟) ∈ 𝐸(𝐺) ve (𝑟, 𝑤) ∈ 𝐸(𝐺) olan 𝑟 ∈ 𝒮𝜉
∗ 

vardır. (iv) şartından (𝜔∗, 𝑤) ∈ 𝐸(𝐺) dir. Böylece (2.43) den 

 

 

Ξ(𝜔∗, 𝑤) = maks{𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝑤) + |𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗) − 𝜉𝜌(𝑤, 𝒬𝑤)|; 

                                  𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗) + |𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝑤) − 𝜉𝜌(𝑤, 𝒬𝑤)|; 

                                  𝜉𝜌(𝑤, 𝒬𝑤) + |𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝑤) − 𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗)|; 

                  
1

2
[
𝜉2ℏ(𝜔

∗, 𝒬𝑤) + 𝜉2ℏ(𝑤, 𝒬𝜔
∗)

𝜏
+ |𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗) − 𝜉𝜌(𝑤, 𝒬𝑤)|]} 

(2.46) 

 

iken 

 

 Φ(𝜏3𝜉𝜌(𝒬𝜔
∗, 𝒬𝑤)) ≤ 𝒢 (Φ(Ξ(𝜔∗, 𝑤)), ϑ(Ξ(𝜔∗, 𝑤))) (2.47) 
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dir. 𝒢,  Φ,  𝜗 fonksiyonlarının özellikleri kullanılarak (2.46) ve (2.47) den 𝜔∗ = 𝑤 olduğu 

sonucuna ulaşılır. Yani 𝜔∗ noktası 𝒬 dönüşümünün bir tek sabit noktasıdır. 

 

2.2.2.  İntegral Tipinde Daralmalara Uygulama  

 

Bu kısımda integral tip 𝒢(Φ, 𝜗, Ξ) −daralma dönüşümü tanımlanıp sabit nokta teorisi 

ile ilgili sonuçlar verilecektir. 

Tanım 2.2.9. 𝒮𝜉
∗ kümesi 𝜏 ≥ 1 sabiti ile modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬, 𝒦, 𝒥 ve 𝜁 bu 

uzayda dört dönüşüm olsun. Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗, 𝑐, 𝑙 ∈ ℝ+(𝑐 > 𝑙) ve her 𝜌 > 0 için  

 

            Ξ(𝜔,℘) = maks

{
 
 

 
 

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(ζ𝜔,𝒥℘)

0

+ || ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(ζ𝜔,𝒬𝜔)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝒥℘,𝒦℘)

0

|| ; 

                                              ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(ζ𝜔,𝒬𝜔)

0

+ || ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(ζ𝜔,𝒥℘)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝒥℘,𝒦℘)

0

|| ; 

                                              ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝒥℘,𝒦℘)

0

+ || ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(ζ𝜔,𝒥℘)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(ζ𝜔,𝒬𝜔)

0

|| ; 

       
1

2

[
 
 
 
 
∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ
𝜉2𝜌
𝑙

(ζ𝜔,𝒦℘)

0
+ ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉2𝜌
𝑙

(𝒥℘,𝒬𝜔)

0

𝜏
+ || ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(ζ𝜔,𝒬𝜔)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝒥℘,𝒦℘)

0

||

]
 
 
 
 

}
 
 

 
 

 

 

iken 

 

 Φ

(

 
 
𝜏3 ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑐
(𝒬𝜔,𝒦℘)

0

)

 
 
≤ 𝒢 (Φ(Ξ(𝜔,℘)), ϑ(Ξ(𝜔,℘))) (2.48) 
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olacak şekilde 𝒢 ∈ 𝒞, Φ ∈ Ω, 𝜗 ∈ Π ve 𝜇 ∈ ℐ varsa 𝒬, 𝒦, 𝒥 ve 𝜁 dönüşümlerine integral tip 

𝒢(Φ, ϑ, Ξ) −daralma dönüşümü adı verilir. 

Teorem 2.2.10. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬, 𝒦, 𝒥 ve 𝜁 

dönüşümleri integral tip 𝒢(Φ, ϑ, Ξ) −daralma dönüşümü olsun. Aşağıdaki koşullar 

sağlansın: 

 

(i)    𝒬(𝒮𝜉
∗) ⊂ 𝒥(𝒮𝜉

∗) ve 𝒦(𝒮𝜉
∗) ⊂ 𝜁(𝒮𝜉

∗) dir, 

(ii)   𝒬(𝒮𝜉
∗), 𝒥(𝒮𝜉

∗), 𝒦(𝒮𝜉
∗) ve 𝜁(𝒮𝜉

∗) kümelerinden biri 𝒮 nin kapalı alt kümesidir, 

(iii)  {𝒥,𝒦} ve {𝜁, 𝒬} çiftleri zayıf uyumludur, 

(iv)  (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanır. 

 

Bu durumda 𝒬, 𝒦, 𝒥 ve 𝜁 dönüşümleri bir tek ortak sabit noktaya sahiptir. 

İspat. 𝜔0 ∈ 𝒮𝜉
∗ keyfi bir nokta ve Teorem 2.2.2 nin ispatında olduğu gibi {℘𝑞}𝑞∈ℕ 

dizisi 

 

℘2𝑞 = 𝒬𝜔2𝑞 = 𝒥𝜔2𝑞+1 ve ℘2𝑞+1 = 𝒦𝜔2𝑞+1 = 𝜁𝜔2𝑞+2 

 

biçiminde tanımlansın. (2.48) ifadesinden  

 

           Φ

(

 
 
𝜏3 ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑐
(𝒬𝜔2𝑞,𝒦𝜔2𝑞+1)

0

)

 
 
≤ 𝒢 (Φ(Ξ(𝜔2𝑞 , 𝜔2𝑞+1)) , ϑ (Ξ(𝜔2𝑞 , 𝜔2𝑞+1))) 

 

yazılır. Burada  

 

           Ξ(𝜔2𝑞 , 𝜔2𝑞+1) 

        = maks

{
 
 

 
 

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜁𝜔2𝑞,𝒥𝜔2𝑞+1)

0

+ |
| ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜁𝜔2𝑞,𝒬𝜔2𝑞)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝒥𝜔2𝑞+1,𝒦𝜔2𝑞+1)

0

|
| ; 
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                           ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜁𝜔2𝑞,𝒬𝜔2𝑞)

0

+ |
| ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜁𝜔2𝑞,𝒥𝜔2𝑞+1)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝒥𝜔2𝑞+1,𝒦𝜔2𝑞+1)

0

|
| ; 

                           ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝒥𝜔2𝑞+1,𝒦𝜔2𝑞+1)

0

+ |
| ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜁𝜔2𝑞,𝒥𝜔2𝑞+1)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜁𝜔2𝑞,𝒬𝜔2𝑞)

0

|
| ; 

                            
1

2

[
 
 
 
 
∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ
𝜉2𝜌
𝑙

(𝜁𝜔2𝑞,𝒦𝜔2𝑞+1)

0
+ ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉2𝜌
𝑙

(𝒥𝜔2𝑞+1,𝒬𝜔2𝑞)

0

𝜏

+ |
| ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜁𝜔2𝑞,𝒬𝜔2𝑞)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝒥𝜔2𝑞+1,𝒦𝜔2𝑞+1)

0

|
|

]
 
 
 
 

}
 
 

 
 

   

              = maks

{
 
 

 
 

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔2𝑞−1,𝜔2𝑞)

0

+ |
| ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔2𝑞−1,𝜔2𝑞)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔2𝑞,𝜔2𝑞+1)

0

|
| ; 

                                 ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔2𝑞−1,𝜔2𝑞)

0

+ |
| ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔2𝑞−1,𝜔2𝑞)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔2𝑞,𝜔2𝑞+1)

0

|
| ; 

                                 ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔2𝑞,𝜔2𝑞+1)

0

+ |
| ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔2𝑞−1,𝜔2𝑞)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔2𝑞−1,𝜔2𝑞)

0

|
| ; 

                            
1

2

[
 
 
 
 
∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ
𝜉2𝜌
𝑙

(𝜔2𝑞−1,𝜔2𝑞+1)

0
+ ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉2𝜌
𝑙

(𝜔2𝑞,𝜔2𝑞)

0

𝜏
       

+ |
| ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔2𝑞−1,𝜔2𝑞)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔2𝑞,𝜔2𝑞+1)

0

|
|

]
 
 
 
 

}
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dir. 𝜅𝑞 = ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ
𝜉𝜌
𝑐
(𝜔2𝑞−1,𝜔2𝑞)

0
 ve 𝜅𝑞

∗ = ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ
𝜉𝜌
𝑙
(𝜔2𝑞−1,𝜔2𝑞)

0
 olarak belirlensin. Ayrıca, 

𝜅2𝑞+1
∗ ≥ 𝜅2𝑞

∗  olsun. Bu durumda Teorem 2.2.2 de olduğu gibi (𝒢1) ifadesinden  

 

           Φ(𝜅2𝑞+1
∗ ) ≤ Φ(𝜅2𝑞+1) ≤ Φ(𝜏

3𝜅2𝑞+1) ≤ 𝒢 (𝛴(𝜅2𝑞+1
∗ ), 𝜗(𝜅2𝑞+1

∗ )) ≤ Φ(𝜅2𝑞+1
∗ ) 

 

elde edilir. Fakat 𝒢 fonksiyonunun özelliğinden yukarıdaki ifadeden bir çelişkili durum 

ortaya çıkar. Böylece 𝜅2𝑞+1
∗ < 𝜅2𝑞

∗  olur. Buradan Ξ(𝜔2𝑞 , 𝜔2𝑞+1) = 2𝜅2𝑞
∗ − 𝜅2𝑞+1

∗  dir Ayrıca 

benzer bir yol izlenirse 𝜅2𝑞
∗ < 𝜅2𝑞−1

∗  olduğu sonucuna ulaşılır. Bu durumda 𝜅𝑞+1
∗ < 𝜅𝑞

∗  dir. 

Yani  

 

           𝜅𝑞
∗ =

{
 
 

 
 

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔2𝑞−1,𝜔2𝑞)

0

}
 
 

 
 

 

 

negatif olmayan reel sayıların artmayan bir dizisidir ve böylece 

 

           

{
 
 

 
 

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔2𝑞−1,𝜔2𝑞)

0

}
 
 

 
 

 

 

negatif olmayan 𝑟 sayısına yakınsar. 𝑟 = 0 olduğunu göstermek için 

 

           Φ(𝜅2𝑞+1) ≤ Φ(𝜏
3𝜅2𝑞+1) 

                               ≤ 𝒢 (Φ(2𝜅2𝑞
∗ − 𝜅2𝑞+1

∗ ), ϑ(2𝜅2𝑞
∗ − 𝜅2𝑞+1

∗ )) 

                               ≤ Φ(2𝜅2𝑞
∗ − 𝜅2𝑞+1

∗ ) 

 

eşitsizliği yazılır ve bu eşitsizlikte 𝑞 → ∞ için limit alınırsa 

 

           Φ(𝑟) ≤ 𝒢(Φ(𝑟), ϑ(𝑟)) ≤ Φ(𝑟) 
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bulunur. Sonuç olarak 𝒢(Φ(𝑟), ϑ(𝑟)) = Φ(𝑟) dir. Böylece (𝒢2) şartından Φ(𝑟) = 0 veya 

ϑ(𝑟) = 0 dır. Bu ise 𝑟 = 0 olduğunu gösterir. Yani 𝑞 → ∞ için ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ
𝜉𝜌
𝑙
(𝜔2𝑞−1,𝜔2𝑞)

0
→ 0 

dir ve  

 

 𝜉𝜌(℘𝑞−1, ℘𝑞) → 0, (𝑞 → ∞) (2.49) 

 

ifadesine ulaşılır. 

{℘𝑞}𝑞∈ℕ dizisinin 𝜉 −Cauchy dizisi olduğunu göstermek için {℘2𝑞}𝑞∈ℕ dizisinin 

𝜉 −Cauchy dizisi olduğunu göstermek yeterlidir. Aksine, verilen 𝜀 > 0 için 𝑏𝑖 > 𝑎𝑖 ≥ 𝑖 

özelliğindeki pozitif sayıların {𝑎𝑖} ve {𝑏𝑖} alt dizileri  

 

 𝜉𝜌(℘2𝑎𝑖
, ℘2𝑏𝑖

) ≥ 𝜀 ve 𝜉𝜌(℘2𝑎𝑖
, ℘2𝑏𝑖−2

) < 𝜀 (2.50) 

 

ifadelerini her 𝜌 > 0 için sağlasın. 𝜀 ≤ 𝜉𝜌
𝑙
(℘2𝑎𝑖

, ℘2𝑏𝑖
) ≤ 𝜉𝜌

𝑐
(℘2𝑎𝑖

, ℘2𝑏𝑖
) ifadesi göz önüne 

alınır ve Teorem 2.2.2 ile benzer şekilde devam edilirse 

 

           Φ

(

 
 

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑐
(℘2𝑎𝑖 ,℘2𝑏𝑖+1)

0

)

 
 
≤ Φ

(

 
 
𝜏3 ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑐
(℘2𝑎𝑖 ,℘2𝑏𝑖+1)

0

)

 
 

 

                                                 ≤ 𝒢

(

  
 
Φ

(

 
 

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(℘2𝑎𝑖−1,℘2𝑏𝑖)

0

)

 
 
, ϑ

(

 
 

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(℘2𝑎𝑖−1,℘2𝑏𝑖)

0

)

 
 

)

  
 

 

                                                 ≤ Φ

(

 
 

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(℘2𝑎𝑖−1,℘2𝑏𝑖)

0

)
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bulunur. Fakat yukarıdaki eşitsizlik bir çelişkidir. O halde {℘2𝑞}𝑞∈ℕ, 𝜉 −Cauchy dizisidir. 

Böylece {℘𝑞}𝑞∈ℕdizisi de 𝒮𝜉
∗ uzayında bir 𝜉 −Cauchy dizisidir. 𝒮𝜉

∗ uzayı 𝜉 −tam modüler 

𝑏 −metrik uzay olduğundan 

 

 limsup
𝑞→∞

 ℘𝑞 = 𝑧 (2.51) 

 

ifadesinin sağlayan 𝑧 ∈ 𝒮𝜉  
∗  vardır. 

Şimdi 𝑧 noktasının 𝒬, 𝒦, 𝒥 ve 𝜁 dönüşümlerinin ortak sabit noktası olduğu gösterilsin. 

İlk olarak 𝒬𝑧 = ζ𝑧 = 𝑧 eşitliği gösterilsin. 𝜁(𝒮𝜉
∗) kümesi 𝒮𝜉

∗ uzayının kapalı alt kümesi ise 

𝑧 = 𝜁𝑢 olan 𝑢 ∈ 𝒮𝜉
∗ noktası vardır. Bu durumda (2.48) ifadesinden 

 

           Φ

(

 
 
𝜏3 ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑐
(𝒬𝑢,𝒦𝜔2𝑞+1)

0

)

 
 
≤ 𝒢 (Φ(Ξ(𝑢,𝜔2𝑞+1)) , ϑ (Ξ(𝑢, 𝜔2𝑞+1))) 

 

yazılır ve burada 

 

           Ξ(𝑢, 𝜔2𝑞+1) = maks

{
 
 

 
 

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝑢,℘2𝑞)

0

+ |
| ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝑢,𝒬𝑢)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(℘2𝑞 ,℘2𝑞+1)

0

|
| ; 

                                                      ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝑢,𝒬𝑢)

0

+ |
| ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝑢,℘2𝑞)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(℘2𝑞,℘2𝑞+1)

0

|
| ; 

                                                ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(℘2𝑞,℘2𝑞+1)

0

+ |
| ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝑢,℘2𝑞)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝑢,𝒬𝑢)

0

|
| ; 

1

2

[
 
 
 
 
∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ
𝜉2𝜌
𝑙

(𝑢,℘2𝑞+1)

0
+ ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉2𝜌
𝑙

(℘2𝑞,𝒬𝑢)

0

𝜏
+ |
| ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝑢,𝒬𝑢)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(℘2𝑞,℘2𝑞+1)

0

|
|

]
 
 
 
 

}
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dir. Teorem 2.2.2 nin ispatında olduğu gibi benzer adımlarla devam edilirse 

 

           Φ

(

 
 

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝒬𝑢,𝑧)

0

)

 
 
≤ Φ

(

 
 

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑐
(𝒬𝑢,𝑧)

0

)

 
 

 

                                                  ≤ Φ

(

 
 
𝜏3 ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑐
(𝒬𝑢,𝑧)

0

)

 
 

 

                                                  ≤ 𝒢

(

  
 
Φ

(

 
 

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝒬𝑢,𝑧)

0

)

 
 
, ϑ

(

 
 

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝒬𝑢,𝑧)

0

)

 
 

)

  
 

 

                                                  ≤ Φ

(

 
 

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝒬𝑢,𝑧)

0

)

 
 
                                                               

 

elde edilir. (𝒢2) şartından 𝒬𝑢 = ζ𝑢 = 𝑧 olur. 𝒬 ve 𝜁  dönüşümleri zayıf uyumlu dönüşümler 

olduğundan 𝒬𝑧 = 𝒬ζ𝑢 = ζ𝒬𝑢 = ζ𝑧 bulunur. Devamında 𝒬𝑧 =  𝑧 olduğu benzer şekilde 

gösterilebilir. Yani 𝒬𝑧 = 𝜁𝑧 = 𝑧 dir. 

Diğer yandan 𝒬 ve 𝜁  dönüşümlerinde olduğu gibi 𝒦 ve 𝒥  dönüşümleri için de  

𝒦𝑧 =  𝒥𝑧 = 𝑧 olduğu gösterilebilir. 

Son olarak 𝑧 noktasının 𝒬, 𝒦, 𝒥 ve 𝜁 dönüşümlerinin tek ortak sabit noktası olduğunu 

göstermek için. 𝑤 noktası 𝑧 noktasından farklı bir ortak sabit nokta olsun. Bu durumda (2.48) 

ifadesinden 

 

           Φ

(

 
 
𝜏3 ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑐
(𝒬𝑧,𝒦𝑤)

0

)

 
 
≤ 𝒢 (Φ(Ξ((𝒬𝑧,𝒦𝑤))) , ϑ (Ξ((𝒬𝑧,𝒦𝑤)))) 

 

yazılır. Burada Ξ(𝑧, 𝑤) = ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ
𝜉𝜌
𝑙
(𝑧,𝑤)

0
 olduğu açıktır. Böylece 
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           Φ

(

 
 

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝑧,𝑤)

0

)

 
 
≤ Φ

(

 
 

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑐
(𝑧,𝑤)

0

)

 
 

 

                                                 ≤ Φ

(

 
 
𝜏3 ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑐
(𝑧,𝑤)

0

)

 
 

 

                                                 ≤ 𝒢

(

  
 
Φ

(

 
 

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝑧,𝑤)

0

)

 
 
, ϑ

(

 
 

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝑧,𝑤)

0

)

 
 

)

  
 

 

                                                 ≤ Φ

(

 
 

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝑧,𝑤)

0

)

 
 
                                                               

 

bulunur. Eğer 𝒢 fonksiyonunun özelliği göz önüne alınırsa 𝑧 = 𝑤 olduğu açıktır. Dolayısıyla 

𝑧 noktası 𝒬, 𝒦, 𝒥 ve 𝜁 dönüşümlerinin tek ortak sabit noktasıdır. Böylece ispat tamamlanır. 

 ∎ 

Şimdi Teorem 2.2.10 dan elde edilen bazı sonuçlara yer verilecektir. 

Sonuç 2.2.11. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬,𝒦:  𝒮𝜉

∗ →  𝒮𝜉
∗ 

iki dönüşüm olsun. Aşağıdaki şartlar sağlasın: 

 

(i) her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗, 𝑐, 𝑙 ∈ 𝑅+(𝑐 > 𝑙) ve her 𝜌 > 0 için 

 

      Φ

(

 
 
𝜏3 ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑐
(𝒬𝜔,𝒦℘)

0

)

 
 
≤ 𝒢 (Φ(Ξ(𝜔,℘)), ϑ(Ξ(𝜔,℘))), (2.52) 

 

                 Ξ(𝜔,℘) = maks

{
 
 

 
 

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔,℘)

0

+ || ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔,𝒬𝜔)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(℘,𝒦℘)

0

|| ; 
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                                                  ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔,𝒬𝜔)

0

+ || ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔,℘)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(℘,𝒦℘)

0

|| ; 

                                                  ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(℘,𝒦℘)

0

+ || ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔,℘)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔,𝒬𝜔)

0

|| ; 

1

2

[
 
 
 
 
∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ
𝜉2𝜌
𝑙

(𝜔,𝒦℘)

0
+ ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉2𝜌
𝑙

(℘,𝒬𝜔)

0

𝜏
+ || ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔,𝒬𝜔)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(℘,𝒦℘)

0

||

]
 
 
 
 

}
 
 

 
 

 

 

olacak şekilde 𝒢 ∈ 𝒞, Φ ∈ Ω, 𝜗 ∈ Π ve μ ∈ ℐ vardır, 

(ii)  (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanır. 

 

Bu takdirde 𝒬 ve 𝒦 dönüşümleri 𝒮𝜉
∗ uzayında bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.  

Eğer Sonuç 2.2.11 de 𝒬 = 𝒦 olarak seçilirse aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.2.12. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬:  𝒮𝜉

∗ →  𝒮𝜉
∗ bir 

dönüşüm olsun. Aşağıdaki ifadeler sağlasın: 

 

(i) her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗, 𝑐, 𝑙 ∈ 𝑅+(𝑐 > 𝑙) ve her 𝜌 > 0 için 

 

      Φ (𝜏3 ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ
𝜉𝜌
𝑐
(𝒬𝜔,𝒬℘)

0
) ≤ 𝒢 (Φ(Ξ(𝜔,℘)), ϑ(Ξ(𝜔,℘))), (2.53) 

 

                 Ξ(𝜔,℘) = maks

{
 
 

 
 

∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔,℘)

0

+ || ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔,𝒬𝜔)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(℘,𝒬℘)

0

|| ; 

                                                  ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔,𝒬𝜔)

0

+ || ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔,℘)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(℘,𝒬℘)

0

|| ; 
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                                                  ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(℘,𝒬℘)

0

+ || ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔,℘)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔,𝒬𝜔)

0

|| ; 

                
1

2

[
 
 
 
 
∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ
𝜉2𝜌
𝑙

(𝜔,𝒬℘)

0
+ ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉2𝜌
𝑙

(℘,𝒬𝜔)

0

𝜏
+ || ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(𝜔,𝒬𝜔)

0

− ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑙
(℘,𝒬℘)

0

||

]
 
 
 
 

}
 
 

 
 

 

 

olacak şekilde 𝒢 ∈ 𝒞, Φ ∈ Ω, 𝜗 ∈ Π ve 𝜇 ∈ ℐ vardır, 

(ii) (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanır. 

 

Bu durumda 𝒬 dönüşümü 𝒮𝜉
∗ uzayında bir tek sabit noktaya sahiptir. 

Sonuç 2.2.12 de 𝑝, 𝑞 ∈ [0,∞) için 𝒢(𝑝, 𝑞) = 𝑝 − 𝑞 alınırsa aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.2.13. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬:  𝒮𝜉

∗ →  𝒮𝜉
∗ bir 

dönüşüm olsun. Aşağıdaki şartlar sağlansın: 

 

(i) her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗, 𝑐, 𝑙 ∈ 𝑅+(𝑐 > 𝑙) ve her 𝜌 > 0 için 

 

      Φ

(

 
 
𝜏3 ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑐
(𝒬𝜔,𝒬℘)

0

)

 
 
≤ Φ(Ξ(𝜔,℘)) − ϑ(Ξ(𝜔,℘)) (2.54) 

 

olan Φ ∈ Ω, 𝜗 ∈ Π ve 𝜇 ∈ ℐ fonksiyonları vardır. Burada Ξ(𝜔,℘) Sonuç 2.2.4 de 

tanımlandığı gibidir. 

(ii) (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanır. 

 

Bu durumda 𝒬 dönüşümü 𝒮𝜉
∗ uzayında bir tek sabit noktaya sahiptir. 

𝑝 ∈ [0,∞) için 𝒢(𝑝, 𝑞) = 𝑘𝑝, 𝑘 ∈ (0,1) olarak seçilirse aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.2.14: 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬:  𝒮𝜉

∗ →  𝒮𝜉
∗ bir 

dönüşüm olsun. Aşağıdaki şartlar sağlasın: 

 

(i) her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗, 𝑐, 𝑙 ∈ 𝑅+(𝑐 > 𝑙) ve her 𝜌 > 0 için 
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      Φ

(

 
 
𝜏3 ∫ 𝜇(ϫ)𝑑ϫ

𝜉𝜌
𝑐
(𝒬𝜔,𝒬℘)

0

)

 
 
≤ 𝑘Σ(Ξ(𝜔,℘)) (2.55) 

 

olan Φ ∈ Ω, 𝑘 ∈ (0,1) sabiti ve 𝜇 ∈ ℐ vardır. Burada Ξ(𝜔,℘) Sonuç 2.2.12 de 

tanımlandığı gibidir, 

(ii) (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanır. 

 

Bu durumda 𝒬 dönüşümü 𝒮𝜉
∗ uzayında bir tek sabit noktaya sahiptir. 

 

2.3.  Modüler 𝒃 −Metrik Uzaylarda Çarpımsal Terimler İçeren Suzuki 

𝑭 −Daralmalar İçin Sabit Nokta Teoremleri 

 

Bu kısımda modüler 𝑏 −metrik uzaylarda Suzuki daralma ve 𝐹 −daralma dönüşümleri 

kullanılarak elde edilen bazı ortak sabit nokta teoremlerine yer verilecektir.  

Teorem 2.3.1. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬,𝒦:  𝒮𝜉

∗ →  𝒮𝜉
∗ 

iki dönüşüm olsun. Aşağıdaki koşullar sağlansın. 

 

(i) ℧: 𝑃̅ → [0,1) fonksiyonu 𝑃̅: = {𝜉𝜌(𝜔,℘):𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗} üzerinde üstten yarı sürekli 

bir fonksiyon olsun. Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve 𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦𝒬℘) > 0 için 

 

                 
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(𝒬℘,𝒦𝒬℘)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬℘) ⇒ 

 

 

     ℑ (𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(𝒬𝑦,𝒦𝒬℘), 𝜉𝜌(𝜔, Λ𝒬℘), 𝜉𝜌(𝒬℘,𝒬𝜔)) 

     +𝐹 (𝜏2𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦𝒬℘)) 

     ≤ 𝐹 (℧ (𝜉𝜌(𝜔, 𝒬℘))maks {

𝜉𝜌(𝜔, 𝒬℘), 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(𝒬℘,Λ𝒬℘),

𝜉2𝜌(𝜔,𝒦𝒬℘) + 𝜉2𝜌(𝒬℘, 𝒬𝜔)

2𝜏

}) 

(2.56) 

 

olan 𝐹 ∈ ℱ ve ℑ ∈ Δℑvardır, 

(ii)  𝒬 veya 𝐹 dönüşümlerinden herhangi biri süreklidir. 
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Bu durumda (𝑀1) şartı sağlanır ise 𝒬 ve 𝒦 dönüşümleri 𝒮𝜉
∗ uzayında ortak sabit noktaya 

sahiptir. Ayrıca (𝑀2) şartı da sağlanırsa bu dönüşümlerin ortak sabit noktası tektir. 

İspat. 𝜔0 ∈ 𝒮𝜉
∗ olsun. Bu durumda 𝜔1 = 𝒬𝜔0 olacak şekilde 𝜔1 ∈ 𝒮𝜉

∗ noktası vardır. 

Benzer şekilde 𝜔2 = 𝒦𝜔1 olan 𝜔2 ∈ 𝒮𝜉
∗ elemanı da vardır. Benzer adımlarla devam 

edildiğinde 𝒮𝜉
∗ uzayında  

 

𝜔2𝑗+1 = 𝒬𝜔2𝑗 ve 𝜔2𝑗+2 = 𝒦𝜔2𝑗+1 

 

olan {𝜔𝑗}𝑗∈ℕ dizisi tanımlanır. Bazı 𝑗 ∈ ℕ ve her 𝜌 >  0 için 𝜉𝜌(𝜔𝑗 , 𝜔𝑗+1) = 0 olsun. 

Genelliği bozmaksızın bazı 𝑘 ∈ ℕ için 𝑗 = 2𝑘 ise 𝜉𝜌(𝜔2𝑘, 𝜔2𝑘+1) = 0 dır. O halde 

𝜉𝜌(𝜔2𝑘+1, 𝜔2𝑘+2) > 0 olur. Buradan  

 

           
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔2𝑘, 𝒬𝜔2𝑘), 𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑘, 𝒦𝒬𝜔2𝑘)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔2𝑘, 𝒬𝜔2𝑘) 

 

eşitsizliği sağlandığından (2.56) kullanılarak 

 

           ℑ (𝜉𝜌(𝜔2𝑘, 𝒬𝜔2𝑘), 𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑘, 𝒦𝒬𝜔2𝑘), 𝜉𝜌(𝜔2𝑘,𝒦𝒬𝜔2𝑘), 𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑘, 𝒬𝜔2𝑘)) + 

                  𝐹 (𝜏2𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑘, 𝒦𝒬𝜔2𝑘)) ≤ 𝐹 (℧(𝜉𝜌(𝜔2𝑘, 𝒬𝜔2𝑘))maks{𝜉𝜌(𝜔2𝑘 , 𝒬𝜔2𝑘), 

                  𝜉𝜌(𝜔2𝑘, 𝒬𝜔2𝑘), 𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑘,𝒦𝒬𝜔2𝑘) ,
𝜉2𝜌(𝜔2𝑘, 𝒦𝒬𝜔2𝑘) + 𝜉2𝜌(𝒬𝜔2𝑘, 𝒬𝜔2𝑘)

2𝜏
}) 

 

elde edilir. Buradan 

 

           𝜉𝜌(𝜔2𝑘, 𝜔2𝑘+1). 𝜉𝜌(𝜔2𝑘+1, 𝜔2𝑘+2). 𝜉𝜌(𝜔2𝑘, 𝜔2𝑘+2). 𝜉𝜌(𝜔2𝑘+1, 𝜔2𝑘+1) = 0 

 

olduğundan (ℑ) özelliğinden  

 

           ℑ(𝜉𝜌(𝜔2𝑘, 𝜔2𝑘+1), 𝜉𝜌(𝜔2𝑘+1, 𝜔2𝑘+2), 𝜉𝜌(𝜔2𝑘, 𝜔2𝑘+2), 0) = 𝜅 

 

olan 𝜅 > 0 vardır ve 𝜂𝑘 = 𝜉𝜌(𝜔2𝑘, 𝜔2𝑘+1) olarak gösterilirse 
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           𝜅 + 𝐹(𝜏2𝜂𝑘+1)

≤ 𝐹 (℧(𝜂𝑘)maks {𝜂𝑘, 𝜂𝑘+1,
𝜉2𝜌(𝜔2𝑘, 𝜔2𝑘+2) + 𝜉2𝜌(𝜔2𝑘+1, 𝜔2𝑘+1)

2𝜏
}) 

 

olur. Böylece 𝜉2𝜌(𝜔2𝑘, 𝜔2𝑘+2) ≤ 𝜏(𝜂𝑘 + 𝜂𝑘+1) ve 𝜂𝑘 = 𝜉𝜌(𝜔2𝑘, 𝜔2𝑘+1) = 0 olduğundan 

maks {0, 𝜂𝑘+1,
0+𝜂𝑘+1

2
} = 𝜂𝑘+1 dir. O halde 

 

           𝜅 + 𝐹(𝜏2𝜂𝑘+1) ≤ 𝐹(℧(0)𝜂𝑘+1) 

 

olur. 𝐹 fonksiyonu kesin artan olduğundan  

 

           𝜂𝑘+1 ≤ 𝜏2𝜂𝑘+1 < ℧(0)𝜂𝑘+1 

 

yazılır. Fakat ℧(0) < 1 olduğundan yukarıdaki ifade bir çelişki oluşturur. Bu durumda  

𝜂𝑘+1 = 0 dir. Yani 𝜔2𝑘+1 = 𝜔2𝑘+2 dir. Böylece 𝜔2𝑘 = 𝜔2𝑘+1 = 𝜔2𝑘+2 ve  

𝜔2𝑘 = 𝒬𝜔2𝑘 = 𝒦𝜔2𝑘 eşitliklerinden 𝜔2𝑘 nın 𝒬 ve 𝒦 dönüşümlerinin ortak sabit noktası 

olduğu açıktır. Bu sebeple ispatın geri kalan kısmında 𝜔𝑗 ≠ 𝜔𝑗+1 olsun. 

Yukarıdaki elde edilen sonuçlar göz önüne alındığında (2.56) ifadesinden 

 

 
𝜅 + 𝐹(𝜏2𝜂𝑗+1) ≤ 𝐹 (℧(𝜂𝑗)maks {𝜂𝑗 , 𝜂𝑗 , 𝜂𝑗+1,

𝜂𝑗 + 𝜂𝑗+1

2
}) 

                             = 𝐹(℧(𝜂𝑗)maks{𝜂𝑗 , 𝜂𝑗+1}) 

(2.57) 

 

bulunur. Burada maks{𝜂𝑗 , 𝜂𝑗+1} = 𝜂𝑗+1 olsun. Bu durumda (2.57) ifadesi 

 

           𝜅 + 𝐹(𝜏2𝜂𝑗+1) ≤ 𝐹(℧(𝜂𝑗)𝜂𝑗+1) 

 

olur. 𝐹 fonksiyonunun kesin artanlığı tekrar kullanılırsa 

 

           𝜂𝑗+1 ≤ 𝜏
2𝜂𝑗+1 < ℧(𝜂𝑗)𝜂𝑗+1 < 𝜂𝑗+1 

 

olur. Fakat bu ifade bir çelişkidir. O halde maks{𝜂𝑗, 𝜂𝑗+1} = 𝜂𝑗  dir. Böylece her 𝑗 ∈ ℕ için 
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 𝜅 + 𝐹(𝜏2𝜂𝑗+1) ≤ 𝐹(℧(𝜂𝑗)𝜂𝑗) < 𝐹(𝜂𝑗) (2.58) 

 

olur. Benzer şekilde her 𝑗 ∈ ℕ için  

 

 𝜅 + 𝐹(𝜏2𝜂𝑗) < 𝐹(𝜂𝑗−1) (2.59) 

 

ifadesine ulaşılır. Sonuç olarak, (2.58) ve (2.59) ifadelerinden her 𝑗 ∈ ℕ için 

 

 

𝐹 (𝜏2𝜉𝜌(𝜔𝑗 , 𝜔𝑗+1)) < 𝐹 (𝜉𝜌(𝜔𝑗−1, 𝜔𝑗)) − 𝜅 

                                      < 𝐹 (𝜉𝜌(𝜔𝑗−2, 𝜔𝑗−1)) − 2𝜅 

                                      <    ⋯ 

                                      < 𝐹 (𝜉𝜌(𝜔0, 𝜔1)) − 𝑗 

(2.60) 

 

dir ve buradan lim
𝑗→+∞

𝐹 (𝜏2𝜉𝜌(𝜔𝑗 , 𝜔𝑗+1)) = −∞ olur. (𝐹2) özelliğinden 

lim
𝑗→+∞

𝜏2𝜉𝜌(𝜔𝑗, 𝜔𝑗+1) = 0 dir. 𝜏 ≥ 1 olduğundan 

 

           lim
𝑗→+∞

𝜉𝜌(𝜔𝑗, 𝜔𝑗+1) = 0 

 

dır. (𝐹3) şartından  

 

           lim
𝑗→+∞

𝜉𝜌(𝜔𝑗, 𝜔𝑗+1)
𝑡
𝐹 (𝜉𝜌(𝜔𝑗, 𝜔𝑗+1)) = 0 

 

olan 𝑡 ∈ (0,1) vardır. Dolayısıyla (2.60) ifadesinden her 𝑗 ∈ ℕ ve 𝜌 > 0 için 

 

           (𝜉𝜌(𝜔𝑗 , 𝜔𝑗+1))
𝑡
(𝐹 (𝜉𝜌(𝜔𝑗 , 𝜔𝑗+1)) − 𝐹 (𝜉𝜌(𝜔0, 𝜔01))) ≤ −(𝜉𝜌(𝜔𝑗 , 𝜔𝑗+1))

𝑡

𝑗𝜅 

                                                                                                                   ≤ 0  

 

yazılır. Ayrıca yukarıdaki ifadede limit alınırsa 
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           lim
𝑗→+∞

𝑗 (𝜉𝜌(𝜔𝑗, 𝜔𝑗+1))
𝑡

= 0 

 

elde edilir. Böylece her 𝑗 ≥ 𝑗1 için 𝑗 (𝜉𝜌(𝜔𝑗, 𝜔𝑗+1))
𝑡

≤ 1 olan 𝑗1 ∈ ℕ vardır. Buradan her 

𝑗 ≥ 𝑗1 için  

 

 𝜉𝜌(𝜔𝑗, 𝜔𝑗+1) ≤
1

𝑗
1
𝑡

 (2.61) 

 

dir. Devamında {𝜔𝑗}𝑗∈ℕ dizisinin 𝜉 −Cauchy olduğunu göstermek için 𝑔 > 𝑗 ≥ 𝑗1 olacak 

şekilde 𝑔, 𝑗 ∈ ℕ noktaları seçilsin. (𝜉3) şartı kullanılarak (2.61) ifadesinden  

 

           𝜉𝜌 ( 𝜔𝑗, 𝜔𝑔 )  ≤  𝜏 𝜉𝜌 
2
( 𝜔𝑗, 𝜔𝑗+1 )  +  𝜏 

2𝜉𝜌 
4
( 𝜔𝑗+1, 𝜔𝑗+2 )  + ⋯ 

                                    + 𝜏 𝑔 −𝑗𝜉 𝜌 

2𝑔 − 𝑗
( 𝜔𝑔−1, 𝜔𝑔 ) 

 

bulunur. Genelliği bozmadan  

 

           𝜉𝜌(𝜔𝑗 , 𝜔𝑔) ≤ ∑ 𝜏𝑟−𝑗+1𝜉𝜌(𝜔𝑟 , 𝜔𝑟+1)

𝑔−1

𝑟=𝑗

 

                                ≤ ∑ 𝜏𝑟−𝑗+1 (
1

𝑟
1
τ

)

𝑔−1

𝑟=𝑗

≤∑𝜏𝑟−𝑗+1 (
1

𝑟
1
𝑡

)

∞

𝑟=𝑗

 

 

yazılır. Buradan 𝑟 → ∞ için ∑
1

𝑟
1
𝑡

∞
𝑟=𝑗  serisinin yakınsaklığından ve yakınsak bir serinin skaler 

ile çarpılması yine yakınsak bir seri olmasından, 𝑗 → ∞ için limit alınırsa her 𝜌 > 0 için 

𝜉𝜌(𝜔𝑗, 𝜔𝑔) → 0 olur. Yani {𝜔𝑗}𝑗∈ℕ dizisi 𝒮𝜉
∗ uzayında bir 𝜉 −Cauchy dizisidir. Ayrıca 

uzayın 𝜉 −tamlığı ile  

 

           𝜉𝜌(𝜔𝑗 , 𝜔
∗) → 0, ( 𝑗 → ∞) 

 

olacak şekilde 𝜔∗ ∈ 𝒮𝜉
∗ noktası vardır. 
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Şimdi 𝒬 sürekli bir dönüşüm olsun. Bu takdirde  

 

           𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗) = lim

𝑗→∞
𝜉𝜌(𝜔2𝑗, 𝒬𝜔2𝑗) = lim

𝑗→∞
𝜉𝜌(𝜔2𝑗, 𝜔2𝑗+1) = 0 

 

dir. Bu ise 𝜔∗ noktasının 𝒬 dönüşümünün sabit noktası olduğunu gösterir. O halde  

𝜔∗ ≠ 𝒦𝜔∗ olsun. Yani 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒦𝜔∗) > 0 dir. Böylece 

 

           
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝒬𝜔
∗, 𝒦𝒬𝜔∗)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗) 

 

yazılır ve (2.56) ifadesinden 

 

           ℑ (𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝒬𝜔

∗, 𝒦𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒦𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝒬𝜔

∗, 𝒬𝜔∗)) + 

                 𝐹 (𝜏2𝜉𝜌(𝒬𝜔
∗, 𝒦𝒬𝜔∗)) ≤ 𝐹 (℧ (𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗))maks{𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗), 

                 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝒬𝜔

∗, 𝒦𝒬𝜔∗) ,
𝜉2𝜌(𝜔

∗, 𝒦𝒬𝜔∗) + 𝜉2𝜌(𝒬𝜔
∗, 𝒬𝜔∗)

2𝜏
}) 

 

eşitsizliği elde edilir. (ℑ) özelliğinden  

 

           ℑ(0, 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒦𝜔∗), 𝜉𝜌(𝜔

∗,𝒦𝜔∗), 0) = 𝜅 

 

olur ve 

 

           𝜅 + 𝐹 (𝜏2𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒦𝜔∗)) ≤ 𝐹 (℧(0)maks {0,0, 𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒦𝜔∗),
𝜉2l(𝜔

∗, 𝒦𝜔∗)

2𝜏
}) 

                                                         ≤ 𝐹 (℧(0)𝜉𝜌(𝜔
∗,𝒦𝜔∗))    

                                                         < 𝐹 (𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒦𝜔∗))  

 

yazılır. Fakat bu ifade bir çelişki oluşturur. O halde 𝜔∗ = 𝒦𝜔∗ dir. Yani 𝒬 dönüşümünün 

sürekli olduğu durumda 𝜔∗ noktası 𝒬 ve 𝒦 dönüşümlerinin ortak sabit noktasıdır. 
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Şimdi 𝐹 fonksiyonu sürekli olsun. Bu durumda 𝑗 ∈ ℕ nin sonsuz değeri için  

𝒬𝜔2𝑗 = 𝒬𝜔∗ ise 

 

           𝜔∗ = lim
𝑗→∞

𝜔2𝑗+1 = lim
𝑗→∞

𝒬𝜔2𝑗 = 𝒬𝜔∗ 

 

olur. Buradan 𝜔∗ noktası 𝒬 dönüşümünün sabit noktasıdır. 𝒬𝜔2𝑗 = 𝒬𝜔
∗ = 𝜔∗ olduğundan 

𝒦𝒬𝜔2𝑗 = 𝒦𝜔2𝑗+1 = 𝒦𝜔∗ dır ve 

 

           𝜔∗ = lim
𝑗→∞

𝜔2𝑗+2 = lim
𝑗→∞

𝒦𝜔2𝑗+1 = 𝒦𝜔∗ 

 

olur. Bu ise 𝜔∗ noktasının 𝒦 dönüşümünün sabit noktası olduğunu gösterir. 

O halde 𝑗 ∈ ℕ için 𝜔2𝑗+2 ≠ 𝒬𝜔∗ olsun. Şimdi 𝜔∗ = 𝒬𝜔∗ olduğu gösterilsin. Bu 

durumda 

 

 
1

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔2𝑗+1, 𝜔2𝑗+2) ≤ 𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝜔2𝑗+1), (2.62) 

 

 
1

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔2𝑗+2, 𝜔2𝑗+3) ≤ 𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝜔2𝑗+1). (2.63) 

 

eşitsizliklerinden en az birisi sağlanır. Fakat bazı 𝑗0 ≥ 0 için bu eşitsizliklerin her ikisi de 

sağlanmasın. (2.62) ve (2.63) eşitsizliklerinden 

 

          𝜉𝜌(𝜔2𝑗0+1, 𝜔2𝑗0+2) ≤ 𝜏𝜉𝜌(𝜔2𝑗0+1, 𝜔
∗) + 𝜏𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝜔2𝑗0+2) 

                                               <
1

2
𝜉𝜌(𝜔2𝑗0+1, 𝜔2𝑗0+2) +

1

2
𝜉𝜌(𝜔2𝑗0+2, 𝜔2𝑗0+3) 

                                               <
1

2
𝜉𝜌(𝜔2𝑗0+1, 𝜔2𝑗0+2) +

1

2
𝜉𝜌(𝜔2𝑗0+1, 𝜔2𝑗0+2) 

                                               = 𝜉𝜌(𝜔2𝑗0+1, 𝜔2𝑗0+2)  

 

çelişkili durumu ortaya çıkar. Bu durumda aşağıdaki iki durum vardır. 

Durum (1): (2.62) eşitsizliği sonsuz sayıda 𝑗 ≥ 0 için sağlansın. Bu durumda  
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1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑗 , 𝒦𝒬𝜔2𝑗)} =
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝜔2𝑗+1, 𝜔2𝑗+2)} 

                                                                                       ≤ 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝜔2𝑗+1)  

 

olur. O halde (2.56) dan 

 

           ℑ (𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑗 , 𝒦𝒬𝜔2𝑗), 𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒦𝒬𝜔2𝑗), 𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑗 , 𝒬𝜔
∗)) + 

                 𝐹 (𝜏2𝜉𝜌(𝒬𝜔
∗, 𝒦𝒬𝜔2𝑗)) ≤ 𝐹 (℧(𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔2𝑗))maks{𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔2𝑗), 

                 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑗, 𝒦𝒬𝜔2𝑗) ,

𝜉2𝜌(𝜔
∗, 𝒦𝒬𝜔2𝑗) + 𝜉2𝜌(𝒬𝜔2𝑗, 𝒬𝜔

∗)

2𝜏
}) 

 

yazılır. Buradan da 

 

 

𝐹 (𝜏2𝜉𝜌(𝒬𝜔
∗, 𝜔2𝑗+2)) ≤ 𝐹 (℧ (𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝜔2𝑗+1))maks{𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝜔2𝑗+1), 

      𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝜔2𝑗+1, 𝜔2𝑗+2) ,

𝜉2𝜌(𝜔
∗, 𝜔2𝑗+2) + 𝜉2𝜌(𝜔2𝑗+1, 𝒬𝜔

∗)

2𝜏
}) 

(2.64) 

 

olur. Şimdi ℧ fonksiyonunun üstten yarı sürekliliği kullanılarak 

 

           lim
𝑗→∞

sup℧(𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝜔2𝑗+1)) ≤ ℧(0) 

 

elde edilir. 𝑗 → ∞ için (2.64) ifadesinde limit alınırsa  

 

            𝐹 (𝜏2𝜉𝜌(𝒬𝜔
∗, 𝜔∗)) ≤ 𝐹 (limsup

𝑗→∞
[℧ (𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝜔2𝑗+1)) 

                                              maks {

𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝜔2𝑗+1), 𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝜔2𝑗+1, 𝜔2𝑗+2),

𝜉2𝜌(𝜔
∗, 𝜔2𝑗+2) + 𝜏[𝜉𝜌(𝜔2𝑗+1, 𝜔2𝑗+2) + 𝜉𝜌(𝜔2𝑗+1, 𝒬𝜔

∗)]

2𝜏

}]) 

                                                ≤ 𝐹 (℧(0)𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗))  

 

bulunur. 𝐹 kesin artan olduğundan 
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           𝜉𝜌(𝒬𝜔
∗, 𝜔∗) ≤ 𝜏2𝜉𝜌(𝒬𝜔

∗, 𝜔∗) ≤ ℧(0)𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗) 

 

olur. Bu ise 𝜔∗ = 𝒬𝜔∗ olduğunu gösterir. Benzer şekilde 𝑗 ∈ ℕ için 𝜔2𝑗+1 ≠ 𝒦𝜔∗ alınırsa 

𝒦𝜔∗ = 𝜔∗ olduğu sonucuna da ulaşılabilir. 

Durum (2): (2.62) eşitsizliği sadece sonlu sayıda 𝑗 ≥ 0 için sağlansın. Bu durumda 

herhangi 𝑗 ≥ 𝑗0 için (2.63) eşitsizliğinin sağlandığı 𝑗0 ≥ 0 vardır. Durum (1) de olduğu gibi 

𝜔∗ noktası 𝒬 ve 𝒦 dönüşümlerinin ortak sabit noktası değilse (2.63) ifadesi bir çelişkiye 

sebep olur. 

Sonuç olarak, her iki durumda da 𝜔∗ noktası 𝒬 ve 𝒦 dönüşümlerinin ortak sabit 

noktasıdır. 

Son olarak sabit noktanın tekliğini göstermek için 𝒬 ve 𝒦 dönüşümlerinin birbirinden 

farklı 𝜔∗ve 𝜔1
∗ ortak sabit noktaları seçilsin. Bu durumda 𝜉𝜌(𝒬𝜔

∗, 𝒦𝒬𝜔1
∗) = 𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝜔1
∗) >

0 dir ve  

 

           0 =
1

2𝜏
min{ 𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝒬𝜔1
∗ , 𝒦𝒬𝜔1

∗)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔1

∗) = 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝜔1

∗) 

 

olur. Böylece (2.56) dan 

 

           ℑ (𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔1

∗), 𝜉𝜌(𝒬𝜔1
∗ , 𝒦𝒬𝜔1

∗), 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒦𝒬𝜔1

∗), 𝜉𝜌(𝒬𝜔1
∗ , 𝒬𝜔∗)) 

                                  +𝐹 (𝜏2𝜉𝜌(𝒬𝜔
∗, 𝒦𝒬𝜔1

∗)) ≤ 𝐹 (℧ (𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔1

∗)) 

maks {

𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔1

∗), 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝒬𝜔1

∗ ,𝒦𝒬𝜔1
∗)

𝜉2𝜌(𝜔
∗, 𝒦𝒬𝜔1

∗) + 𝜉2𝜌(𝒬𝜔1
∗ , 𝒬𝜔∗)

2𝜏

}) 

 

yazılır. (ℑ) özelliğinden 

 

           ℑ (0,0, 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝜔1

∗), 𝜉𝜌(𝜔1
∗, 𝜔∗)) = 𝜅 

 

dır. Buradan 
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           𝜅 + 𝐹 (𝜏2𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝜔1

∗)) ≤ 𝐹 (℧ (𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝜔1

∗))maks {𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝜔1

∗), 0,0,
𝜉2𝜌(𝜔

∗, 𝜔1
∗)

𝜏
}) 

                                                     ≤ 𝐹 (℧ (𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝜔1

∗)) 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝜔1

∗)) 

                                                     < 𝐹 (𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝜔1

∗)) 

 

bulunur. Fakat bu ifade bir çelişkidir. Yani 𝜔∗ = 𝜔1
∗ olmalıdır. Dolayısıyla 𝒬 ve 𝒦 

dönüşümlerinin ortak sabit noktası tektir. Böylece ispat tamamlanır. 

 ∎ 

Eğer Teorem 2.3.1 de 𝒬 = 𝒦 alınırsa aşağıdaki sonuca ulaşılır. 

Sonuç 2.3.2. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬:  𝒮𝜉

∗ →  𝒮𝜉
∗ bir 

dönüşüm olsun. Aşağıdaki koşullar sağlansın. 

 

(i)  ℧: 𝑃̅ → [0,1) fonksiyonu 𝑃̅: = {𝜉𝜌(𝜔,℘):𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗} üzerinde üstten yarı sürekli 

bir fonksiyon olsun. Ayrıca her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 >  0 için 

𝜉𝜌(𝒬𝜔, 𝒬
2℘) > 0 sağlayan 

 

                 
1

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) ≤ 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬℘) ⇒ 

 

                 ℑ (𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(𝒬𝑦, 𝒬
2℘), 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬

2℘), 𝜉𝜌(𝒬℘,𝒬𝜔)) + 𝐹 (𝜏
2𝜉𝜌(𝒬𝜔, 𝒬

2℘)) 

                                     ≤ 𝐹 (℧ (𝜉𝜌(𝜔, 𝒬℘))maks {

𝜉𝜌(𝜔, 𝒬℘), 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(𝒬℘, 𝒬
2℘),

𝜉2𝜌(𝜔, 𝒬
2℘) + 𝜉2𝜌(𝒬℘,𝒬𝜔)

2𝜏

}) 

 

olan 𝐹 ∈ ℱ ve ℑ ∈ Δℑvardır, 

(ii)  𝒬 veya 𝐹 dönüşümlerinden herhangi biri süreklidir, 

(iii) (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanır. 

 

Bu durumda 𝒬 dönüşümü 𝒮𝜉
∗ uzayında bir tek sabit noktaya sahiptir. 

Aşağıdaki teoremin ispatı Teorem 2.3.1 e benzer şekilde yapılabilir. 

Teorem 2.3.3. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬,𝒦:  𝒮𝜉

∗ →  𝒮𝜉
∗ 

iki dönüşüm olsun. Aşağıdaki koşullar sağlansın. 
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(i)  Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve 𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦𝒬℘) > 0 sağlayan her 𝜌 >  0 için 

 

                 
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(𝒬℘,𝒦𝒬℘)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬℘), 

 

                 ℑ (𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(𝒬𝑦,𝒦𝒬℘), 𝜉𝜌(𝜔,𝒦𝒬℘), 𝜉𝜌(𝒬℘, 𝒬𝜔)) 

                +𝐹 (𝜏2𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦𝒬℘))

≤ 𝐹

(

 αmaks

{
 

 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬℘),
𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) + 𝜉𝜌(𝒬℘,𝒦𝒬℘)

2
𝜉2𝜌(𝜔,𝒦𝒬℘) + 𝜉2𝜌(𝒬℘, 𝒬𝜔)

2𝜏 }
 

 

)

  

 

olan 𝐹 ∈ ℱ, α ∈ [0,1) sabiti ve ℑ ∈ Δℑ vardır, 

(ii)  𝒬 veya 𝐹 dönüşümlerinden herhangi biri süreklidir, 

(iii) (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanır. 

 

Bu durumda 𝒬 ve 𝒦 dönüşümleri 𝒮𝜉
∗ uzayında bir tek ortak sabit noktaya sahiptir. 

Teorem 2.3.3 de 𝒬 = 𝒦 seçilirse bir sonraki sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.3.4. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬:  𝒮𝜉

∗ →  𝒮𝜉
∗ bir 

dönüşüm olsun. Aşağıdaki koşullar sağlansın. 

 

(i)  Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 >  0 için 𝜉𝜌(𝒬𝜔, 𝒬

2℘) > 0 sağlayan 

 

                 
1

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) ≤ 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬℘), 

 

                 ℑ (𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(𝒬℘,𝒬
2℘), 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬

2℘), 𝜉𝜌(𝒬℘,𝒬𝜔)) + 𝐹 (𝜏
2𝜉𝜌(𝒬𝜔, 𝒬

2℘)) 

                                        ≤ 𝐹

(

 αmaks

{
 

 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬℘),
𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) + 𝜉𝜌(𝒬℘,𝒬

2℘)

2
𝜉2𝜌(𝜔, 𝒬

2℘) + 𝜉2𝜌(𝒬℘,𝒬𝜔)

2𝜏 }
 

 

)

  

 

olan 𝐹 ∈ ℱ, α ∈ [0,1) sabiti ve ℑ ∈ Δℑ vardır, 
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(ii)  𝒬 veya 𝐹 dönüşümlerinden herhangi biri süreklidir, 

(iii) (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanır. 

 

Bu durumda 𝒬 dönüşümü 𝒮𝜉
∗ uzayında bir tek sabit noktaya sahiptir. 

 

2.3.1.  Modüler 𝒃 −Metrik Uzaylarda Çarpımsal İfadeler İçeren Sabit Nokta 

Teoremleri 

 

Bu kısımda 𝑡 ∈ (0,
1

2
) sabiti ile çarpımsal ifadeler içeren 𝐹 −daralma dönüşümleri için 

sabit nokta sonuçlarına yer verilecektir. 

Teorem 2.3.5. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬,𝒦:  𝒮𝜉

∗ →  𝒮𝜉
∗ 

iki dönüşüm olsun. Aşağıdaki koşullar sağlansın. 

 

(i)  Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve 𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘) > 0 sağlayan her 𝜌 >  0 için 

 

                 
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔,℘), 

 

 

     ℑ (𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘), 𝜉𝜌(𝜔,𝒦℘), 𝜉𝜌(℘,𝒬𝜔)) 

                            +𝐹 (𝜏2𝜉𝜌
2(𝒬𝜔,𝒦℘)) 

                        ≤  𝐹 (α [𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔)𝜉𝜌(℘,𝒦℘) +
1

𝜏
𝜉2𝜌(𝜔,𝒦℘)𝜉2𝜌(℘, 𝒬𝜔)]

+ 𝛽 [𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔)𝜉2𝜌(℘,𝒬𝜔) +
1

𝜏
𝜉2𝜌(𝜔,𝒦℘)𝜉𝜌(℘,𝒦℘)]) 

(2.65) 

 

olan 𝛼, 𝛽 ≥ 0, 𝛼 + 𝛽 <
1

𝜏
, 𝐹 ∈ ℱ ve ℑ ∈ Δℑ vardır, 

(ii)  𝒬 veya 𝐹 dönüşümlerinden herhangi biri süreklidir, 

(iii) (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanır. 

 

Bu durumda 𝒬 ve 𝒦 dönüşümleri 𝒮𝜉
∗ uzayında bir tek ortak sabit noktaya sahiptir. 
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İspat. 𝜔0 ∈ 𝒮𝜉
∗ olsun. Bu durumda 𝜔1 = 𝒬𝜔0 olan 𝜔1 ∈ 𝒮𝜉

∗ noktası vardır. Benzer 

şekilde 𝜔2 = 𝒦𝜔1 olan 𝜔2 ∈ 𝒮𝜉
∗ elemanı da vardır. Benzer şekilde devam edilirse, 𝒮𝜉

∗ 

uzayındaki {𝜔𝑗}𝑗∈ℕ dizisi 

 

𝜔2𝑗+1 = 𝒬𝜔2𝑗 ve 𝜔2𝑗+2 = 𝒦𝜔2𝑗+1 

 

biçiminde tanımlanır. Ayrıca bazı 𝑗 ∈ ℕ ve her 𝜌 > 0 için 𝜉𝜌(𝜔𝑗, 𝜔𝑗+1) = 0 olsun. Genelliği 

bozmadan bazı 𝑘 ∈ ℕ için 𝑗 = 2𝑖 seçilirse 𝜉𝜌(𝜔2𝑖, 𝜔2𝑖+1) = 0 olur. O halde 

𝜉𝜌(𝜔2𝑖+1, 𝜔2𝑖+2) > 0 dır. Buradan  

 

           
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔2𝑖, 𝒬𝜔2𝑖), 𝜉𝜌(𝜔2𝑖+1, 𝒦𝜔2𝑖+1)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔2𝑖, 𝜔2𝑖+1) 

 

ifadesi sağlanır ve (2.65) ifadesinden 

 

           ℑ (𝜉𝜌(𝜔2𝑖, 𝒬𝜔2𝑖), 𝜉𝜌(𝜔2𝑖+1, 𝒦𝜔2𝑖+1), 𝜉𝜌(𝜔2𝑖,𝒦𝜔2𝑖+1), 𝜉𝜌(𝜔2𝑖+1, 𝒬𝜔2𝑖)) + 

                 𝐹 (𝜏2𝜉𝜌
2(𝒬𝜔2𝑖, 𝒦𝜔2𝑖+1)) ≤ 

                 𝐹 (α [𝜉𝜌(𝜔2𝑖 , 𝒬𝜔2𝑖)𝜉𝜌(𝜔2𝑖+1, 𝒦𝜔2𝑖+1) +
1

𝜏
𝜉2𝜌(𝜔2𝑖, 𝒦𝜔2𝑖+1)𝜉2𝜌(𝜔2𝑖+1, 𝒬𝜔2𝑖)] 

                 +𝛽 [𝜉𝜌(𝜔2𝑖, 𝒬𝜔2𝑖)𝜉2𝜌(𝜔2𝑖+1, 𝒬𝜔2𝑖) +
1

𝜏
𝜉2𝜌(𝜔2𝑖, 𝒦𝜔2𝑖+1)𝜉𝜌(𝜔2𝑖+1, 𝒦𝜔2𝑖+1)]) 

 

yazılır. Burada 𝜉𝜌(𝜔2𝑖, 𝜔2𝑖+1). 𝜉𝜌(𝜔2𝑖+1, 𝜔2𝑖+2). 𝜉𝜌(𝜔2𝑖, 𝜔2𝑖+2). 𝜉𝜌(𝜔2𝑖+1, 𝜔2𝑖+1) = 0 

olduğundan  

 

           ℑ(𝜉𝜌(𝜔2𝑖, 𝜔2𝑖+1), 𝜉𝜌(𝜔2𝑖+1, 𝜔2𝑖+2), 𝜉𝜌(𝜔2𝑖, 𝜔2𝑖+2), 0) = 𝜅 

 

olan 𝜅 >  0 vardır. Ayrıca 𝜂𝑖 = 𝜉𝜌(𝜔2𝑖, 𝜔2𝑖+1) gösterimi kullanılırsa 

 

           𝜅 + 𝐹(𝜏2𝜂𝑖+1
2 ) ≤ 𝐹 (α[𝜂𝑖𝜂𝑖+1] + 𝛽 [

1

𝜏
𝜉2𝜌(𝜔2𝑖, 𝜔2𝑖+2)𝜂𝑖+1]) 
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yazılır. 𝜉2𝜌(𝜔2𝑖, 𝜔2𝑖+2) ≤ 𝜏(𝜂𝑖 + 𝜂𝑖+1) ve 𝜂𝑖 = 𝜉𝜌(𝜔2𝑖, 𝜔2𝑖+1) = 0 olduğundan  

 

           𝜅 + 𝐹(𝜏2𝜂𝑖+1
2 ) ≤ 𝐹(𝛽𝜂𝑖+1

2 ) 

 

olur. Burada 𝐹 fonksiyonunun kesin artan özelliğinden 𝜏2𝜂𝑖+1
2 < 𝛽𝜂𝑖+1

2  bulunur. Fakat bu 

ifade bir çelişkidir. Böylece 𝜂𝑖+1 = 0 olur. Yani 𝜔2𝑖+1 = 𝜔2𝑖+2 dir. Sonuç olarak, 𝜔2𝑖 =

𝒬𝜔2𝑖 = 𝒦𝜔2𝑖 dir. Bu ise 𝜔2𝑖 noktasınin 𝒬 ve 𝒦 dönüşümlerinin ortak sabit noktası 

olduğunu gösterir. Bu sebeple ispatın geri kalan kısmında 𝜔𝑗 ≠ 𝜔𝑗+1 olsun. (2.65) 

ifadesinden 

 

           𝜅 + 𝐹(𝜏2𝜂𝑖+1
2 ) ≤ 𝐹(α[𝜂𝑗𝜂𝑗+1] + 𝛽[(𝜂𝑗 + 𝜂𝑗+1)𝜂𝑗+1]) 

                                       = 𝐹 ((α + 𝛽)𝜂𝑗𝜂𝑗+1 + 𝛽𝜂𝑗+1
2 ) 

 

olur. Böylece 𝐹 fonksiyonunun özelliğinden 

 

           𝜏2𝜂𝑖+1
2 < (α + 𝛽)𝜂𝑗𝜂𝑗+1 + 𝛽𝜂𝑗+1

2  

 

bulunur ve her 𝑗 ∈ ℕ için 

 

           (𝜏2 − 𝛽)𝜂𝑗+1 < (α + 𝛽)𝜂𝑗 

 

elde edilir. Diğer yandan α + 𝛽 <
1

𝜏
 olduğundan 𝜏2 − 𝛽 > 0 dir. Bu durumda 

 

           𝜉𝜌(𝜔2𝑗+1, 𝜔2𝑗+2) < (
α + 𝛽

𝜏2 − 𝛽
) 𝜉𝜌(𝜔2𝑗, 𝜔2𝑗+1) < 𝜉𝜌(𝜔2𝑗, 𝜔2𝑗+1) 

 

olur. Sonuç olarak her 𝑗 ∈ ℕ için  

 

           𝜅 + 𝐹 (𝜏2𝜉𝜌
2(𝜔2𝑗+1, 𝜔2𝑗+2)) ≤ 𝐹 (𝜉𝜌

2(𝜔2𝑗 , 𝜔2𝑗+1)) 

 

dir. Benzer şekilde her 𝑗 ∈ ℕ için 
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           𝜅 + 𝐹 (𝜏2𝜉𝜌
2(𝜔2𝑗 , 𝜔2𝑗+1)) ≤ 𝐹 (𝜉𝜌

2(𝜔2𝑗−1, 𝜔2𝑗)) 

 

olur. Son iki eşitsizlikten her 𝑗 ∈ ℕ ve 𝜌 > 0 için  

 

           𝐹(𝜏2𝜉𝜌
2(𝜔𝑗, 𝜔𝑗+1)} < 𝐹(𝜉𝜌

2(𝜔𝑗−1, 𝜔𝑗)} − 𝜅 < ⋯ < 𝐹(𝜉𝜌
2(𝜔0, 𝜔1)} − 𝑗 

 

olur. Teorem 2.3.1 de olduğu gibi devam edilirse {𝜔𝑗}𝑗∈ℕ dizisinin 𝒮𝜉
∗ uzayında bir 

𝜉 −Cauchy dizisi olduğu bulunur ve uzayın 𝜉 −tamlığından  

 

 𝜉𝜌(𝜔𝑗, 𝜔
∗) → 0, (𝑗 → ∞)  (2.66) 

 

olan 𝜔∗ ∈ 𝒮𝜉
∗ elemanı vardır. İspatın devamında 𝒬 sürekli olsun. Bu durumda  

 

           𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗) = lim

𝑗→∞
𝜉𝜌(𝜔2𝑗, 𝒬𝜔2𝑗) = lim

𝑗→∞
𝜉𝜌(𝜔2𝑗, 𝜔2𝑗+1) = 0 

 

olur. O halde 𝜔∗ noktası 𝒬 dönüşümünün sabit noktası olur. Şimdi 𝜔∗ ≠ 𝒦𝜔∗ olsun. Bu 

takdirde 𝜉𝜌(𝜔
∗,𝒦𝜔∗) > 0 dir. Buradan 

 

           
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒦𝜔∗)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝜔∗) 

 

eşitsizliği sağlandığından (2.65) ifadesinden 

 

          ℑ (𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒦𝜔∗), 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒦𝜔∗), 𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗)) + 𝐹 (𝜏2𝜉𝜌
2(𝒬𝜔∗, 𝒦𝜔∗)) 

                     ≤ 𝐹 (α [𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗)𝜉𝜌(𝜔

∗,𝒦𝜔∗) +
1

𝜏
𝜉2𝜌(𝜔

∗, 𝒦𝜔∗)𝜉2𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗)]   

+ 𝛽 [𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗)𝜉2𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗) +
1

𝜏
𝜉2𝜌(𝜔

∗, 𝒦𝜔∗)𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒦𝜔∗)]) 

 

yazılır. (ℑ) fonksiyonunun tanımından  

 

           ℑ(0, 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒦𝜔∗), 𝜉𝜌(𝜔

∗,𝒦𝜔∗), 0) = 𝜅 
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bulunur ve böylece 

 

           𝜅 + 𝐹 (𝜏2𝜉𝜌
2(𝜔∗, 𝒦𝜔∗)) ≤ 𝐹 (𝛽 [

1

𝜏
𝜉2l(𝜔

∗, 𝒦𝜔∗)𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒦𝜔∗)]) 

                                                           ≤ 𝐹(𝛽𝜉𝜌
2(𝜔∗, 𝒦𝜔∗)} 

                                                           < 𝐹 (𝜉𝜌(𝜔
∗,𝒦𝜔∗)) 

 

olur. Fakat bu ifade bir çelişkiye sebep olur. Bu durumda 𝜔∗ = 𝒦𝜔∗dir. 

Diğer yandan 𝐹 fonksiyonu sürekli olsun. Bu durumda sonsuz sayıda 𝑗 ∈ ℕ için  

 

           𝜔∗ = lim
𝑗→∞

𝜔2𝑗+1 = lim
𝑗→∞

𝒬𝜔2𝑗 = 𝒬𝜔∗ 

 

bulunur. Bu da 𝜔∗ noktasının 𝒬 dönüşümünün sabit noktası olduğunu gösterir. 

𝒬𝜔2𝑗 = 𝒬𝜔
∗ = 𝜔∗ olduğundan 𝒦𝒬𝜔2𝑗 = 𝒦𝜔2𝑗+1 = 𝒦𝜔∗ yazılır. Bu takdirde  

 

           𝜔∗ = lim
𝑗→∞

𝜔2𝑗+2 = lim
𝑗→∞

𝒦𝜔2𝑗+1 = 𝒦𝜔∗ 

 

olduğu elde edilir. O halde 𝜔∗, 𝒦 dönüşümünün de sabit noktası olmuş olur. 

Şimdi 𝑗 ∈ ℕ için 𝜔2𝑗+2 ≠ 𝒬𝜔∗ olsun. Bu durumda tekrar Teorem 2.3.1 de olduğu gibi  

 

           
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑗 , 𝒦𝒬𝜔2𝑗)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔2𝑗) 

 

dir ve (2.65) ifadesinden  

 

           ℑ (𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝜔2𝑗+1, 𝒦𝜔2𝑗+1), 𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒦𝜔2𝑗+1), 𝜉𝜌(𝜔2𝑗+1, 𝒬𝜔
∗)) 

                       +𝐹 (𝜏2𝜉𝜌
2(𝒬𝜔∗, 𝒦𝜔2𝑗+1)) ≤ 

                     𝐹 (𝛼 [𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗)𝜉𝜌(𝜔2𝑗+1, 𝒦𝜔2𝑗+1) +

1

𝜏
𝜉2𝜌(𝜔

∗, 𝒦𝜔2𝑗+1)𝜉2𝜌(𝜔2𝑗+1, 𝒬𝜔
∗)] 

                       +𝛽 [𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗)𝜉2𝜌(𝜔2𝑗+1, 𝒬𝜔

∗)
1

𝜏
𝜉2𝜌(𝜔

∗, 𝒦𝜔2𝑗+1)𝜉𝜌(𝜔2𝑗+1, 𝒦𝜔2𝑗+1)]) 
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bulunur. Buradan 

 

          𝐹 (𝜏2𝜉𝜌
2(𝒬𝜔∗, 𝜔2𝑗+2)) ≤ 

                          𝐹 (α [𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗)𝜉𝜌(𝜔2𝑗+1, 𝜔2𝑗+2) +

1

𝜏
𝜉2l(𝜔

∗, 𝜔2𝑗+2)𝜉2l(𝜔2𝑗+1, 𝒬𝜔
∗)]

+ 𝛽 [𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗)𝜛2l(𝜉2𝑗+1, 𝒬𝜉

∗) +
1

𝜏
𝜛2l(𝜉

∗, 𝜉2𝑗+2)𝜛𝜌(𝜉2𝑗+1, 𝜉2𝑗+2)]) 

 

yazılır. Eğer 𝑗 → ∞ için yukarıdaki eşitsizlikte limit alınır ve 𝐹 fonksiyonunun sürekliliği 

kullanılırsa  

 

           𝐹 (𝜏2𝜉𝜌
2(𝒬𝜔∗, 𝜔∗))  

≤ 𝐹 (lim
𝑗→∞

𝛽 [𝜉𝜌
2(𝜔∗, 𝒬𝜔∗) (𝜏𝜉𝜌(𝜔2𝑗+1, 𝜔2𝑗+2) + 𝜏𝜉𝜌(𝜔2𝑗+2, 𝒬𝜔

∗))]) 

                           ≤ 𝐹 (𝛽𝜏𝜉𝜌
2(𝒬𝜔∗, 𝜔∗)) 

 

ifadesine ulaşılır. 𝐹 kesin artan bir fonksiyon olduğundan  

 

           𝜏𝜉𝜌
2(𝒬𝜔∗, 𝜔∗) < 𝛽𝜉𝜌

2(𝒬𝜔∗, 𝜔∗) 

 

bulunur. Bu ise 𝒬𝜔∗ = 𝜔∗ demektir. Benzer ifadelerle 𝑗 ∈ ℕ için 𝜔2𝑗+1 ≠ 𝒦𝜔
∗ olacak 

şekilde 𝒦𝜔∗ = 𝜔∗ olduğu elde edilir. 

Sonuç olarak 𝜔∗ noktası 𝒬 ve 𝒦 dönüşümlerinin ortak sabit noktası olur. 

Son olarak sabit noktanın tekliğini göstermek için 𝜔∗ noktasından farklı 𝜔1
∗ ortak sabit 

noktası var olsun. Bu durumda 𝜉𝜌(𝒬𝜔
∗, 𝒦𝜔1

∗) = 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝜔1

∗) > 0 olur ve  

 

           0 =
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝜔1
∗ ,𝒦𝜔1

∗)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝜔1

∗) 

 

dir. Böylece (2.65) eşitsizliğinden  

 

           ℑ (𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝜔1

∗ ,𝒦𝜔1
∗), 𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒦𝜔1
∗), 𝜉𝜌(𝜔1

∗ , 𝒬𝜔∗)) + 𝐹(𝜏2𝜉𝜌
2(𝒬𝜔∗, 𝒦𝜔1

∗)} 
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                     ≤ 𝐹 (𝛼 [𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗)𝜉𝜌(𝜔1

∗ ,𝒦𝜔1
∗) +

1

𝜏
𝜉2𝜌(𝜔

∗, 𝒦𝜔1
∗)𝜉2𝜌(𝜔1

∗, 𝒬𝜔∗)]

+ 𝛽 [𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗)𝜉2𝜌(𝜔1

∗ , 𝒬𝜔∗) +
1

𝜏
𝜉2𝜌(𝜔

∗, 𝒦𝜔1
∗)𝜉𝜌(𝜔1

∗ ,𝒦𝜔1
∗)]) 

 

elde edilir. (ℑ) fonksiyonunun tanımından ℑ (0,0, 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝜔1

∗), 𝜉𝜌(𝜔1
∗, 𝜔∗)) = 𝜅 olur ve 

buradan  

 

           𝜅 + 𝐹 (𝜏2𝜉𝜌
2(𝜔∗, 𝜔1

∗)) ≤ 𝐹 (α [
1

𝜏
𝜉2l

2(𝜔∗, 𝜔1
∗)]) 

                                                       ≤ 𝐹 (𝜉𝜌
2(𝜔∗, 𝜔1

∗)) 

 

bulunur. Fakat bu ifade 𝜔∗ = 𝜔1
∗ olmasını gerektirir. Yani 𝒬 ve 𝒦 dönüşümlerinin ortak 

sabit noktası tektir. Bu ise ispatı bitirir. 

 ∎ 

Teorem 2.3.5 de 𝒬 = 𝒦 olduğu göz önüne alınırsa aşağıdaki sonuca ulaşılır. 

Sonuç 2.3.6. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬:  𝒮𝜉

∗ →  𝒮𝜉
∗ bir 

dönüşüm olsun. Aşağıdaki koşullar sağlansın. 

 

(i)   Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 >  0 için 𝜉𝜌(𝒬𝜔, 𝒬℘) > 0 sağlayan 

 

                  
1

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) ≤ 𝜉𝜌(𝜔,℘), 

 

                  ℑ (𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒬℘), 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬℘), 𝜉𝜌(℘, 𝒬𝜔)) + 𝐹 (𝜏
2𝜉𝜌

2(𝒬𝜔, 𝒬℘)) 

                     ≤ 𝐹 (α [𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔)𝜉𝜌(℘,𝒬℘) +
1

𝜏
𝜉2𝜌(𝜔, 𝒬℘)𝜉2𝜌(℘,𝒬𝜔)]

+ 𝛽 [𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔)𝜉2𝜌(℘,𝒬𝜔) +
1

𝜏
𝜉2𝜌(𝜔, 𝒬℘)𝜉𝜌(℘, 𝒬℘)]) 

 

olan 𝛼, 𝛽 ≥ 0, 𝛼 + 𝛽 <
1

𝜏
, 𝐹 ∈ ℱ ve ℑ ∈ Δℑ vardır, 

(ii)  𝒬 veya 𝐹 dönüşümlerinden herhangi biri süreklidir, 

(iii) (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanır. 
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Bu durumda 𝒬 dönüşümü 𝒮𝜉
∗ uzayında bir tek sabit noktaya sahiptir. 

Teorem 2.3.7. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬,𝒦:  𝒮𝜉

∗ →  𝒮𝜉
∗ 

iki dönüşüm olsun. Aşağıdaki koşullar sağlansın. 

 

(i)  ℧: 𝑃̅ → [0,
1

2𝜏
) fonksiyonu 𝑃̅: = {𝜉𝜌(𝜔, ℘):  𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉

∗} üzerinde üstten yarı 

sürekli bir fonksiyon olsun. Ayrıca her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve 𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦𝒬℘) > 0 

sağlayan her 𝜌 > 0 için 

                 
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(𝒬℘,𝒦𝒬℘)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬℘) 

 

 

      ℑ (𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(𝒬℘,𝒦𝒬℘), 𝜉𝜌(𝜔,𝒦𝒬℘), 𝜉𝜌(𝒬℘, 𝒬𝜔)) 

            +𝐹 (𝜏2𝜉𝜌
2(𝒬𝜔,𝒦𝒬℘)) ≤ 𝐹 (℧ (𝜉𝜌(𝜔, 𝒬℘)) 

            maks {
𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(𝒬℘,𝒦𝒬℘),

1

2𝜏2
𝜉2𝜌(𝜉,𝒦𝒬℘)𝜉2𝜌(𝒬℘, 𝒬𝜉),

1

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔)𝜉2𝜌(𝒬℘,𝒬𝜉),

1

2𝜏
𝜉𝜌(𝒬℘,𝒦𝒬℘)𝜉2𝜌(𝜉,𝒦𝒬℘)

}) 

(2.67) 

 

olan 𝐹 ∈ ℱ ve ℑ ∈ Δℑvardır, 

(ii)  𝒬 veya 𝐹 dönüşümlerinden herhangi biri süreklidir, 

(iii) (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanır. 

 

Bu durumda 𝒬 ve 𝒦 dönüşümleri 𝒮𝜉
∗ uzayında bir tek ortak sabit noktaya sahiptir. 

İspat. 𝜔0 ∈ 𝒮𝜉
∗ olsun. 𝜔1 = 𝒬𝜔0 olan 𝜔1 ∈ 𝒮𝜉

∗ vardır. Benzer şekilde 𝜔2 = 𝒦𝜔1 

olacak şekilde 𝜔2 ∈ 𝒮𝜉
∗ elemanı bulunabilir. Benzer şekilde devam edilirse, 𝒮𝜉

∗ uayında bir 

{𝜔𝑗}𝑗∈ℕ dizisi 

 

𝜔2𝑗+1 = 𝒬𝜔2𝑗 ve 𝜔2𝑗+2 = 𝒦𝜔2𝑗+1 

 

biçiminde tanımlanır. Ayrıca bazı 𝑗 ∈ ℕ ve her 𝜌 >  0 için 𝜉𝜌(𝜔𝑗, 𝜔𝑗+1) = 0 olsun. Eğer 

genelliği bozmadan bazı 𝑟 ∈ ℕ için 𝑗 = 2𝑟 seçilirse 𝜉𝜌(𝜔2𝑟 , 𝜔2𝑟+1) = 0 bulunur. 

𝜉𝜌(𝜔2𝑟+1, 𝜔2𝑟+2) > 0 olsun. Buradan  
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1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔2𝑟, 𝒬𝜔2𝑟), 𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑟 ,𝒦𝒬𝜔2𝑟)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔2𝑟, 𝒬𝜔2𝑟) 

 

eşitsizliği sağlanır ve (2.67) ifadesinden 

 

           ℑ (𝜉𝜌(𝜔2𝑟, 𝒬𝜔2𝑟), 𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑟 ,𝒦𝒬𝜔2𝑟), 𝜉𝜌(𝜔2𝑟 ,𝒦𝒬𝜔2𝑟), 𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑟 , 𝒬𝜔2𝑟)) 

             +𝐹 (𝜏2𝜉𝜌
2(𝒬𝜔2𝑟 , 𝒦𝒬𝜔2𝑟)) ≤ 𝐹 (℧ (𝜉𝜌(𝜔2𝑟 , 𝒬𝜔2𝑟)) 

           maks {
𝜉𝜌(𝜔2𝑟 , 𝒬𝜔2𝑟)𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑟 , 𝒦𝒬𝜔2𝑟),

1

2𝜏2
𝜉2𝜌(𝜔2𝑟, 𝒦𝒬𝜔2𝑟)𝜉2𝜌(𝒬𝜔2𝑟 , 𝒬𝜔2𝑟),

1

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔2𝑟, 𝒬𝜔2𝑟)𝜉2𝜌(𝒬𝜔2𝑟 , 𝒬𝜔2𝑟),

1

2𝜏
𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑟 , 𝒦𝒬𝜔2𝑟)𝜉2𝜌(𝜔2𝑟, 𝒦𝒬𝜔2𝑟)

}) 

 

elde edilir. (ℑ) fonksiyonunun özelliğinden 

 

           𝜉𝜌(𝜔2𝑟 , 𝜔2𝑟+1). 𝜉𝜌(𝜔2𝑟+1, 𝜔2𝑟+2). 𝜉𝜌(𝜔2𝑟, 𝜔2𝑟+2). 𝜉𝜌(𝜔2𝑟+1, 𝜔2𝑟+1) = 0 

 

olduğundan 

 

           ℑ(𝜉𝜌(𝜔2𝑟, 𝜔2𝑟+1), 𝜉𝜌(𝜔2𝑟+1, 𝜔2𝑟+2), 𝜉𝜌(𝜔2𝑟 , 𝜔2𝑟+2), 0) = 𝜅 

 

olan 𝜅 >  0 vardır. Diğer yandan 𝜂𝑟 = 𝜉𝜌(𝜔2𝑟, 𝜔2𝑟+1) ifadesi yukarıdaki eşitsizlikte yerine 

yazılırsa 

 

           𝜅 + 𝐹(𝜏2𝜂𝑟+1
2 ) ≤ 𝐹 (℧(𝜂𝑟)maks {𝜂𝑟𝜂𝑟+1, 0,0,

1

2𝜏
𝜂𝑟+1𝜉2𝜌(𝜔2𝑟 , 𝜔2𝑟+2)}) 

 

ifadesi elde edilir. Buradan 𝜉2𝜌(𝜔2𝑟, 𝜔2𝑟+2) ≤ 𝜏(𝜂𝑟 + 𝜂𝑟+1) ve 𝜂𝑟 = 𝜉𝜌(𝜔2𝑟, 𝜔2𝑟+1) = 0  

olduğundan yukarıdaki eşitsizlik  

 

           𝜅 + 𝐹(𝜏2𝜂𝑟+1
2 ) ≤ 𝐹(℧(0)𝜂𝑟+1

2 ) 

 

olur. Şimdi 𝐹 fonksiyonunun kesin artan olma özelliğinden  
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           𝜏2𝜂𝑟+1
2 < ℧(0)𝜂𝑟+1

2  

 

bulunur. Fakat ℧(0) < 1 olduğundan bu ifade bir çelişkidir. Bu durumda 𝜂𝑟+1 ifadesi 0 a 

eşit olur. Böylece 𝜔2𝑟+1 = 𝜔2𝑟+2 dir ve ayrıca 𝜔2𝑟 = 𝜔2𝑟+1 = 𝜔2𝑟+2 bulunur. Buradan  

𝜔2𝑟 = 𝒬𝜔2𝑟 = 𝒦𝜔2𝑟 olur. Bu ise 𝜔2𝑟 noktasının 𝒬 ve 𝒦 dönüşümlerinin ortak sabit 

noktası olduğunu gösterir. Bu yüzden ispatın devamında 𝜔𝑗 ≠ 𝜔𝑗+1 olsun. 

Sonuç olarak (2.67) ifadesi göz önüne alındığında ve elde edilen sonuçlarla birlikte 

 

 

𝜅 + 𝐹(𝜏2𝜂𝑟+1
2 )

≤ 𝐹 (℧(𝜂𝑗)maks {𝜂𝑗𝜂𝑗+1, 0,0,
1

2𝜏
𝜂𝑗+1𝜉2𝜌(𝜔2𝑗, 𝒦𝒬𝜔2𝑗)}) 

                             ≤ 𝐹 (℧(𝜂𝑗)maks {𝜂𝑗𝜂𝑗+1, 0,0,
1

2
𝜂𝑗+1(𝜂𝑗 + 𝜂𝑗+1)}) 

(2.68) 

 

           𝜅 + 𝐹(𝜏2𝜂𝑟+1
2 ) ≤ 𝐹 (℧(𝜂𝑗)maks {𝜂𝑗𝜂𝑗+1, 0,0,

1

2𝜏
𝜂𝑗+1𝜉2𝜌(𝜔2𝑗, 𝒦𝒬𝜔2𝑗)}) 

                                        ≤ 𝐹 (℧(𝜂𝑗)maks {𝜂𝑗𝜂𝑗+1, 0,0,
1

2
𝜂𝑗+1(𝜂𝑗 + 𝜂𝑗+1)}) 

 

eşitsizliği elde edilir. Buradan  

 

           maks {𝜂𝑗𝜂𝑗+1, 0,0,
1

2
𝜂𝑗+1(𝜂𝑗 + 𝜂𝑗+1)} =

𝜂𝑗𝜂𝑗+1 + 𝜂𝑗+1
2

2
 

 

olduğu açıktır. Bu durumda (2.68) ifadesinden 

 

           𝜅 + 𝐹(𝜏2𝜂𝑟+1
2 ) ≤ 𝐹 (℧(𝜂𝑗)

𝜂𝑗𝜂𝑗+1 + 𝜂𝑗+1
2

2
) < 𝐹 (

𝜂𝑗𝜂𝑗+1 + 𝜂𝑗+1
2

2
) 

 

dir. 𝐹 fonksiyonunun kesin artan özelliği tekrar kullanılırsa 

 

           𝜂𝑟+1
2 ≤ 𝜏2𝜂𝑟+1

2 <
𝜂𝑗𝜂𝑗+1 + 𝜂𝑗+1

2

2
 

 

bulunur ve 𝜂𝑗+1 < 𝜂𝑗 eşitsizliği elde edilir. Yani 𝑗 ∈ ℕ için  
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           𝜅 + 𝐹 (𝜏2𝜉𝜌
2(𝜔2𝑗+1, 𝜔2𝑗+2)) ≤ 𝐹 (𝜉𝜌

2(𝜔2𝑗 , 𝜔2𝑗+1)) 

 

olur. Benzer yolla 𝑗 ∈ ℕ için  

 

           𝜅 + 𝐹 (𝜏2𝜉𝜌
2(𝜔2𝑗 , 𝜔2𝑗+1)) ≤ 𝐹 (𝜉𝜌

2(𝜔2𝑗−1, 𝜔2𝑗)) 

 

olduğu gösterilir. Böylece son iki eşitsizlikten her 𝑗 ∈ ℕ ve 𝜌 > 0 için  

 

           𝐹 (𝜏2𝜉𝜌
2(𝜔𝑗 , 𝜔𝑗+1)) < 𝐹 (𝜉𝜌

2(𝜔𝑗−1, 𝜔𝑗)) − 𝜅 < ⋯ < 𝐹 (𝜉𝜌
2(𝜔0, 𝜔1)) − 𝑗𝜅 

 

sonucuna ulaşılır. 

Teorem 2.3.1 in ispatında olduğu gibi devam edilirse {𝜔𝑗}𝑗∈ℕ dizisinin 𝒮𝜉
∗ uzayında 

𝜉 −Cauchy dizisi olduğu açıktır. İspatın devamında uzayın 𝜉 −tamlığından 

 

           𝜉𝜌(𝜔𝑗 , 𝜔
∗) → 0 

 

olan 𝜔∗ ∈ 𝒮𝜉
∗ noktası mevcuttur. 

𝒬 dönüşümü sürekli ise 𝜔∗ noktasının 𝒬 dönüşümünün sabit noktası olduğu açıktır. 

𝜔∗ ≠ 𝒦𝜔∗ olsun. Bu durumda 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒦𝜔∗) > 0 dir. Bu durumda 

 

           
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝒬𝜔
∗, 𝒦𝒬𝜔∗)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗) 

 

ifadesi sağlandığından (2.67) den 

 

           ℑ (𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝒬𝜔

∗, 𝒦𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒦𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝒬𝜔

∗, 𝒬𝜔∗)) + 

                              𝐹 (𝜏2𝜉𝜌
2(𝒬𝜔∗, 𝒦𝒬𝜔∗)) ≤ 𝐹 (℧ (𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗)) 

                        maks {
𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗)𝜉𝜌(𝒬𝜔
∗, 𝒦𝒬𝜔∗),

1

2𝜏2
𝜉2𝜌(𝜔

∗,𝒦𝒬𝜔∗)𝜉2𝜌(𝒬𝜔
∗, 𝒬𝜔∗),

1

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗)𝜉2𝜌(𝒬𝜔
∗, 𝒬𝜔∗),

1

2𝜏
𝜉𝜌(𝒬𝜔

∗, 𝒦𝒬𝜔∗)𝜉2𝜌(𝜔
∗, 𝒦𝒬𝜔∗)

}) 
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dir. Benzer şekilde (ℑ) fonksiyonunun tanımından ℑ(0, 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒦𝜔∗), 𝜉𝜌(𝜔

∗,𝒦𝜔∗), 0) = 𝜅 

olur. Yukarıdaki eşitsizlikten 

 

           𝜅 + 𝐹 (𝜏2𝜉𝜌
2(𝜔∗, 𝒦𝜔∗)) ≤ 𝐹 (℧(0)maks {0,0,0,

1

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒦𝜔∗)𝜉2𝜌(𝜔
∗, 𝒦𝜔∗)}) 

                                                           ≤ 𝐹 (
1

2
℧(0)𝜉𝜌

2(𝜔∗, 𝒦𝜔∗)) 

                                                           < 𝐹 (𝜉𝜌
2(𝜔∗,𝒦𝜔∗)) 

 

bulunur. Bu ifade bir çelişkidir. Yani 𝜔∗ = 𝒦𝜔∗ dir. 𝒬 dönüşümünün sürekli olduğu 

durumda 𝜔∗ noktası 𝒬 ve 𝒦 dönüşümlerinin ortak sabit noktası olur. 

Diğer yandan 𝐹 fonksiyonu sürekli olsun. Bu durumda sonsuz sayıda 𝑗 ∈ ℕ için  

 

           𝜔∗ = lim
𝑗→∞

𝜔2𝑗+1 = lim
𝑗→∞

𝒬𝜔2𝑗 = 𝒬𝜔∗ 

 

olur. Böylece 𝜔∗ noktası 𝒬 dönüşümünün sabit noktasıdır. Ayrıca 𝒬𝜔2𝑗 = 𝒬𝜔
∗ = 𝜔∗ 

olduğundan 𝒦𝒬𝜔2𝑗 = 𝒦𝜔2𝑗+1 = 𝒦𝜔
∗ dir. Bu takdirde 

 

           𝜔∗ = lim
𝑗→∞

𝜔2𝑗+2 = lim
𝑗→∞

𝒦𝜔2𝑗+1 = 𝒦𝜔∗ 

 

ifadesinden 𝜔∗ noktasının 𝒦 dönüşümünün sabit noktası olduğu sonucuna ulaşılır. Şimdi 

𝑗 ∈ ℕ için 𝜔2𝑗+2 ≠ 𝒬𝜔∗ olsun. Bu durumda 

 

           
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑗 , 𝒦𝒬𝜔2𝑗)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔2𝑗), 

 

olduğundan (2.67) ifadesinden  

 

           ℑ (𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑗 , 𝒦𝒬𝜔2𝑗), 𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒦𝒬𝜔2𝑗), 𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑗 , 𝒬𝜔
∗)) + 

                       𝐹 (𝜏2𝜉𝜌
2(𝒬𝜔∗, 𝒦𝒬𝜔2𝑗)) ≤ 𝐹 (℧(𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔2𝑗)) 
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                 maks {
𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗)𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑗, 𝒦𝒬𝜔2𝑗),
1

2𝜏2
𝜉2𝜌(𝜔

∗, 𝒦𝒬𝜔2𝑗)𝜉2𝜌(𝒬𝜔2𝑗 , 𝒬𝜔
∗),

1

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗)𝜉2𝜌(𝒬𝜔2𝑗, 𝒬𝜔
∗),

1

2𝜏
𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑗, 𝒦𝒬𝜔2𝑗)𝜉2𝜌(𝜔

∗, 𝒦𝒬𝜔2𝑗)

}) 

 

yazılır ve buradan  

 

           𝐹 (𝜏2𝜉𝜌
2(𝒬𝜔∗, 𝜔2𝑗+2)) ≤ 𝐹 (℧(𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝜔2𝑗+1)) 

maks{
𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗)𝜉𝜌(𝜔2𝑗+1, 𝜔2𝑗+2),
1

2𝜏2
𝜉2𝜌(𝜔

∗, 𝜔2𝑗+2)𝜉2𝜌(𝜔2𝑗+1, 𝒬𝜔
∗),

1

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗)𝜉2𝜌(𝜔2𝑗+1, 𝒬𝜔
∗),

1

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔2𝑗+1, 𝜔2𝑗+2)𝜉2𝜌(𝜔

∗, 𝜔2𝑗+2)

}) 

 

olur. ℧ fonksiyonunun üstten yarı sürekli olduğu göz önüne alınırsa  

 

           limsup
𝑗→∞

℧(𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝜔2𝑗+1)) ≤ ℧(0) 

 

bulunur. 𝑗 → ∞ için yukarıdaki eşitsizlikte limit alınırsa  

 

           𝐹 (𝜏2𝜉𝜌
2(𝒬𝜔∗, 𝜔∗)) ≤ 𝐹 (

1

2
℧(0)𝜉𝜌

2(𝜔∗, 𝒬𝜔∗)) 

 

ifadesi elde edilir. Benzer şekilde bu ifadenin de çelişkili bir durum oluşturduğu sonucuna 

ulaşılır. Yani 𝜔∗ = 𝒬𝜔∗ dir. 𝑗 ∈ ℕ için 𝜔2𝑗+1 ≠ 𝒦𝜔∗ alınırsa 𝒦𝜔∗ = 𝜔∗ bulunur. Sonuç 

olarak 𝒬𝜔∗ = 𝒦𝜔∗ = 𝜔∗ dir. Bu ise 𝜔∗ noktasının 𝒬 ve 𝒦 dönüşümlerinin ortak sabit 

noktası olması demektir. 

𝜔∗ noktasının tek olduğu göstermek için 𝜔∗ noktasından farklı 𝜔1
∗ ortak sabit noktası 

var olsun. Bu durumda 𝜉𝜌(𝒬𝜔
∗, 𝒦𝒬𝜔1

∗) = 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝜔1

∗) > 0 dir. Böylece  

 

           0 =
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝒬𝜔1
∗ ,𝒦𝒬𝜔1

∗)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔1

∗) = 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝜔1

∗) 

 

olduğundan (2.67) ifadesinden 
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           ℑ (𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔∗), 𝜉𝜌(𝒬𝜔1

∗ , 𝒦𝒬𝜔1
∗), 𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒦𝒬𝜔1
∗), 𝜉𝜌(𝒬𝜔1

∗ , 𝒬𝜔∗)) + 

                           𝐹 (𝜏2𝜉𝜌
2(𝒬𝜔∗, 𝒦𝒬𝜔1

∗)) ≤ 𝐹 (℧ (𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝒬𝜔1

∗)) 

                      maks {
𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗)𝜉𝜌(𝒬𝜔1
∗ ,𝒦𝒬𝜔1

∗),
1

2𝜏2
𝜉2𝜌(𝜔

∗, 𝒦𝒬𝜔1
∗)𝜉2𝜌(𝒬𝜔1

∗ , 𝒬𝜔∗),

1

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔

∗, 𝒬𝜔∗)𝜉2𝜌(𝒬𝜔1
∗ , 𝒬𝜔∗),

1

2𝜏
𝜉𝜌(𝒬𝜔1

∗ ,𝒦𝒬𝜔1
∗)𝜉2𝜌(𝜔

∗, 𝒦𝒬𝜔1
∗)

}) 

 

yazılır. (ℑ) fonksiyonunun tanımından ℑ(0,0, 𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝜔1

∗), 𝜉𝜌(𝜔1
∗, 𝜔∗)) = 𝜅 olur. Buradan 

 

           𝜅 + 𝐹 (𝜏2𝜉𝜌
2(𝜔∗, 𝜔1

∗)) ≤ 𝐹 (℧ (𝜉𝜌(𝜔
∗, 𝜔1

∗)) 𝜉𝜌
2(𝜔∗, 𝜔1

∗)) 

                                                       < 𝐹(𝜉𝜌
2(𝜔∗, 𝜔1

∗)} 

 

elde edilir. Fakat bu ifade bir çelişkidir. O halde 𝜔∗ = 𝜔1
∗ dir. Yani 𝒬 ve 𝒦 dönüşümlerinin 

ortak sabit noktası tektir. Böylece ispat tamamlanır. 

 ∎ 

Teorem 2.3.7 de 𝒬 dönüşümü 𝒦 dönüşümüne eşit olarak seçilirse aşağıdaki sonuç elde 

edilir. 

Sonuç 2.3.8. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬:  𝒮𝜉

∗ →  𝒮𝜉
∗ bir 

dönüşüm olsun. Aşağıdaki koşullar sağlansın. 

 

(i)   ℧: 𝑃̅ → [0,
1

2𝜏
) fonksiyonu 𝑃̅: = {𝜉𝜌(𝜔, ℘):  𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉

∗} üzerinde üstten yarı 

sürekli bir fonksiyon olsun. Ayrıca her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 >  0 için 

𝜉𝜌(𝒬𝜔, 𝒬
2℘) > 0 sağlayan 

 

                  
1

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) ≤ 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬℘) 

 

                   ℑ (𝜉ℓ(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(𝒬℘, 𝒬
2℘), 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬

2℘), 𝜉𝜌(𝒬℘,𝒬𝜔)) + 𝐹 (𝜏
2𝜉𝜌

2(𝒬𝜔, 𝒬2℘)) 

                             ≤ 𝐹 (𝛾 (𝜉𝜌(𝜔, 𝒬℘)) × 
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                             maks {
𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔)𝜉𝜌(𝒬℘,𝒬

2℘),
1

2𝜏2
𝜉2𝜌(𝜔, 𝒬

2℘)𝜉2𝜌(𝒬℘, 𝒬𝜔),

1

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔)𝜉2𝜌(𝒬℘,𝒬𝜔),

1

2𝜏
𝜉𝜌(𝒬℘,𝒬

2℘)𝜉2𝜌(𝜔, 𝒬
2℘)

}) 

 

olan 𝐹 ∈ ℱ ve ℑ ∈ Δℑvardır, 

(ii)  𝒬 veya 𝐹 dönüşümlerinden herhangi biri süreklidir, 

(iii) (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanır. 

 

Bu durumda 𝒬 dönüşümü 𝒮𝜉
∗ uzayında bir tek sabit noktaya sahiptir. 

Aşağıdaki teorem Teorem 2.3.6 ya benzer şekilde ispatlanabilir. Bu sebeple ispatsız 

olarak verilmiştir. 

Teorem 2.3.9. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬,𝒦:  𝒮𝜉

∗ →  𝒮𝜉
∗ 

iki dönüşüm olsun. Aşağıdaki koşullar sağlansın. 

 

(i)   Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve 𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘) > 0 sağlayan her 𝜌 >  0 için 

 

                  
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔,℘), 

 

                  ℑ (𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘), 𝜉𝜌(𝜔,𝒦℘), 𝜉𝜌(℘, 𝒬𝜔)) + 𝐹 (𝜏
2𝜉𝜌

2(𝒬𝜔,𝒦℘)) 

                                  ≤ 𝐹 (α maks {

𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔)𝜉𝜌(℘,𝒦℘), 𝜉𝜌(𝜔, ℘)𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔),

𝜉𝜌(𝜔, ℘)𝜉𝜌(℘,𝒦℘), 𝑐 (
1

𝜏2
𝜉2𝜌(𝜔,𝒦℘)𝜉2𝜌(℘,𝒬𝜔))

}) 

 

olan 0 <  α <  1, 0 <  𝑐 <  1, α𝑐 <
1

2𝜏
, 𝐹 ∈ ℱ ve ℑ ∈ Δℑ vardır, 

(ii)  𝒬 veya 𝐹 dönüşümlerinden herhangi biri süreklidir, 

(iii) (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanır. 

 

Bu durumda 𝒬 ve 𝒦 dönüşümleri 𝒮𝜉
∗ uzayında bir tek ortak sabit noktaya sahiptir. 

Teorem 2.3.9 da 𝒬 = 𝒦 seçilirse aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.3.10. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬:  𝒮𝜉

∗ →  𝒮𝜉
∗ bir 

dönüşüm olsun. Aşağıdaki koşullar sağlansın. 
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(i)   Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve 𝜉𝜌(𝒬𝜔, 𝒬℘) > 0 sağlayan her 𝜌 >  0 için 

 

                  
1

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) ≤ 𝜉𝜌(𝜔,℘), 

                  ℑ (𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒬℘), 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬℘), 𝜉𝜌(℘, 𝒬𝜔)) + 𝐹 (𝜏
2𝜉𝜌

2(𝒬𝜔, 𝒬℘)) 

                                    ≤ 𝐹 (α maks {

𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔)𝜉𝜌(℘,𝒬℘), 𝜉𝜌(𝜔,℘)𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔),

𝜉𝜌(𝜔, ℘)𝜉𝜌(℘,𝒬℘), 𝑐 (
1

𝜏2
𝜉2𝜌(𝜔, 𝒬℘)𝜉2𝜌(℘,𝒬𝜔))

}) 

 

olan 0 <  α <  1, 0 <  𝑐 <  1, α𝑐 <
1

2𝜏
, 𝐹 ∈ ℱ ve ℑ ∈ Δℑ vardır, 

(ii)  𝒬 veya 𝐹 dönüşümlerinden herhangi biri süreklidir, 

(iii) (𝑀1) ve (𝑀2) sağlanır. 

 

Bu durumda 𝒬 dönüşümü 𝒮𝜉
∗ uzayında bir tek sabit noktaya sahiptir. 

Örnek 2.3.11. 𝒮𝜉
∗ = [0,1] olsun. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉

∗ ve 𝜌 >  0 için  

 

           𝜉𝜌(𝜔,℘) =
|𝜔 − ℘|𝑘

𝜌
, 𝑘 ≥ 1 

 

ifadesi ile modüler 𝑏 −metrik tanımlansın. Bu durumda 𝒮𝜉
∗ kümesi 𝜏 = 2𝑘−1 ile 𝜉 −tam 

modüler 𝑏 −metrik uzaydır. 𝒬,𝒦: 𝒮𝜉
∗  → 𝒮𝜉

∗, ℑ:ℝ+
4 → ℝ, 𝐹: (0,∞) → ℝ ve  

℧: 𝑃̅ → [0,1) fonksiyonları sırasıyla aşağıdaki gibi tanımlansın. 

 

𝒬𝜔 =
𝜔

16
,    𝜔 ∈ [0,1] ve 𝒦𝜔 = {

0, 𝑒ğ𝑒𝑟  𝜔 ∈ [0,1] − {
1

2
}

2, 𝑒ğ𝑒𝑟  𝜔 =
1

2
                 

, 

 

ℑ(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4) = 𝜅, ( 𝜅 > 0), 𝐹(α) = ln α ve ℧(𝜔) = (
4

15
)
𝑘

, (𝑘 ≥ 1).  

 

Ayrıca her 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ için 𝜔 ≥ ℘ ≥ 0 olsun. Böylece aşağıdaki durumlar vardır. 

Durum (i): 𝜔 = ℘ =
1

2
 olsun. Bu durumda 𝒬𝜔 = 𝒬℘ =

1

32
 ve 𝒦𝒬℘ =  0 olur. O 

halde Teorem 2.3.1 in ön koşulunda 
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1

2.2𝑘−1
min {𝜉𝜌 (

1

2
,
1

32
) , 𝜉𝜌 (

1

32
, 0)} ≤ 𝜉𝜌 (

1

2
,
1

32
) 

 

yazılır. Buradan basit hesaplamalar ile 

 

           
1

2𝑘
min {

15𝑘

25𝑘𝜌
,
1

25𝑘𝜌
} =

1

26𝑘𝜌
≤
15𝑘

25𝑘𝜌
 

 

eşitsizliği sağlanır. O halde  

 

           𝜅 +  𝐹 (22𝑘−2𝜉𝜌 (
1

32
, 0))  ≤  𝐹 (℧(𝜉𝜌 (

1

2
,
1

32
)) × 

                          maks {𝜉𝜌 (
1

2
,
1

32
) , 𝜉𝜌 (

1

2
,
1

32
) , 𝜉𝜌 (

1

32
, 0) ,

𝜉2𝜌 (
1
2 , 0) + 𝜉2𝜌 (

1
32 ,

1
32)

2.2𝑘−1
}) 

 

ifadesi yazılır. Benzer hesaplamalar ile 

 

           𝜅 + 𝐹 (
1

23𝑘+2𝜌
) ≤ 𝐹 (

4𝑘

15𝑘
.
15𝑘

25𝑘𝜌
) 

 

olur. Buradan 𝜅 − ln 23𝑘+2 𝜌 ≤ ln 4𝑘 − ln 25𝑘𝜌 elde edilir ve 𝜅 = ln 4 ile Teorem 2.3.1 in 

tüm koşulları sağlanmış olur. 

Durum (ii): 𝜔 ≠
1

2
, ℘ =

1

2
 olsun. O halde 𝒬𝜔 =

𝜔

16
, 𝒬℘ =

1

32
 ve 𝒦𝒬℘ =  0 olur. 

Böylece 

 

           
1

2.2𝑘−1
min {𝜉𝜌 (𝜔,

𝜔

16
) , 𝜉𝜌 (

1

32
, 0)} ≤ 𝜉𝜌 (𝜔,

1

32
) 

 

dir ve 

 

           
1

2𝑘
min {

15𝑘

24𝑘ℓ
,
1

25𝑘ℓ
} =

1

26𝑘𝜌
≤
(32𝜔 − 1)𝑘

25𝑘ℓ
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bulunur. Dolayısıyla 

 

           𝜅 +  𝐹 (22𝑘−2𝜉𝜌 (
𝜔

16
, 0))  ≤ 𝐹 (℧(𝜉𝜌 (𝜔,

1

32
)) 

                          maks {𝜉𝜌 (𝜔,
1

32
) , 𝜉𝜌 (𝜔,

𝜔

16
) , 𝜉𝜌 (

1

32
, 0) ,

𝜉2𝜌(𝜔, 0) + 𝜉2𝜌 (
1
32 ,

𝜔
16)

2.2𝑘−1
}) 

 

olur. Buradan 

 

           𝜅 + 𝐹 (
𝜔

22𝑘+2𝜌
) ≤ 𝐹 (

4𝑘

15𝑘
.
(32𝜔 − 1)𝑝

25𝑘𝜌
) 

 

dir ve 𝐹(α) = lnα olduğu uygulanırsa 

 

           𝜅 ≤ ln
4𝑘

15𝑘
+ ln

(32𝜔 − 1)𝑘

𝜔𝑘
+ ln

22𝑘+2𝜌

25𝑘𝜌
≤ ln (

16

15
)
𝑘

4 

 

elde edilir. Sonuç olarak 𝜅 = ln 4 için bu durumda da tüm koşullar sağlanır. 

Durum (iii): 𝜔 ≠
1

2
, ℘ ≠

1

2
 ise 𝒬𝜔 =

𝜔

16
, 𝒬℘ =

y

16
 ve 𝒦𝒬℘ =  0 olur. Bu takdirde 

 

           
1

2.2𝑘−1
min {𝜉𝜌 (𝜔,

𝜔

16
) , 𝜉𝜌 (

℘

16
, 0)} ≤ 𝜉𝜌 (𝜔,

℘

16
) 

 

dir ve böylece 

 

           
1

2𝑘
min {

15𝑘

24𝑘𝜌
,
℘𝑘

24𝑘𝜌
} =

℘𝑘

25𝑘𝜌
≤
(16𝜔 −℘)𝑘

24𝑘𝜌
 

 

eşitsizliği sağlanır. Bu durumda 𝜔 >
1

2
 ve ℘ <

1

2
 olduğundan benzer şekilde 

 

           𝜅 +  𝐹 (22𝑘−2𝜉𝜌 (
𝜔

16
, 0))  ≤ 𝐹 (℧(𝜉𝜌 (𝜔,

℘

16
)) 
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                          maks {𝜉𝜌 (𝜔,
℘

16
) , 𝜉𝜌 (𝜔,

𝜔

16
) , 𝜉𝜌 (

℘

16
, 0) ,

𝜉2𝜌(𝜔, 0) + 𝜉2𝜌 (
℘
16 ,

𝜔
16)

2.2𝑘−1
}) 

 

bulunur. Basit hesaplamalar ile  

 

           𝜅 + 𝐹 (
𝜔

22𝑘+2𝜌
) ≤ 𝐹 (

4𝑘

15𝑘
.
(16𝜔 − 1)𝑘

24𝑘𝜌
). 

 

olur. Bu ise 

 

           𝜅 ≤ ln
4𝑘

15𝑘
+ ln

(16𝜔 − ℘)𝑘

𝜔𝑘
+ ln

22𝑘+2𝜌

24𝑘𝜌
≤ ln (

16

15
)
𝑘

4 

 

dir ve bu durum için de 𝜅 = ln 4 için tüm koşullar sağlanmış olur. 

Durum (iv): Son durumda 𝜔 =
1

2
, ℘ ≠

1

2
 olsun. O halde 𝒬𝜔 =

1

32
, 𝒬℘ =

℘

16
 ve 

𝒦𝒬℘ =  0 bulunur. Böylece 

 

           
1

2.2𝑘−1
min {𝜉𝜌 (

1

2
,
1

32
) , 𝜉𝜌 (

℘

16
, 0)} ≤ 𝜉𝜌 (

1

2
,
℘

16
) 

 

dir. Buradan 

 

           
1

2𝑘
min {

15𝑘

25𝑘𝜌
,
℘𝑘

24𝑘𝜌
} =

℘𝑘

25𝑘𝜌
≤
(16 − 2℘)𝑘

25𝑘𝜌
 

 

eşitsizliği sağlanır. Bu takdirde 

 

           𝜅 +  𝐹 (22𝑘−2𝜉𝜌 (
1

32
, 0))  ≤ 𝐹 (℧(𝜉𝜌 (

1

2
,
℘

16
)) 

                          maks {𝜉𝜌 (
1

2
,
℘

16
) , 𝜉𝜌 (

1

2
,
1

32
) , 𝜉𝜌 (

℘

16
, 0) ,

𝜉2𝜌(𝜔, 0) + 𝜉2𝜌 (
℘
16 ,

𝜔
16)

2.2𝑘−1
}) 
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olur. Devamında 

 

           𝜅 + 𝐹 (
1

23𝑘+2𝜌
) ≤ 𝐹 (

4𝑘

15𝑘
.
(8 − ℘)𝑘

24𝑘𝜌
) 

 

bulunur ve bu da 

 

           𝜅 ≤ ln
4𝑘

15𝑘
+ ln(8 − ℘)𝑘 + ln

23𝑘+2𝜌

24𝑘𝜌
≤ ln (

16

15
)
𝑘

4 

 

eşitsizliğinin 𝜅 = ln 4 ile sağlandığını gösterir. 

Sonuç olarak Teorem 2.3.1 in tüm şartları tüm durumlar için sağlanmış olduğundan 𝒬 

ve 𝒦 dönüşümleri ortak bir tek sabit noktaya sahiptir. Bu noktanın 𝜔 = 0 olduğu açıktır. 

Örnek 2.3.12. Eğer Örnek 5.2.7 de 𝑘 = 1 alınırsa 𝜉𝜌(𝜔,℘) =
|𝜔−℘|

𝜌
 olur. Böylece 

(𝒮, 𝜉) modüler metrik uzayı elde edilir. Ayrıca bir önceki örnekte 𝐹(α) = ln α, ℧(𝜔) =
4

5
 

ve 𝜅 = ln 2 seçilirse modüler metrik uzay için de yukarıdaki örnek sağlanmış olur. 

 

2.4.  Genelleştirilmiş Suzuki Berinde 𝒁̂𝚿∗
𝚯 −Daralma Dönüşümleri İçin Sabit 

Nokta Teoremleri 

 

İlk olarak bu kısımda kullanılacak olan bazı yardımcı fonksiyon sınıfları 

tanımlanacaktır. 

Ψ∗ sınıfı, φ(𝜄) = 1 ⇔ 𝜄 = 1 olan [1, +∞) üzerindeki tüm sürekli ve kesin artan φ 

dönüşümlerinin sınıfını temsil etsin. 

Şimdi simülasyon fonksiyonların ailesini genişletecek olan yeni fonksiyon sınıfı 

aşağıdaki gibi tanımlanır. 

Tanım 2.4.1. 𝑍̂ kümesi 𝜂: [1,∞) × [1,∞) → ℝ olan tüm dönüşümlerin bir ailesi olsun 

ve φ ∈ Ψ∗ var olsun. Bu durumda λ ≥ 1 katsayısı için aşağıdaki koşullar sağlansın. 

 

(𝜂1) 𝜂(1,1) = 1 dır. 

(𝜂2) 𝜂(𝜄, ν) <
φ(ν)

φ(𝜄)
, ∀𝜄, ν > 1 dır. 
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(𝜂2
′) 𝜂(𝜄, ν) <

φ(ν)

φ(𝜏λ𝜄)
, ∀𝜄, ν > 1 dır. 

(𝜂3) ∀ 𝑛 = 1,2,3, … olmak üzere 𝜄𝑛 ≤ ν𝑛 olacak şekilde herhangi {𝜄𝑛}, {ν𝑛} ⊂ (1,∞) 

dizisi için 

 

                    lim
𝑛→∞

𝜄𝑛 = lim
𝑛→∞

ν𝑛 > 1 ⇒  limsup 
𝑛→∞

𝜂(𝜄𝑛, ν𝑛) < 1 

 

olsun. 

 

𝜂 fonksiyonu (𝜂2) − (𝜂3) koşullarını sağlarsa genelleştirilmiş Ψ∗ −simülasyon fonksiyonu 

ve (𝜂2
′ ) − (𝜂3) koşullarını sağlarsa genelleştirilmiş Ψ∗ − 𝜏 simülasyon fonksiyonu olarak 

adlandırılır. 

Ayrıca 𝑡 ≥ 1 için φ(𝜄) = 𝜄 alınır ve (𝜂1) − (𝜂2) − (𝜂3) koşulları sağlanırsa 𝜂 ∈ 𝒵 

fonksiyonu S. H. Cho [46] tarafından tanımlanan genelleştirilmiş simülasyon fonksiyon 

sınıfına indirgenir. 

Genelleştirilmiş Ψ∗ −simülasyon ve Ψ∗ − 𝜏 simülasyon sınıflarına ait bazı örnekler 

aşağıdaki gibi verilir. 

Örnek 2.4.2. 𝜂𝑎 , 𝜂𝑏 , 𝜂𝑐, 𝜂𝑑: [1,∞) × [1,∞) → ℝ fonksiyonları aşağıdaki gibi 

tanımlansın. 

 

(𝑒1) Her 𝜄, ν ≥ 1 ve α ∈ (0,1) için 𝜂𝑎(𝜄, ν) =
αφ(ν)

φ(𝜏ι)
 dır. 

(𝑒2) ϕ
−1({1}) = 1 olan ϕ: [1,∞) → [1,∞) azalmayan ve alttan yarı sürekli bir 

fonksiyon olsun. Bu durumda her 𝜄, ν ≥ 1 ve λ ≥ 1 sabiti için  

𝜂𝑏(𝜄, ν) =
φ(ν)

φ(𝜏λ𝜄)ϕ(ν)
 dir. 

(𝑒3) Her ν > 0 için 𝜙(ν) < φ(ν) olan 𝜙: [1,∞) → [1,∞) sürekli bir fonksiyon olsun. 

Bu durumda her 𝜄, ν ≥ 1 ve λ ≥ 1 sabiti için 𝜂𝑐(𝜄, ν) =
𝜙(ν)

φ(𝜏λ𝜄)
 dır. 

(𝑒4) 𝑘 ≥ 1 ve 𝑝 ∈ (0,1) olmak üzere her 𝜄, ν ≥ 1 için 
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                     𝜂𝑑(𝜄, 𝜈) =

{
 
 

 
 

1                       eğer 𝜂(𝜄, 𝜈) = 1

φ(ν)

𝑘φ(𝜄)
                eğer 𝜈 < 𝜄            

     
[𝜑(𝜈)]𝑝

𝜑(𝜄)
            diğer durumda       

 

 

dir. 

 

Bu durumda 𝜂𝑎 , 𝜂𝑏 , 𝜂𝑐 , 𝜂𝑑 fonksiyonları genelleştirilmiş Ψ∗ − 𝜏 simülasyon fonksiyondur. 

Ayrıca 𝜏 = 1 alınırsa yukarıdaki örnekteki fonksiyonlar genelleştirilmiş Ψ∗ −simülasyon 

fonksiyonu olur. 

Tanım 2.4.3. 𝒮𝜉
∗ kümesi 𝜏 ≥ 1 sabiti ile modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬,𝒦: 𝒮𝜉

∗ → 𝒮𝜉
∗ iki 

dönüşüm olsun. Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 > 0 için  

 

           
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔, ℘) ⇒ 

 

           𝐺(𝜔,℘) = (𝜉𝜌(𝜔,℘), 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘),
𝜉2𝜌(𝜔,𝒦℘) + 𝜉2𝜌(℘,𝒬𝜔)

2𝜏
) 

 

ve 

 

           𝑁(𝜔,℘) = min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘), 𝜉𝜌(𝜔,𝒦℘), 𝜉𝜌(℘,𝒬𝜔)} 

 

iken 

 

 𝜂 (γ (𝜏4𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘)) , [γ(𝐺(𝜔,℘) + 𝑝𝑁(𝜔,℘))]
𝑘
) ≥ 1, (2.69) 

 

olan 𝜂 ∈ 𝑍̂, 𝑘 ∈ (0,1), 𝑝 ≥ 0 sabiti, γ ∈ Θ ve 𝐺 ∈ Δ𝐺 varsa 𝒬  ve 𝒦 dönüşümlerine 

genelleştirilmiş Suzuki Berinde 𝑍̂Ψ∗
Θ −daralma adı verilir. 

Teorem 2.4.4. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬,𝒦: 𝒮𝜉

∗ → 𝒮𝜉
∗ 

genelleştirilmiş Suzuki Berinde 𝑍̂Ψ∗
Θ −daralma olsun. (𝑀1) şartı da sağlanırsa 𝑢 ∈

𝐶𝐹𝑖𝑥(𝒬,𝒦) olan 𝑢 ∈ 𝒮𝜉
∗ vardır. Ayrıca (𝑀2) şartı da eklenirse 𝐶𝐹𝑖𝑥(𝒬,𝒦) = {𝑢} olur. 
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İspat. 𝜔0 ∈ 𝒮𝜉
∗ keyfi bir nokta ve {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizisi her 𝑛 ∈ ℕ için  

 

𝜔2𝑛+1 = 𝒬𝜔2𝑛 ve 𝜔2𝑛+2 = 𝒦𝜔2𝑛+1 

 

olarak tanımlansın. Bazı 𝑛0 ∈ ℕ için 𝜔𝑛0 = 𝜔𝑛0+1 ise 𝑛0 noktasına 𝒬 ve 𝒦 dönüşümlerinin 

ortak sabit noktasıdır. Her 𝑘 ∈ ℕ için 𝜔𝑘 ≠ 𝜔𝑘+1 olsun. Bu durumda her 𝜌 > 0 için 

𝜉𝜌(𝜔𝑘, 𝜔𝑘+1) > 0 dir. 

İspat dört adımda incelenecektir. 

Adım (1): Her 𝜌 > 0 için lim
𝑘→∞

𝜉𝜌(𝜔𝑘, 𝜔𝑘+1) = 0 olduğu gösterilsin. 

İlk olarak her 𝑛 ∈ ℕ için  

 

 𝜉𝜌(𝜔𝑘+1, 𝜔𝑘+2) < 𝜉𝜌(𝜔𝑘, 𝜔𝑘+1) (2.70) 

 

olduğu göstermelidir. Bunun için bazı 𝑛 ∈ ℕ için 𝑘 =  2𝑛 olsun. O halde 

 

           
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝒬𝜔2𝑛), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝒦𝜔2𝑛+1)} 

                                     =
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝜔2𝑛+2)} 

                                     ≤ 𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1)                                          

 

dir ve böylece (2.69) ve (𝜂2
′) den  

 

           1 ≤ 𝜂 (γ (𝜏4𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑛, 𝒦𝜔2𝑛+1)) , (γ[𝐺(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1) + 𝑝𝑁(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1)])
𝑘) 

               <
φ((γ[𝐺(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1) + 𝑝𝑁(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1)])

𝑘)

φ (𝜏λγ (𝜏4𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝜔2𝑛+2)))
                                               

 

elde edilir. Buradan 

 

           φ (𝜏λγ (𝜏4𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝜔2𝑛+2))) < φ((γ[𝐺(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1) + 𝑝𝑁(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1)])
𝑘) 
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eşitsizliği kolayca yazılır. Ayrıca γ ∈ Θ ve 𝑘 ∈ (0,1) olduğundan φ fonksiyonunun özelliği 

de kullanılırsa 

 

 𝜏4+λ𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝜔2𝑛+2) < 𝐺(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1) + 𝑝𝑁(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1) (2.71) 

 

bulunur. Burada 

 

           𝐺(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1) = (

𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝒬𝜔2𝑛), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝒦𝜔2𝑛+1),

𝜉2𝜌(𝜔2𝑛, 𝒦𝜔2𝑛+1) + 𝜉2𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝒬𝜔2𝑛)

2𝜏

) 

                                        = (

𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝜔2𝑛+2),

𝜉2λ(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+2)

2𝜏

) 

 

dir. Ayrıca (𝜉3) den 𝜉2𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+2) ≤ 𝜏[𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1) + 𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝜔2𝑛+2)] olur. 

Böylece  

 

           𝐺(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1)  = (

𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝜔2𝑛+2),

𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1) + 𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝜔2𝑛+2)

2

) 

 

bulunur. Şimdi 𝐺 ∈ Δ𝐺 olduğundan 𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1) ≤ 𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝜔2𝑛+2) ise 

 

           𝐺(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1) 

                   = (𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝜔2𝑛+2), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝜔2𝑛+2), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝜔2𝑛+2), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝜔2𝑛+2)) 

                   ≤ 𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝜔2𝑛+2)  

 

olur. Diğer yandan  

 

           𝑁(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1) 

               = min{𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝒬𝜔2𝑛), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1,𝒦𝜔2𝑛+1), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝒦𝜔2𝑛+1), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝒬𝜔2𝑛)} 

               = min{𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝜔2𝑛+2), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+2), 0} = 0                    
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dir. Sonuç olarak son iki eşitsizlikten ve (2.71) den 

 

           𝜏4+λ𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝜔2𝑛+2) < 𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝜔2𝑛+2) 

 

olur. Fakat 𝜏, λ  ≥  1 olduğundan bu ifade bir çelişkidir. Dolayısıyla kabül yanlış olur. Yani 

(2.70) ifadesi 𝑘 nın çift olduğu durumda sağlar. Benzer şekilde (2.70) ifadesi 𝑘 nın tek 

olduğu durum içinde gösterilebilir. Böylece {𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1)}𝑛≥1
 dizisi azalmayan ve sıfır ile 

sınırlı bir dizidir. O halde 𝜌 > 0 için lim
𝑛→∞

𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1) = 𝜄 olan 𝜄 ≥ 0 reel sayısı vardır. 

𝜄 = 0 olduğunu göstermek için 𝜄 > 0 olsun. Bu durumda aşağıdaki iki durum söz 

konusudur. 

Durum (1): 𝜏 > 1 olsun. (2.70) ifadesi sağlandığı için 𝐺 ∈ Δ𝐺 olduğundan 

 

           𝐺(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1) 

                     = (𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1)) 

                     ≤ 𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1) 

 

elde edilir. (2.71) ifadesi göz önüne alınırsa 

 

           𝜏4+λ𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝜔2𝑛+2) < 𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1) 

 

olur. Eğer 𝑛 → ∞ için limit alınırsa 𝜏4+λ𝜄 < 𝜄 bulunur. Fakat bu ifade bir çelişkidir. 

Durum (2): 𝜏 = 1 olsun. Bu durumda (2.69) ifadesinden 

 

           1 ≤ 𝜂 (γ (𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑛, 𝒦𝜔2𝑛+1)) , (γ[𝐺(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1) + 𝑝𝑁(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1)])
𝑘) 

 

olur. Benzer şekilde 

 

 1 ≤ 𝜂 (γ (𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝜔2𝑛+2)) , (γ[𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1)])
𝑘
) (2.72) 

 

bulunur ve böylece hem (𝜂2
′) özelliğinden hem de φ fonksiyonunun kesin artanlığından 
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 γ (𝜉𝜌(𝜔𝑛+1, 𝜔𝑛+2)) < [γ (𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1))]
𝑘

 (2.73) 

 

bulunur. 

Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝜄𝑛 = γ(𝜉𝜌(𝜔𝑛+1, 𝜔𝑛+2)) ve ν𝑛 = [γ (𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1))]
𝑘

 olsun. Bu 

durumda lim
𝑛→∞

𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1) = 𝜄 > 0 olduğundan (γ2) den lim
𝑛→∞

γ (𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1)) ≠ 1 olur. 

O halde lim
𝑛→∞

γ (𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1)) > 1 dir. Buna göre (2.73) den  

 

           𝜄𝑛 = γ(𝜉𝜌(𝜔𝑛+1, 𝜔𝑛+2)) < [γ (𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1))]
𝑘

= ν𝑛 < [γ (𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1))] 

 

bulunur. Buradan 𝑛 → ∞ için limit alınırsa γ(𝑟) ≤ lim
𝑛→∞

ν𝑛 ≤ γ(𝑟) elde edilir. Bu ise 

lim
𝑛→∞

𝜄𝑛 = lim
𝑛→∞

ν𝑛 = γ(𝑟) > 1 demektir. Böylece (𝜂3) şartından limsup 
𝑛→∞

𝜂(𝜄𝑛, ν𝑛) < 1 olur. 

Fakat (2.72) den dolayı bu ifade bir çelişkidir. 

Sonuç olarak her iki durumda da çelişkili bir sonuca ulaşılır. O halde 𝜄 = 0 dır. Yani 

her 𝜌 > 0 için 

 

 lim
𝑛→∞

𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1) = 0 (2.74) 

 

dir. 

Adım (2): {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ  dizisinin 𝜉 −Cauchy dizisi olduğu göstermek için {𝜔2𝑛}𝑛∈ℕ  

dizisinin 𝜉 −Cauchy dizisi olduğunu göstermek yeterlidir. Aksine {𝜔2𝑛}𝑛∈ℕ  dizisi 

𝜉 −Cauchy dizisi olmasın. Bu durumda verilen 𝜀 >  0 için 𝑛𝑞 > 𝑚𝑞 > 𝑞 özelliğindeki 

pozitif tamsayıların {𝜔2𝑚𝑞
} ve {𝜔2𝑛𝑞} alt dizileri 

 

 𝜉𝜌 (𝜔2𝑚𝑞
, 𝜔2𝑛𝑞) ≥ 𝜀 ve 𝜉𝜌 (𝜔2𝑚𝑞

, 𝜔2𝑛𝑞−2) < 𝜀 (2.75) 

 

ifadelerini her 𝜌 > 0 için sağlasın. (2.75) ve modüler eşitsizliğinden  

 

           𝜀 ≤ 𝜉2𝜌 (𝜔2𝑚𝑞
, 𝜔2𝑛𝑞) ≤ 𝜏𝜉𝜌 (𝜔2𝑚𝑞

, 𝜔2𝑛𝑞+1) + 𝜏𝜉2𝜌 (𝜔2𝑛𝑞+1, 𝜔2𝑛𝑞) 
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yazılır. Burada 𝑞 → ∞ için limit alınır ve (2.74) ifadesi göz önüne alınırsa 

 

 lim
𝑞→∞

𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞+1, 𝜔2𝑚𝑞
) ≥

𝜀

𝜏
 (2.76) 

 

bulunur. Benzer şekilde 

 

           𝜉𝜌 (𝜔2𝑚𝑞−1, 𝜔2𝑛𝑞) ≤ 𝜏𝜉𝜌
2
(𝜔2𝑚𝑞−1, 𝜔2𝑚𝑞

) + 𝜏2𝜉𝜌
4
(𝜔2𝑚𝑞

, 𝜔2𝑛𝑞−2) 

                                               +𝜏3𝜉𝜌
8
(𝜔2𝑛𝑞−2, 𝜔2𝑛𝑞−1) + 𝜏

3𝜉𝜌
8
(𝜔2𝑛𝑞−1, 𝜔2𝑛𝑞) 

 

olur ve 𝑞 → ∞ için  

 

 lim
𝑞→∞

𝜉𝜌 (𝜔2𝑚𝑞−1, 𝜔2𝑛𝑞) ≤ 𝜏2𝜀 (2.77) 

 

dir. Dahası  

 

           𝜉𝜌 (𝜔2𝑚𝑞
, 𝜔2𝑛𝑞) ≤ 𝜏𝜉𝜌

2
(𝜔2𝑚𝑞

, 𝜔2𝑛𝑞−2)                                    

                                           +𝜏2𝜉𝜌
4
(𝜔2𝑛𝑞−2, 𝜔2𝑛𝑞−1) + 𝜏

2𝜉𝜌
4
(𝜔2𝑛𝑞−1, 𝜔2𝑛𝑞) 

 

ifadesinde 𝑞 → ∞ için limit alınırsa 

 

 lim
𝑞→∞

𝜉𝜌 (𝜔2𝑚𝑞−1, 𝜔2𝑛𝑞+1) ≤ 𝜏2𝜀 (2.78) 

 

elde edilir. Ayrıca benzer yolla 

 

 lim
𝑞→∞

𝜉𝜌 (𝜔2𝑚𝑞+1, 𝜔2𝑛𝑞+1) ≤ 𝜏2𝜀 (2.79) 

 

olduğu kolayca gösterilir. 𝑛𝑞 > 𝑚𝑞 > 𝑞 olduğundan yeterince büyük 𝑞 ∈ ℕ için  
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1

2𝜏
min {𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝒬𝜔2𝑛𝑞) , 𝜉𝜌 (𝜔2𝑚𝑞−1, 𝒦𝜔2𝑚𝑞−1)} 

                                               ≤ 𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑚𝑞−1) 

(2.80) 

 

olduğu gösterilsin. Aslında 𝑛𝑞 > 𝑚𝑞 ve {𝜉𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1)}𝑛≥1
 dizisi azalmayan olduğundan 

 

           𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝒬𝜔2𝑛𝑞) = 𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑛𝑞+1) ≤ 𝜉𝜌 (𝜔2𝑚𝑞+1, 𝜔2𝑚𝑞
) 

                                             ≤ 𝜉𝜌 (𝜔2𝑚𝑞
, 𝜔2𝑚𝑞−1) = 𝜉𝜌 (𝜔2𝑚𝑞−1,𝒦𝜔2𝑚𝑞−1) 

 

bulunur. Dolayısıyla 

 

           
1

2𝜏
min {𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝒬𝜔2𝑛𝑞) , 𝜉𝜌 (𝜔2𝑚𝑞−1, 𝒦𝜔2𝑚𝑞−1)} =

1

2𝜏
𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝒬𝜔2𝑛𝑞) 

                                                                                                             =
1

2𝜏
𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑛𝑞+1) 

 

olur. Şimdi yeterince büyük 𝑞 ∈ ℕ için 𝑛𝑞 > 𝑚𝑞 > 𝑞 ise  

 

           𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑛𝑞+1) ≤ 𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑚𝑞−1) 

 

olduğu gösterilsin. (2.74) ifadesine göre herhangi 𝑞 > 𝑞1 için  

 

           𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑛𝑞+1) <
𝜀

2𝜏
 

 

olan 𝑞1 ∈ ℕ vardır. Benzer şekilde herhangi 𝑞 > 𝑞2 için  

 

           𝜉𝜌 (𝜔2𝑚𝑞−1, 𝜔2𝑚𝑞
) <

𝜀

2𝜏
 

 

olan 𝑞2 ∈ ℕ vardır. Dolayısıyla herhangi 𝑞 > maks{𝑞1, 𝑞2} ve 𝑛𝑞 > 𝑚𝑞 > 𝑞 için  

 

           𝜀 ≤ 𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑚𝑞
) ≤ 𝜏𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑚𝑞−1) + 𝜏𝜉𝜌 (𝜔2𝑚𝑞−1, 𝜔2𝑚𝑞

) 
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                                                   ≤ 𝜏𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑚𝑞−1) + 𝜏
𝜀

2𝜏
 

 

bulunur. Böylece 

 

           
𝜀

2𝜏
≤ 𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑚𝑞−1) 

 

olur. Sonuç olarak herhangi 𝑞 > maks{𝑞1, 𝑞2} ve 𝑛𝑞 > 𝑚𝑞 > 𝑞 için 

 

           𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑛𝑞+1) ≤
𝜀

2𝜏
≤ 𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑚𝑞−1) 

 

ifadesi sağlanır. Yani (2.80) ifadesi sağlandığı ispatlanır. İspatın devamında (2.69) 

ifadesinden 

 

           𝜂 (γ (𝜏4𝜉𝜌 (𝒬𝜔2𝑛𝑞 , 𝒦𝜔2𝑚𝑞−1)) , (γ [𝐺 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑚𝑞−1) + 𝑝𝑁 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑚𝑞−1)])
𝑘
) 

                   ≥ 1 

 

olur. (𝜂2
′) özelliği kullanılır ve 𝑘 ∈ (0,1) ile φ ve γ fonksiyonlarının özellikleri de göz 

önünde bulundurulursa  

 

 𝜏4+λ𝜉𝜌 (𝒬𝜔2𝑛𝑞 , 𝒦𝜔2𝑚𝑞−1) < 𝐺 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑚𝑞−1) + 𝑝𝑁 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑚𝑞−1) (2.81) 

 

elde edilir. Burada 

 

           𝐺 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑚𝑞−1) 

                           = (

𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑚𝑞−1) , 𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝒬𝜔2𝑛𝑞) , 𝜉𝜌 (𝜔2𝑚𝑞−1, 𝒦𝜔2𝑚𝑞−1)

𝜉2𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝒦𝜔2𝑚𝑞−1) + 𝜉2𝜌 (𝜔2𝑚𝑞−1, 𝒬𝜔2𝑛𝑞)

2𝜏

) 

                           = (

𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑚𝑞−1) , 𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑛𝑞+1) , 𝜉𝜌 (𝜔2𝑚𝑞−1, 𝜔2𝑚𝑞
)

𝜉2𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑚𝑞
) + 𝜉2𝜌 (𝜔2𝑚𝑞−1, 𝜔2𝑛𝑞+1)

2𝜏

) 
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dir ve 𝑞 → ∞ için limit alınır ve (2.74), (2.77), (2.78), (2.79) ifadeleri kullanılırsa 

 

 limsup
𝑞→∞

𝐺 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑚𝑞−1) ≤ (𝜏
2𝜀, 0,0,

𝜏ε + 𝜏2𝜀

2𝜏
) ≤ 𝜏2𝜀 (2.82) 

 

elde edilir. Ayrıca  

 

           𝑁 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑚𝑞−1) = min {
𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝒬𝜔2𝑛𝑞) , 𝜉𝜌 (𝜔2𝑚𝑞−1, 𝒦𝜔2𝑚𝑞−1) ,

𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝒦𝜔2𝑚𝑞−1) 𝜉𝜌 (𝜔2𝑚𝑞−1, 𝒬𝜔2𝑛𝑞)
} 

                                              = min {
 𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑛𝑞+1) , 𝜉𝜌 (𝜔2𝑚𝑞−1, 𝜔2𝑚𝑞

) ,

𝜉𝜌 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑚𝑞
) , 𝜉𝜌 (𝜔2𝑚𝑞−1, 𝜔2𝑛𝑞+1)

} 

 

dir. Böylece 

 

 limsup
𝑞→∞

 𝑁 (𝜔2𝑛𝑞 , 𝜔2𝑚𝑞−1) = 0 (2.83) 

 

olur. Sonuç olarak (2.76), (2.82) ve (2.83) ifadeleri dikkate alındığında (2.81) ifadesinde 

𝑞 → ∞ için limit alınırsa 𝜏4+λ
𝜀

𝜏
< 𝜏2𝜀 + 𝑝0 bulunur. Fakat bu bir çelişkidir. O halde 

{𝜔2𝑛}𝑛∈ℕ bir 𝜉 −Cauchy dizisidir. Böylece {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ diziside 𝜉 −Cauchy dizisidir. Ayrıca 

𝒮𝜉
∗ uzayının 𝜉 −tamlığından  

 

           lim
𝑛→∞

𝜔𝑛 = 𝑢 

 

olan 𝑢 ∈ 𝒮𝜉
∗ vardır. 

Adım (3): 𝑢 ∈ 𝐶𝐹𝑖𝑥(𝒬,𝒦) olduğu gösterilsin. 

İlk olarak 𝑢 ∈ 𝐹𝑖𝑥(𝒦) olduğu göstermek için 𝑢 ∉ 𝐹𝑖𝑥(𝒦) olsun. Bu durumda her 

𝑛 ≥ 0 için aşağıdaki ifadelerin en az biri sağlansın. 

 

 
1

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1) ≤ 𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝑢), (2.84) 
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1

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝜔2𝑛+2) ≤ 𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝑢). (2.85) 

 

Bazı 𝑛0 ≥ 0 için yukarıdaki eşitsizliklerin her ikisi de sağlanmasın. Bu takdirde 

 

           𝜉𝜌(𝜔2𝑛0 , 𝜔2𝑛0+1) ≤ 𝜏𝜉𝜌(𝜔2𝑛0 , 𝑢) + 𝜏𝜉𝜌(𝑢, 𝜔2𝑛0+1)                                                     

                                             <
1

2
𝜉𝜌(𝜔2𝑛0 , 𝜔2𝑛0+1) +

1

2
𝜉𝜌(𝜔2𝑛0+1, 𝜔2𝑛0+2)  

                                             <
1

2
𝜉𝜌(𝜔2𝑛0 , 𝜔2𝑛0+1) +

1

2
𝜉𝜌(𝜔2𝑛0 , 𝜔2𝑛0+1) 

                                             = 𝜉𝜌(𝜔2𝑛0 , 𝜔2𝑛0+1) 

 

olur. Fakat bu bir çelişkidir. O halde eşitsizlikler doğrudur. Bu noktada aşağıdaki iki durum 

vardır. 

Durum (3.1): Sonsuz çoklukta 𝑛 ≥ 0 için (2.84) sağlansın. Bu durumda 

 

           
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝒬𝜔2𝑛), 𝜉𝜌(𝑢,𝒦𝑢)} =

1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1), 𝜉𝜌(𝑢,𝒦𝑢)} 

                                                                             ≤ 𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝑢) 

 

dir. Buradan da 

 

           𝜂 (γ (𝜏4𝜉𝜌(𝒬𝜔2𝑛, 𝒦𝑢)) , (γ[𝐺(𝜔2𝑛, 𝑢) + 𝑝𝑁(𝜔2𝑛, 𝑢)])
𝑘) ≥ 1 

 

elde edilir. Benzer şekilde 𝑘 ∈ (0,1) ile φ ∈ Ψ∗ ve γ ∈ Θ olduğu dikkate alınırsa  

 

 𝜏4+λ𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1, 𝒦𝑢, ) < 𝐺(𝜔2𝑛, 𝑢) + 𝑝𝑁(𝜔2𝑛, 𝑢), (2.86) 

 

bulunur. Bu ifade de 

 

           𝐺(𝜔2𝑛, 𝑢)  =  𝐺 (

𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝑢), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝒬𝜔2𝑛), 𝜉𝜌(𝑢,𝒦𝑢),

𝜉2𝜌(𝜔2𝑛, 𝒦𝑢) + 𝜉2𝜌(𝑢, 𝒬𝜔2𝑛)

2𝜏

) 
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                                = 𝐺 (
𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝑢), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1), 𝜉𝜌(𝑢,𝒦𝑢),                       

𝜏[𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝜔2𝑛+1) + 𝜉𝜌(𝜔2𝑛+1,𝒦𝑢)] + 𝜉2𝜌(𝑢, 𝜔2𝑛+1)

2𝜏

) 

 

dir ve  

 

 limsup
𝑛→∞

 𝐺(𝑢, 𝜔2𝑛+1) = 𝐺 (0,0, 𝜉𝜌(𝑢,𝒦𝑢),
𝜉𝜌(𝑢,𝒦𝑢)

2
) ≤ 𝜉𝜌(𝑢,𝒦𝑢) (2.87) 

 

olur. Ayrıca 

 

           𝑁(𝜔2𝑛, 𝑢) = min{𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝒬𝜔2𝑛), 𝜉𝜌(𝑢,𝒦𝑢), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛,𝒦𝑢), 𝜉𝜌(𝑢, 𝒬𝜔2𝑛)} 

                               = min{𝜉𝜌(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1), 𝜉𝜌(𝑢,𝒦𝑢), 𝜉𝜌(𝜔2𝑛, 𝒦𝑢), 𝜉𝜌(𝑢, 𝜔2𝑛+1)} 

 

dir ve böylece 

 

 limsup
𝑛→∞

 𝑁(𝜔2𝑛, 𝑢) = min{0, 𝜉𝜌(𝑢, 𝒬𝑢), 𝜉𝜌(𝑢, 𝒬𝑢), 0,0} = 0 (2.88) 

 

elde edilir. Sonuç olarak (2.87) ve (2.88) ifadeleri ile 𝑛 → ∞ için (2.86) ifadesinde limit 

alınırsa 𝜏4+λ𝜉𝜌(𝑢, 𝒬𝑢) < 𝜉𝜌(𝑢, 𝒬𝑢) çelişkili durumu ortaya çıkar. Dolayısıyla 𝑢 ∈ 𝐹𝑖𝑥(𝒦) 

dir. Benzer yöntemle 𝑢 ∈ 𝐹𝑖𝑥(𝒬) olduğu da kolayca gösterilebilir. 

Durum (3.2): (2.84) eşitsizliği sadece sonlu sayıda 𝑛 ≥ 0 için sağlansın. Bu durumda 

herhangi 𝑛 ≥ 0 için (2.85) ifadesinin sağlandığı 𝑛0 ≥ 0 bulunur. Fakat Durum (3.1) de 

olduğu gibi 𝑢 ∈ 𝐹𝑖𝑥(𝒬) veya 𝑢 ∈ 𝐹𝑖𝑥(𝒦) olmadıkça (2.85) ayrıca bir çelişkiye sebep olur. 

Sonuç olarak her iki durumda da 𝑢 ∈ 𝐶𝐹𝑖𝑥(𝒬,𝒦) dir. 

Adım (4): {𝑢} = 𝐶𝐹𝑖𝑥(𝒬,𝒦) dir. Yani 𝐶𝐹𝑖𝑥(𝒬,𝒦) kümesinin tek elemanlı olduğu 

gösterilmelidir. Aksine {𝑢, 𝑟} = 𝐶𝐹𝑖𝑥(𝒬,𝒦) olan 𝒮𝜉
∗ uzayında 𝑟 ≠ 𝑢 olsun. Bu durumda 

 

           0 =
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝑢, 𝒬𝑢), 𝜉𝜌(𝑟,𝒦𝑟)} ≤ 𝜉𝜌(𝑢, 𝑟) 

 

dir ve böylece  
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 𝜂 (γ (𝜏4𝜉𝜌(𝒬𝑢,𝒦𝑟)) , (γ[𝐺(𝑢, 𝑟) + 𝑝𝑁(𝑢, 𝑟)])
𝑘) ≥ 1 (2.89) 

 

olur. Burada 

 

           𝐺(𝑢, 𝑟) = 𝐺 (𝜉𝜌(𝑢, 𝑟), 𝜉𝜌(𝑢, 𝒬𝑢), 𝜉𝜌(𝑟,𝒦𝑟),
𝜉2𝜌(𝑢,𝒦𝑟) + 𝜉2𝜌(𝑟, 𝒬𝑢)

2𝜏
) ≤ 𝜉𝜌(𝑢, 𝑟) 

 

dir ve ayrıca 

 

           𝑁(𝑢, 𝑟) = min{𝜉𝜌(𝑢, 𝒬𝑢), 𝜉𝜌(𝑟,𝒦𝑟), 𝜉𝜌(𝑢,𝒦𝑟), 𝜉𝜌(𝑟, 𝒬𝑢)} 

                          = min{0,0, 𝜉𝜌(𝑢, 𝑟), 𝜉𝜌(𝑢, 𝑟)} = 0 

 

olur. 

Sonuç olarak (𝜂2
′) özelliği kullanılır ve 𝑘 ∈ (0,1) sabiti ile φ ∈ Ψ∗ ve γ ∈ Θ olduğu 

göz önüne alınırsa (2.89) eşitsizliğinden 

 

           𝜏4+λ𝜉𝜌(𝑢, 𝑟) < 𝐺(𝑢, 𝑟) + 𝑝𝑁(𝑢, 𝑟) 

 

elde edilir. Son olarak 𝐺(𝑢, 𝑟) ve 𝑁(𝑢, 𝑟) ifadelerinde bulunanlar yerine yazılırsa 

𝜏4+λ𝜉𝜌(𝑢, 𝑟) < 𝜉𝜌(𝑢, 𝑟) çelişkili durumu ortaya çıkar. Dolayısıyla 𝑢 =  𝑟 ve 

𝐶𝐹𝑖𝑥(𝒬,𝒦) = {𝑢} bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

 ∎ 

Teorem 2.4.4 den elde edilen birkaç sonuç verilecektir. Ayrıca bu sonuçlar literatürde 

elde edilmiş olan bazı sonuçları kapsar ve Teorem 2.4.4 ün uygulanabilirliğini ve geçerliliği 

ortaya koyar niteliktedir. 

İlk olarak 

 

           
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔, ℘) 

 

ön koşulu kaldırılırsa aşağıdaki sonuç doğrudan Teorem 2.4.4 den elde edilir. 
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Sonuç 2.4.5. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬,𝒦: 𝒮𝜉

∗ → 𝒮𝜉
∗ iki 

dönüşüm olsun. Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 > 0 için  

 

           𝜂 (γ (𝜏4𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘)) , [γ(𝐺(𝜔,℘) + 𝑝𝑁(𝜔,℘))]
𝑘
) ≥ 1 

 

olan 𝜂 ∈ 𝑍̂, 𝑘 ∈ (0,1), 𝑝 ≥ 0 sabiti, γ ∈ Θ ve 𝐺 ∈ Δ𝐺 var olsun ve 𝐺(𝜔,℘) ile 𝑁(𝜔,℘) 

ifadeleri de Teorem 2.4.4 de tanımlandığı gibi olsun. O halde (𝑀1) şartı sağlanırsa 

𝐶𝐹𝑖𝑥(𝒬,𝒦) kümesi en az bir elemana sahiptir. Ayrıca (𝑀2) şartı da eklenirse 𝐶𝐹𝑖𝑥(𝒬,𝒦) 

kümesi tek elemana sahiptir. 

Teorem 2.4.4 de 𝒬 = 𝒦 alınırsa bir sonraki sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.4.6. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬: 𝒮𝜉

∗ → 𝒮𝜉
∗ bir 

dönüşüm olsun. Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 > 0 için  

 

           
1

2𝜏
𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) ≤ 𝜉𝜌(𝜔, ℘) ⇒ 

 

           𝐺(𝜔,℘) = (𝜉𝜌(𝜔,℘), 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒬℘),
𝜉2𝜌(𝜔, 𝒬℘) + 𝜉2𝜌(℘, 𝒬𝜔)

2𝜏
) , 

        

           𝑁(𝜔,℘) = min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘, 𝒬℘), 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬℘), 𝜉𝜌(℘,𝒬𝜔)} 

 

iken 

 

           𝜂 (γ (𝜏4𝜉𝜌(𝒬𝜔, 𝒬𝑦)) , [γ(𝐺(𝜔,℘) + 𝑝𝑁(𝜔,℘))]
𝑘
) ≥ 1 

 

olan 𝜂 ∈ 𝑍̂, 𝑘 ∈ (0,1), 𝑝 ≥ 0 sabiti, γ ∈ Θ ve 𝐺 ∈ Δ𝐺 vardır. (𝑀1) şartı sağlanırsa 𝐹𝑖𝑥(𝒬) 

kümesi en az bir elemana sahiptir. Ayrıca(𝑀1) şartının yanında (𝑀2) şartı da sağlanırsa 

𝐹𝑖𝑥(𝒬) kümesi tek elemandan oluşur. 

Sonuç 2.4.7. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬,𝒦: 𝒮𝜉

∗ → 𝒮𝜉
∗ iki 

dönüşüm olsun. Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 > 0 için  
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1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔, ℘) ⇒ 

 

           𝐺(𝜔,℘) = maks {𝜉𝜌(𝜔,℘), 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘),
𝜉2𝜌(𝜔,𝒦℘) + 𝜉2𝜌(℘,𝒦𝜔)

2𝜏
}, 

 

           𝑁(𝜔,℘) = min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘, 𝒬𝑦), 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝑦), 𝜉𝜌(℘,𝒬𝜔)} 

 

iken 

 

           𝜂 (γ (𝜏4𝜉𝜌(𝒬𝜔, 𝒬𝑦)) , [γ(𝐺(𝜔,℘) + 𝑝𝑁(𝜔,℘))]
𝑘
) ≥ 1 

 

olan 𝜂 ∈ 𝑍̂, 𝑘 ∈ (0,1), 𝑝 ≥ 0 sabiti, γ ∈ Θ ve 𝐺 ∈ Δ𝐺 var olsun. (𝑀1) şartı sağlanırsa 

𝐶𝐹𝑖𝑥(𝒬,𝒦) kümesi en az bir elemana sahiptir. Ayrıca (𝑀2) şartı da eklenirse 𝐶𝐹𝑖𝑥(𝒬,𝒦) 

kümesi tek elemana sahiptir. 

İspat. Eğer 𝐺 ∈ Δ𝐺, 𝐺(𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4) = maks{𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4} olarak alınırsa Teorem 2.4.4 e 

benzer şekilde ispatlanır. 

 ∎ 

Sonuç 2.4.7 de olduğu gibi 𝐺 ∈ Δ𝐺, 𝐺(𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4) = 𝜄1 olarak alınırsa bir sonraki 

sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.4.8. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬,𝒦: 𝒮𝜉

∗ → 𝒮𝜉
∗ iki 

dönüşüm olsun. Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 > 0 için  

 

           
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔, ℘) ⇒ 

 

           𝑁(𝜔,℘) = min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘), 𝜉𝜌(𝜔,𝒦℘), 𝜉𝜌(℘,𝒬𝜔)} 

 

iken 

 

           𝜂 (γ (𝜏4𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘)) , [γ (𝜉𝜌(𝜔,℘) + 𝑝𝑁(𝜔,℘))]
𝑘
) ≥ 1 
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olan 𝜂 ∈ 𝑍̂, 𝑘 ∈ (0,1), 𝑝 ≥ 0 sabiti, γ ∈ Θ ve 𝐺 ∈ Δ𝐺 var olsun. (𝑀1) ve (𝑀2) şartları 

sağlanırsa 𝐶𝐹𝑖𝑥(𝒬,𝒦) kümesi tek elemana sahiptir. 

Şimdi genelleştirilmiş Ψ∗ − 𝜏 simülasyon fonksiyonunun seçimine bağlı olarak ortaya 

çıkan yeni sonuçlar verilecektir. 

İlk olarak Suzuki (φ, γ) −daralma dönüşümü olarak adlandırılan yeni bir kavram 

tanımlanacaktır. 

Tanım 2.4.9. 𝒮𝜉
∗ kümesi 𝜏 ≥ 1 sabiti ile modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬,𝒦: 𝒮𝜉

∗ → 𝒮𝜉
∗ iki 

dönüşüm olsun. Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 > 0 için  

 

           
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔, ℘) ⇒ 

 

 φ(𝜏γ (𝜏4𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘))) ≤ 𝛼φ([γ (𝜉𝜌(𝜔,℘))]
𝑘
) (2.90) 

 

olan 𝑘 ∈ (0,1) sabiti, φ ∈ Ψ∗, γ ∈ Θ ve 𝛼 ∈ (0,1) varsa 𝒬  ve 𝒦 dönüşümlerine Suzuki 

(φ, γ) −daralma dönüşümü adı verilir. 

Sonuç 2.4.10. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬,𝒦: 𝒮𝜉

∗ → 𝒮𝜉
∗ 

Suzuki (φ, γ) −daralma dönüşümü olsun. Bu durumda (𝑀1) şartı sağlanırsa 𝐶𝐹𝑖𝑥(𝒬,𝒦) 

kümesi en az bir elemana sahiptir. Ayrıca (𝑀2) şartı da eklenirse 𝐶𝐹𝑖𝑥(𝒬,𝒦) kümesi tek 

elemanlıdır. 

İspat: Her 𝜄, 𝑣 > 1 ve 𝛼 ∈ (0,1) için 𝜂(𝜄, 𝑣) =
𝛼φ(𝑣)

φ(𝜏ι)
 olsun. Ayrıca 𝐺 ∈ Δ𝐺, 

𝐺(𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4) = 𝜄1 ve 𝑝 = 0 alınırsa istenilen sonuç Teorem 2.4.4 den kolayca elde edilir. 

 ∎ 

Aşağıdaki sonuç Suzuki (φ, γ) −daralma dönüşümünün bir genelleştirilmesidir ve 

Teorem 2.4.4 den kolayca elde edilebilir. 

Sonuç 2.4.11. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬,𝒦: 𝒮𝜉

∗ → 𝒮𝜉
∗ 

iki dönüşüm olsun. Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 > 0 için  

 

           
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔, ℘) ⇒ 
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           𝐺(𝜔,℘) = ma𝑥 {𝜉𝜌(𝜔, ℘), 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘),
𝜉2𝜌(𝜔,𝒦℘) + 𝜉2𝜌(℘,𝒦𝜔)

2𝜏
} 

 

iken 

 

           φ (𝜏γ (𝜏4𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘))) ≤ 𝛼φ([γ(𝐺(𝜔,℘))]
𝑘
) 

 

olan 𝑘 ∈ (0,1) sabiti, φ ∈ Ψ∗, γ ∈ Θ, 𝐺 ∈ Δ𝐺 ve 𝛼 ∈ (0,1) var olsun. Bu durumda (𝑀1) 

şartı sağlanırsa 𝐶𝐹𝑖𝑥(𝒬,𝒦) kümesi boş değildir. Ayrıca (𝑀2) şartı da eklenirse 𝐶𝐹𝑖𝑥(𝒬,𝒦) 

kümesi tek elemanlıdır. 

İspat. Sonuç 2.4.10 un ispatında olduğu gibi sadece 𝐺(𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4) =

maks{𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4} olarak alınırsa ispat açıktır. 

 ∎ 

Suzuki (φ, ϕ, γ) −daralma olarak adlandırılan yeni bir kavram daha verilecektir.  

Tanım 2.4.12. 𝒮𝜉
∗ kümesi 𝜏 ≥ 1 sabiti ile modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬,𝒦: 𝒮𝜉

∗ → 𝒮𝜉
∗ 

iki dönüşüm olsun. Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 > 0 için  

 

           
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔, ℘) ⇒ 

 

           φ (𝜏λγ (𝜏4𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘))) ≤ ϕ([γ (𝜉𝜌(𝜔,℘))]
𝑘
) 

 

olacak şekilde 𝑘 ∈ (0,1), φ ∈ Ψ∗, γ ∈ Θ ve her ν > 0 için ϕ(ν) < φ(ν) koşulunu sağlayan 

ϕ: [1,∞) → [1,∞) sürekli dönüşümü varsa 𝒬  ve 𝒦 dönüşümlerine Suzuki 

(φ, ϕ, γ) −daralma dönüşümü adı verilir. 

Sonuç 2.4.13. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬,𝒦: 𝒮𝜉

∗ → 𝒮𝜉
∗ 

Suzuki (φ, ϕ, γ) −daralma dönüşümü olsun. Bu durumda (𝑀1) ve (𝑀2) şartları sağlanırsa 

𝐶𝐹𝑖𝑥(𝒬,𝒦) kümesi tek elemanlıdır. 

İspat. Her 𝜄, 𝑣 > 1 için 𝜂(𝜄, 𝑣) =
ϕ(𝑣)

φ(𝜏λ𝜄)
 olsun. 𝐺 ∈ Δ𝐺, 𝐺(𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4) = 𝜄1 ve 𝑝 = 0 

alınırsa Teorem 2.4.4 den ispat benzer şekilde yapılabilir. 

 ∎ 
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Sonuç 2.4.14. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬,𝒦: 𝒮𝜉

∗ → 𝒮𝜉
∗ 

iki dönüşüm olsun. Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 > 0 için 

 

           
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔, ℘) ⇒ 

 

           𝐺(𝜔,℘) = maks {𝜉𝜌(𝜔,℘), 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘),
𝜉2𝜌(𝜔,𝒦℘) + 𝜉2𝜌(℘,𝒦𝜔)

2𝜏
} 

 

iken 

 

           φ (𝜏λγ (𝜏4𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘))) ≤ ϕ([γ(𝐺(𝜔,℘))]
𝑘
) 

 

olacak şekilde 𝑘 ∈ (0,1), φ ∈ Ψ∗, 𝐺 ∈ Δ𝐺, γ ∈ Θ ve her ν > 0 için ϕ(ν) < φ(ν) koşulunu 

sağlayan ϕ: [1,∞) → [1,∞) sürekli dönüşümü var olsun. Bu durumda (𝑀1) ve (𝑀2) şartları 

ile 𝐶𝐹𝑖𝑥(𝒬,𝒦) kümesi tek elemandan oluşur. 

İspat. Sonuç 2.4.13 de olduğu gibi 𝐺 ∈ Δ𝐺 , 𝐺(𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4) = maks{𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4} olarak 

seçilirse istenilen sonuç elde edilir. 

 ∎ 

Diğer yandan aşağıdaki teoremde Sonuç 2.4.8 in ifadesindeki 𝑘 sabiti kaldırılırsa 

benzer sonuç elde edilir. 

Teorem 2.4.15. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬,𝒦: 𝒮𝜉

∗ → 𝒮𝜉
∗ 

iki dönüşüm olsun. Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 > 0 için 

 

           
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔, ℘) ⇒ 

 

           𝑁(𝜔,℘) = min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘), 𝜉𝜌(𝜔,𝒦℘), 𝜉𝜌(℘,𝒬𝜔)} 

 

iken 

 

 𝜂 (γ (𝜏4𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘)) , γ[𝜉𝜌(𝜔,℘) + 𝑝𝑁(𝜔,℘)]) ≥ 1 (2.91) 



165 

 

 

 

olan 𝜂 ∈ Ψ∗, γ ∈ Θ ve 𝑝 ≥ 0 sabiti var olsun. Bu durumda (𝑀1) şartı sağlanırsa 𝐶𝐹𝑖𝑥(𝒬,𝒦) 

kümesi en az bir elemana sahiptir. Ayrıca (𝑀2) şartı da eklenirse 𝐶𝐹𝑖𝑥(𝒬,𝒦) kümesi tek 

elemana sahiptir. 

İspat: (2.90) ifadesinden ve φ ∈ Ψ∗ olduğundan 

 

           φ (γ (𝜏4𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘))) ≤ φ([γ (𝜉𝜌(𝜔,℘) + 𝑝𝑁(𝜔,℘))]
𝑘
) 

 

elde edilir. 𝑘 ∈ (0,1) olduğundan  

 

           φ (γ (𝜏4𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘))) ≤ φ(γ (𝜉𝜌(𝜔,℘) + 𝑝𝑁(𝜔,℘))) 

 

bulunur. Böylece aynı koşullar altında yukarıdaki eşitsizlik (2.91) ifadesinden de elde edilir. 

Dolayısıyla teoremin ispatı Sonuç 2.4.8 de ki gibi benzer adımlarla tamamlanır. 

 ∎ 

Örnek 2.4.16. 𝒮𝜉
∗ = [0,1] olsun. Her 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉

∗ ve 𝜌 >  0 için modüler 𝑏 −metriği 

 

           𝜉𝜌(𝜔,℘) =
|𝜔 − ℘|2

𝜌
 

 

ile tanımlansın. 𝒮𝜉
∗ kümesinin 𝜏 = 2 sabiti ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay olduğu 

açıktır. Ayrıca 𝒬,𝒦: 𝒮𝜉
∗ → 𝒮𝜉

∗ dönüşümleri 

 

𝒬𝜔 =
𝜔

4
 ve 𝒦℘ = 2℘ 

 

olsun. Her 𝜄, ν > 1 ve 𝛼 ∈ (0,1) için 𝜂(𝜄, ν) =
ψ(ν)𝛼

ψ(𝜄)
 ve ψ ∈ Ψ∗, ψ(𝜄) =

𝜄

2
 olarak seçilirse 

 

 
1

2𝜏
min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒦℘)} ≤ 𝜉𝜌(𝜔,℘) ⇒ (2.92) 

 

           𝑁(𝜔,℘) = min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘, 𝒬℘), 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬℘), 𝜉𝜌(℘,𝒬𝜔)} 
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iken 

 

 𝜂 (γ (𝜏4𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘)) , γ[𝜉𝜌(𝜔,℘) + 𝑝𝑁(𝜔,℘)]) ≥ 1, (2.93) 

 

koşullarının sağlandığı sırası ile gösterilecektir. Ayrıca seçilen 𝜂 fonksiyonunun 

genelleştirilmiş Ψ∗ −simülasyon (ayrıca Ψ∗ − 𝜏 simülasyon) fonksiyon sınıfına ait olduğu 

açıktır. 

Diğer yandan γ: (0,∞) → (1,∞) fonksiyonu γ(𝜄) = 𝑒𝜄 ile tanımlansın. Şimdi (2.92) 

ifadesinin verilen fonksiyonlar altında sağlandığı gösterilsin. Bu durumda 

 

           𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔) =
|𝜔 − 𝒬𝜔|2

𝜌
=
|𝜔 −

𝜔
4|
2

𝜌
=
9𝜔2

16𝜌
 

 

ve 

 

           𝜉𝜌(℘,𝒦℘) =
|℘ −𝒦℘|2

𝜌
=
|℘ − 2l|2

𝜌
=
℘2

𝜌
 

 

dir. Buradan (2.92) ifadesi 

 

 
1

4
min {

9𝜔2

16𝜌
,
℘2

𝜌
} = min {

9𝜔2

64𝜌
,
℘2

4𝜌
} ≤

|𝜔 − ℘|2

𝜌
 (2.94) 

 

olur. 𝜔 >  ℘ ≥ 0 olduğunda aşağıdaki durumlar söz konusudur. 

Durum (1): min {
9𝜔2

64𝜌
,
℘2

4𝜌
} =

℘2

4𝜌
 olsun. Böylece (2.94) eşitsizliğinden 

 

           
℘2

4𝜌
≤
(𝜔 − ℘)2

𝜌
 ⇔  

℘

2
≤ |𝜔 −℘| = 𝜔 −℘ ⇔  ℘ ≤

2

3
𝜔 < 𝜔 

 

bulunur. ℘ <  𝜔 olduğundan bu ifade sağlanır. 

Durum (2): min {
9𝜔2

64𝜌
,
℘2

4𝜌
} =

9𝜔2

64𝜌
 ise (2.94) ifadesinden 
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9𝜔2

64𝜌
≤
(𝜔 − ℘)2

𝜌
 ⇔ 

3𝜔

8
≤ |𝜔 − ℘| = 𝜔 −℘ ⇔  ℘ ≤

5

8
𝜔 < 𝜔 

 

dir ve ℘ <  𝜔 olduğundan doğrudur. 

Sonuç olarak her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve 𝜌 >  0 için (2.92) ifadesi sağlanır. 

Şimdi (2.93) ifadesinin de sağlandığı gösterilsin. Buna göre verilen modüler 𝑏 −metrik 

tanımı ile 𝒬 ve 𝒦 dönüşümleri dikkate alınırsa 

 

           𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘) =
|𝒬𝜔 −𝒦℘|2

𝜌
=
|
𝜔
4 − 2l|

2

𝜌
=
(𝜔 − 8l)2

16𝜌
 

 

ve 

 

 

𝑁(𝜔,℘) = min{𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝜔), 𝜉𝜌(℘,𝒬𝑦), 𝜉𝜌(𝜔, 𝒬𝑦), 𝜉𝜌(℘, 𝒬𝜔)} 

                 = min{
|𝜔 −

𝜔
4|
2

𝜌
,
|℘ − 2l|2

𝜌
,
|𝜔 − 2l|2

𝜌
,
|℘ −

𝜔
4|
2

𝜌
} 

                  = min {
9𝜔2

16𝜌
,
℘2

𝜌
,
|𝜔 − 2l|2

𝜌
,
|4l − 𝜔|2

16𝜌
}      

                  = min {
℘2

𝜌
,
|4l − 𝜔|2

16𝜌
} 

(2.95) 

 

bulunur. Şimdi bu kısım için olası durumlar göz önüne alınsın. 

Durum (3): 𝜔 <  4℘ olsun. O halde |4℘ − 𝜔| = 4℘ − 𝜔 olur. Dolayısıyla (2.95) 

ifadesi  

 

           min {
℘2

𝜌
,
|4l − 𝜔|2

16𝜌
} =

(4l − 𝜔)2

16𝜌
 

 

olur. Böylece (2.93) ifadesi  
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           𝜂 (γ (𝜏3𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘)) , γ (𝜉𝜌(𝜔,℘) + 𝑝𝑁(𝜔,℘))) 

                                      =
ψ (γ (𝜉𝜌(𝜔,℘) + 𝑝𝑁(𝜔,℘)))

𝛼

ψ(γ (𝜏3𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘)))
 

                                      = 21−𝛼
𝑒[𝜉𝜌(𝜔,℘)+𝑝𝑁(𝜔,℘)]𝛼

𝑒𝜏
3𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘)

 

                                      = 21−𝛼
𝑒
[
(𝜔−℘)2

𝜌
+𝑝
(4l−𝜔)2

16𝜌
]𝛼

𝑒
23
(𝜔−8l)2

16𝜌

 

                                      = 21−𝛼𝑒
[
(𝜔−℘)2

𝜌
+𝑝
(4l−𝜔)2

16𝜌
]𝛼−

(𝜔−8l)2

2𝜌  

                                      ≥ 1 

 

olur. Bu ise 𝑝 = 24 ve 𝛼 =
1

2
∈ (0,1) ile istenilen sonuçtur. 

Durum (4): 4℘ < 𝜔 olsun. Böylece |4℘ − 𝜔| = 𝜔 − 4℘ dir. Bu takdirde 

 

           
℘2

𝜌
=
|4l − 𝜔|2

16𝜌
 

 

olur. Şimdi aşağıdaki durumlar incelensin. 

Durum (4.1): Eğer 𝜔 >  8℘ ise (2.95) ifadesi 

 

           min {
℘2

𝜌
,
|4l − 𝜔|2

16𝜌
} =

℘2

𝜌
 

 

olur. Buradan 

 

           𝜂 (γ (𝜏3𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘)) , γ (𝜉𝜌(𝜔,℘) + 𝑝𝑁(𝜔,℘))) 

                                      =
ψ (γ (𝜉𝜌(𝜔,℘) + 𝑝𝑁(𝜔,℘)))

𝛼

ψ(γ (𝜏3𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘)))
 

                                      = 21−𝛼
𝑒[𝜉𝜌(𝜔,℘)+𝑝𝑁(𝜔,℘)]𝛼

𝑒𝜏
3𝜉𝜌(𝒬𝜔,𝒦℘)
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                                      = 21−𝛼
𝑒
[
(𝜔−℘)2

𝜌
+𝑝
℘2

𝜌
]𝛼

𝑒
23
(𝜔−8l)2

16𝜌

  

                                      = 21−𝛼𝑒
[
(𝜔−℘)2

𝜌
+p
℘2

𝜌
]𝛼−

(𝜔−8l)2

2𝜌  

                                      ≥ 1         

 

bulunur. 

Durum (4.2): 𝜔 <  8℘ olması durumunda (2.95) ifadesi 

 

           min {
℘2

𝜌
,
|4l − 𝜔|2

16𝜌
} =

(4l − 𝜔)2

16𝜌
 

 

olur. Fakat bu ifadenin sağlandığı Durum (3) de açıktır. 

Sonuç olarak her 𝜄, ν > 1 ve 𝛼 ∈ (0,1) için 𝜂(𝜄, ν) =
ψ(ν)𝛼

ψ(𝜄)
 ve ψ ∈ Ψ∗, ψ(𝜄) =

𝜄

2
 olarak 

seçilirse 𝒬 ve 𝒦 dönüşümleri Teorem 2.4.15 in tüm şartlarını sağlar ve 𝐶𝐹𝑖𝑥(𝒬,𝒦) = {0} 

dir. 

 

2.4.1.  İntegral Denklemler Üzerine Bir Uygulama  

 

İlk olarak lineer olmayan denklemlere uygulanabilen yeni bir sonuca yer verilecektir. 

Sonuç 2.4.17. 𝒮𝜉
∗ uzayı 𝜏 ≥ 1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 −metrik uzay ve 𝒬: 𝒮𝜉

∗ → 𝒮𝜉
∗ bir 

dönüşüm olsun. Her farklı 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ ve her 𝜌 > 0 için 

 

           𝜂 (γ (𝜏4𝜉𝜌(𝒬𝜔, 𝒬𝑦)) , [γ (𝜉𝜌(𝜔,℘))]
𝑘
) ≥ 1 

 

olan 𝜂 ∈ Ψ∗, γ ∈ Θ ve 𝑘 ∈ (0,1) var olsun. Bu durumda (𝑀1) şartı sağlanırsa 𝐹𝑖𝑥(𝒬) 

kümesi en az bir elemana sahiptir. Ayrıca (𝑀1) şartının yanında (𝑀2) şartı da sağlanırsa 

𝐹𝑖𝑥(𝒬) kümesi tek elemandan oluşur. 

İspat. Eğer Suzuki ön koşulu olmaksızın 𝐺 ∈ Δ𝐺, 𝐺(𝜄1, 𝜄2, 𝜄3, 𝜄4) = 𝜄1 ve ayrıca, 

Teorem 2.4.4 de 𝑝 = 0 ve 𝒬 = 𝒦 alınırsa istenilen sonuç elde edilir. 

 ∎ 
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Sonuç 2.4.17 dikkate alınarak aşağıdaki lineer olmayan integral denkleminin çözümü 

için bir varlık teoremi aşağıdaki şekilde verilir. 

𝑎̂ < 𝑏̂ ile 𝑎̂, 𝑏̂ ∈ ℝ, 𝜔 ∈ 𝐶[𝑎̂, 𝑏̂] (burada [𝑎̂, 𝑏̂] den ℝ ye olan tüm sürekli 

fonksiyonların kümesi) ve ℑ: [𝑎̂, 𝑏̂] × [𝑎̂, 𝑏̂] × ℝ → ℝ dönüşümü için 

 

 𝜔(𝜄) = ∫ℑ(𝜄, ν, 𝜔(ν))𝑑ν

𝑏̂

𝑎̂

 (2.96) 

 

integral denklemi verilsin. 𝒮𝜉
∗ = 𝐶[𝑎̂, 𝑏̂] ve her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒮𝜉

∗ için modüler 𝑏 − metriği 

 

           𝜉𝜌(𝑥, 𝑦) =
|𝑥(𝜄) − 𝑦(𝜄)|𝑝

𝜌
, (𝑝 > 1) 

 

ile tanımlansın. 𝒮𝜉
∗ kümesi 𝜏 = 2𝑝−1 ile 𝜉 −tam modüler 𝑏 − metrik uzay olduğu açıktır. 

Dahası 𝑓: 𝒮𝜉
∗ → 𝒮𝜉

∗ fonksiyonu her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒮𝜉
∗ ve 𝜄 ∈ [𝑎̂, 𝑏̂] için 

 

           𝑓(𝜔(𝜄)) = ∫ℑ(𝜄, ν, 𝜔(ν))𝑑ν

𝑏̂

𝑎̂

 

 

ile tanımlansın. Buna göre (2.96) ifadesindeki çözümün varlığı 𝑓 fonksiyonunun sabit 

noktasının varlığına denktir. 

Teorem 2.4.18. (2.96) lineer olmayan integral denklemi için aşağıdaki koşullar 

sağlansın. 

 

(i) ℑ: [𝑎̂, 𝑏̂] × [𝑎̂, 𝑏̂] × ℝ → ℝ sürekli ve azalmayandır,  

(ii) Her 𝜄, ν ∈ [𝑎̂, 𝑏̂] ve her 𝑤 ∈ [𝑎̂, 𝑏̂] de 𝜔(𝑤) ≤ ℘(𝑤) koşulu ile 𝜔,℘ ∈ 𝒮𝜉
∗ için 

 

      |ℑ(𝜄, ν, 𝜔(ν)) − ℑ(𝜄, ν, ℘(ν))| ≤ σ(𝜄, ν)|𝜔(ν) − ℘(ν)| (2.97) 

 

               olan 𝑝 >  1 vardır ve burada σ: [𝑎̂, 𝑏̂] × [𝑎̂, 𝑏̂] → [0,∞) fonksiyonu 
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       𝑠𝑢𝑝
𝜄∈[𝑎̂,𝑏̂]

(∫σ(𝜄, ν)𝑝𝑑ν

𝑏̂

𝑎̂

) ≤
𝑘

24𝑝−4
,  (𝑘 ∈ (0,1)) (2.98) 

 

               biçiminde tanımlansın.  

 

Bu durumda (2.96) lineer olmayan integral denklemi bir çözüme sahiptir. 

İspat. (2.97) ve (2.98) dikkate alındığında her 𝜄 ∈ [𝑎̂, 𝑏̂] için  

 

           𝑒2
4𝑝−4𝜉𝜌(𝑓(𝜔(𝜄)),𝑓(℘(𝜄)))

𝑝

= 𝑒
24𝑝−4𝑝

|𝑓(𝜔(𝜄))−𝑓(℘(𝜄))|
𝜌

𝑝

 

                                                        = 𝑒
24𝑝−4.𝑝.

1
𝜌
|∫ ℑ(𝜄,ν,𝜔(ν))𝑑ν
𝑏̂
𝑎̂ −∫ ℑ(𝜄,ν,℘(ν))𝑑ν

𝑏̂
𝑎̂ |

𝑝

 

                                                        ≤ 𝑒
24𝑝−4.𝑝.

1
𝜌
|∫ [ℑ(𝜄,ν,𝜔(ν))−ℑ(𝜄,ν,℘(ν))]𝑑ν
𝑏̂
𝑎̂ |

𝑝

 

                                                        ≤ 𝑒
24𝑝−4.𝑝.

1
𝜌
(∫ |ℑ(𝜄,ν,𝜔(ν))−ℑ(𝜄,ν,℘(ν))|𝑑ν
𝑏̂
𝑎̂

)
𝑝

 

                                                        ≤ 𝑒
24𝑝−4.𝑝.

1
𝜌
(∫ 𝜎(𝜄,ν)|𝜔(ν)−℘(ν)|𝑑ν
𝑏̂
𝑎̂

)
𝑝

 

                                                        ≤ 𝑒
24𝑝−4.𝑝.(∫ 𝜎(𝜄,ν)𝑝𝑑ν

𝑏̂
𝑎̂

)
|𝜔(ν)−℘(ν)|𝑝

𝜌  

                                                        ≤ 𝑒
24𝑝−4.𝑝

𝑘
24𝑝−4

𝜉𝜌(𝜔(𝜄),℘(𝜄)) 

                                                        = [(𝑒𝜉𝜌(𝜔(𝜄),℘(𝜄)))
𝑘
]
𝑝

 

 

bulunur 𝜂(𝑥, 𝑦) <
φ(𝑦)

φ(𝑥)
, (∀𝑥, 𝑦 > 1) ve burada φ ∈ Ψ∗, φ(𝑞) = 𝑞𝑝, (𝑞 > 1) ile 

tanımlansın. Ayrıca γ ∈ Θ, γ(α) = 𝑒α, (α > 0) olarak alınsın. Bu durumda  

 

           φ (γ (24𝑝−4𝜉𝜌 (𝑓(𝜔(𝜄)), 𝑓(℘(𝜄))))) = (γ (24𝑝−4𝜉𝜌 (𝑓(𝜔(𝜄)), 𝑓(℘(𝜄)))))

𝑝

 

                                                                                 = 𝑒2
4𝑝−4𝜉𝜌(𝑓(𝜔(𝜄))−𝑓(℘(𝜄)))

𝑝

 

                                                                                 ≤ [(𝑒𝜉𝜌(𝜔(𝜄),℘(𝜄)))
𝑘
]
𝑝

 

                                                                                 = ([γ (𝜉𝜌(𝜔,℘))]
𝑘
)
𝑝
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                                                                                 = φ ([γ (𝜉𝜌(𝜔, ℘))]
𝑘
) 

 

ifadesinden Sonuç 2.4.17 nin tüm koşullarının sağlandığı açıktır. Sonuç olarak 𝜔 ∈ 𝐹𝑖𝑥(𝑓) 

olan bir tek 𝜔 ∈ 𝒮𝜉
∗ vardır. Dolayısıyla 𝜔 noktası (2.96) lineer olmayan integral denklemin 

tek çözümüdür. 

 

2.5. Genelleştirilmiş Simülasyon 𝚯℮
𝛃
−Daralma Dönüşümleri İçin Sabit Nokta 

Sonuçları 

 

Tanım 2.5.1. 𝒮𝔅 kümesi 𝜏 ≥ 1 sabiti ile 𝔅ℳ𝔟 (Branciari uzaklık fonksiyonu ile 

donatılmış modüler 𝑏 −metrik uzay) ve 𝒬: 𝒮𝔅 → 𝒮𝔅 iki dönüşüm olsun. Her farklı 𝜔,℘ ∈

𝒮𝔅 ve her 𝜌 > 0 için 

 

           ℮(𝜔,℘) =
1

𝜏
[𝑑(𝜔,℘) + |𝑑(𝜔, 𝒬𝜔) − 𝑑(℘,𝒬℘)|] 

 

iken 

 

 𝜁 (𝜏γ (𝔅𝜌(𝒬𝜔, 𝒬℘)) , [γ (𝛽(℮(𝜔,℘))℮(𝜔,℘))]
𝑘
) ≥ 1 (2.99) 

 

olan 𝜁 ∈ 𝒵, γ ∈ Θ̂, 𝑘 ∈ (0,1) ve 𝛽 ∈ 𝐵𝜏 varsa 𝒬  dönüşümüne genelleştirilmiş simülasyon 

Θ̂℮
𝛽
−daralma dönüşümü adı verilir. 

Teorem 2.5.2. 𝒮𝔅 uzayı 𝔅−tam 𝔅ℳ𝔟 ve 𝒬: 𝒮𝔅 → 𝒮𝔅 genelleştirilmiş simülasyon 

Θ̂℮
𝛽
−daralma dönüşümü olsun. Bu durumda 𝒬 dönüşümü 𝒮𝔅 uzayında bir tek sabit noktaya 

sahiptir. 

İspat. 𝜔0 ∈ 𝒮𝔅 keyfi bir nokta olsun ve {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizis 𝑛 ≥ 0 için 𝜔𝑛+1 = 𝒬𝜔𝑛 ile 

tanımlansın. Bu durumda 𝜔𝑛0 = 𝜔𝑛0+1 olan 𝜔𝑛0 elemanı varsa bu nokta 𝒬 dönüşümünün 

sabit noktası olur. 𝑛 ≥ 0 için 𝜔𝑛 ≠ 𝜔𝑛+1 olsun. 

İspat beş adımda tamamlanacaktır. 

Adım 1: 𝑛 → ∞ için 𝔅𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1) → 0 mıdır? 

(2.99) ifadesinden 
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           𝜁 (𝜏γ (𝔅𝜌(𝒬𝜔𝑛−1, 𝒬𝜔𝑛)) , [γ (𝛽(℮(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛))℮(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛))]
𝑘
) ≥ 1 

 

dir ve (𝜁2) den yukarıdaki ifade 

 

           1 ≤
[γ (𝛽(℮(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛))℮(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛))]

𝑘

𝜏γ (𝔅𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1))
 

 

olur. Böylece 

 

 
𝜏γ (𝔅𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1)) ≤ [γ (𝛽(℮(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛))℮(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛))]

𝑘

 

                                     < γ (𝛽(℮(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛))℮(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛)), 

(2.100) 

 

             ℮(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛) =
1

𝜏
[𝔅𝜌(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛) + |𝔅𝜌(𝜔𝑛−1, 𝒬𝜔𝑛−1) − 𝔅𝜌(𝜔𝑛, 𝒬𝜔𝑛)|] 

                                       =
1

𝜏
[𝔅𝜌(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛) + |𝔅𝜌(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛) − 𝔅𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1)|] 

 

elde edilir. Buradan 𝜅𝑛 = 𝔅𝜌(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛) olsun. O halde (2.100) ifadesinde 𝜅𝑛 ≤ 𝜅𝑛+1 alınır 

ve 𝛽 ∈ 𝐵𝜏 olduğu dikkate alınırsa 

  

           γ( 𝜅𝑛+1) ≤ 𝜏γ(𝜅𝑛+1) < [γ (𝛽 (
𝜅𝑛+1
𝜏
) (
𝜅𝑛+1
𝜏
))]

𝑘

  

 

bulunur. Böylece yukarıdaki eşitsizlikte her iki tarafın logaritması alınırsa 

 

          ln[γ(𝜅𝑛+1)] ≤ 𝑘 ln [𝛽 (
𝜅𝑛+1
𝜏
) (
𝜅𝑛+1
𝜏
)] 

 

olur. Fakat 𝑘 ∈ (0,1) için bu ifade bir çelişkidir. Dolayısıyla 𝜅𝑛 < 𝜅𝑛+1 dir ve 

℮(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛) =
1

𝜏
[2𝜅𝑛 − 𝜅𝑛+1] bulunur. 
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Sonuç olarak 𝜅𝑛 = {𝔅𝜌(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛)} reel sayıların pozitif artmayan bir dizisidir ve 

lim
𝑛→∞

𝔅𝜌(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛) = 𝑟 olan 𝑟 ≥ 0 reel sayısı vardır. 𝑟 = 0 olduğu göstermek için iki 

muhtemel durum vardır. 

Durum 1: 𝜏 >  1 olsun. Bu durumda (2.99) ifadesinden  

 

           1 ≤ 𝜅 (𝜏γ(𝜅𝑛+1), [γ (𝛽 (
2𝜅𝑛 − 𝜅𝑛+1

𝜏
) (
2𝜅𝑛 − 𝜅𝑛+1

𝜏
))]

𝑘

) 

 

olur ve (𝜁2) den 

 

           1 ≤

[γ (𝛽 (
2𝜅𝑛 − 𝜅𝑛+1

𝜏
) (
2𝜅𝑛 − 𝜅𝑛+1

𝜏
))]

𝑘

𝜏γ(𝜅𝑛+1)
 

 

dir. Böylece 

 

           𝜏γ(𝜅𝑛+1) ≤ [γ (𝛽 (
2𝜅𝑛 − 𝜅𝑛+1

𝜏
) (
2𝜅𝑛 − 𝜅𝑛+1

𝜏
))]

𝑘

 

                              < γ (𝛽 (
2𝜅𝑛 − 𝜅𝑛+1

𝜏
) (
2𝜅𝑛 − 𝜅𝑛+1

𝜏
)) 

                              < γ (
2𝜅𝑛 − 𝜅𝑛+1

𝜏
)                     

 

elde edilir. Şimdi 𝑛 → ∞ için yukarıdaki ifadede limit alınırsa 𝜏γ(𝑟) < γ (
𝑟

𝜏
) çelişkisi elde 

edilir. 

Durum 2: 𝜏 = 1 ise (2.99) dan 

 

           1 ≤ 𝜅 (γ(𝜅𝑛+1), [γ(𝛽(2𝜅𝑛 − 𝜅𝑛+1)(2𝜅𝑛 − 𝜅𝑛+1))]
𝑘
) 

 

bulunur. Burada 𝜄𝑛 = γ(𝜅𝑛+1) ve 𝜈𝑛 = [γ(𝛽(2𝜅𝑛 − 𝜅𝑛+1)(2𝜅𝑛 − 𝜅𝑛+1))]
𝑘
 yazılır. O halde 

{𝜄𝑛} ve {𝜈𝑛} dizilerinin limiti birbirine eşit ve γ(𝑟) dir. Çünkü 
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           γ(𝜅𝑛+1) = 𝜄𝑛 ≤ [γ(𝛽(2𝜅𝑛 − 𝜅𝑛+1)(2𝜅𝑛 − 𝜅𝑛+1))]
𝑘
= 𝜈𝑛 

                                     < γ(𝛽(2𝜅𝑛 − 𝜅𝑛+1)(2𝜅𝑛 − 𝜅𝑛+1)) 

                                     < γ(2𝜅𝑛 − 𝜅𝑛+1),  

 

ifadesinde limit alınırsa 

 

           lim
𝑛→∞

γ(𝜅𝑛+1) ≤ lim
𝑛→∞

𝜈𝑛 ≤ lim
𝑛→∞

γ(2𝜅𝑛 − 𝜅𝑛+1) 

 

elde edilir. Dolayısıyla 

 

           γ(𝑟) ≤ lim
𝑛→∞

𝜈𝑛 ≤ γ(𝑟) 

 

olur. Sonuç olarak lim
n→∞

𝜄𝑛 = lim
𝑛→∞

𝜈𝑛 = γ(𝑟) > 1 dir. O halde (𝜁3) den  

 

           1 < limsup
𝑛→∞

 𝜁(𝜄𝑛, 𝜈𝑛) < 1 

 

çelişkisi ortaya çıkar. 𝑛 → ∞ için limit alınırsa 

 

 𝔅𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1) → 0 (2.101) 

 

bulunur. 

Adım 2: 𝑛 → ∞ için 𝔅𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+2) → 0 olsun. Bunu gösterebilmek için aksi 

düşünülsün. Bu durumda (2.99) dan 

 

           1 ≤ 𝜁 (𝜏γ (𝔅𝜌(𝒬𝜔𝑛−1, 𝒬𝜔𝑛+1)) , [γ (𝛽(℮(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛+1))℮(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛+1))]
𝑘
) 

 

olur ve (𝜁2) ifadesinden 

 

𝜏γ (𝔅𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+2)) < [γ (𝛽(℮(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛+1))℮(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛+1))]
𝑘

, 
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           ℮(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛+1) =
1

𝜏
[𝔅𝜌(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛+1) + |𝔅𝜌(𝜔𝑛−1, 𝒬𝜔𝑛−1) − 𝔅𝜌(𝜔𝑛+1, 𝒬𝜔𝑛+1)|] 

                                         =
1

𝜏
[𝔅𝜌(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛+1) + |𝔅𝜌(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛) − 𝔅𝜌(𝜔𝑛+1, 𝜔𝑛+2)|] 

 

elde edilir. Böylece (𝔅3) koşulu kullanılarak ve 𝛽 ∈ 𝐵𝜏 olduğu dikkate alınarak 

 

           𝜏γ(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+2) < γ (𝛽(℮(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛+1))℮(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛+1)) 

                                    < γ [
1

𝜏
(
1

𝜏
(𝔅𝜌(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛+1) + |𝔅𝜌(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛) − 𝔅𝜌(𝜔𝑛+1, 𝜔𝑛+2)|))] 

                                    < γ [
1

𝜏
(
1

𝜏
(
𝜏𝔅𝜌(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛) + 𝜏𝔅𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+2) + 𝜏𝔅𝜌(𝜔𝑛+2, 𝜔𝑛+1)

+|𝔅𝜌(𝜔𝑛−1, 𝜔𝑛) − 𝔅𝜌(𝜔𝑛+1, 𝜔𝑛+2)|
))] 

 

eşitsizliği yazılır. Eğer bu ifadede her iki taraftan limit alınırsa bir çelişki ortaya çıkar. O 

halde 𝑛 → ∞ için  

 

 lim
𝑛→∞

𝔅𝜌(𝜔𝑛, 𝜔𝑛+2) = 0 (2.102) 

 

olur. 

Adım 3. {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizisi 𝔅−Cauchy dizisidir. 

Aksine {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ dizisi 𝔅−Cauchy dizisi olmasın. Bu durumda 𝜀 >  0 için 

𝑛𝑘 > 𝑚𝑘 ≥ 𝑘 koşulunu sağlayan pozitif tamsayıların {𝜔𝑚𝑘
} ve {𝜔𝑛𝑘} alt dizileri 

 

 𝔅𝜌(𝜔𝑚𝑘
, 𝜔𝑛𝑘) ≥ 𝜀 ve 𝔅𝜌(𝜔𝑚𝑘

, 𝜔𝑛𝑘−1) < 𝜀 (2.103) 

 

ifadeleri her 𝜌 > 0 için sağlasın. Bu durumda (2.103) ve (𝔅3) ifadelerinden 

 

           𝜀 ≤ 𝔅𝜌(𝜔𝑚𝑘
, 𝜔𝑛𝑘) 

              ≤ 𝜏𝔅𝜌(𝜔𝑚𝑘
, 𝜔𝑚𝑘+1) + 𝜏𝔅𝜌(𝜔𝑚𝑘+1, 𝜔𝑛𝑘+1) + 𝜏𝔅𝜌(𝜔𝑛𝑘+1, 𝜔𝑛𝑘) 

 

dir ve (2.101) ifadesi dikkate alınarak limit alınırsa 
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 lim
𝑛→∞

sup𝔅𝜌 (𝜔𝑚𝑘+1, 𝜔𝑛𝑘+1) ≥
𝜀

𝜏
 (2.104) 

 

bulunur. Benzer şekilde  

 

           𝜀 ≤ 𝔅𝜌(𝜔𝑚𝑘
, 𝜔𝑛𝑘) ≤ 𝜏𝔅𝜌(𝜔𝑚𝑘

, 𝜔𝑛𝑘−1) + 𝜏𝔅𝜌(𝜔𝑛𝑘−1, 𝜔𝑛𝑘−2) + 𝜏𝔅𝜌(𝜔𝑛𝑘−2, 𝜔𝑛𝑘) 

 

olur. (2.101) ve (2.102) ifadelerinden 

 

 lim
𝑛→∞

sup𝔅𝜌 (𝜔𝑚𝑘
, 𝜔𝑛𝑘) ≤ 𝜏ε (2.105) 

 

elde edilir. (2.99) eşitsizliğinden 

 

           1 ≤ 𝜁 (𝜏γ (𝔅𝜌(𝒬𝜔𝑚𝑘
, 𝒬𝜔𝑛𝑘)) , [γ (𝛽 (℮(𝜔𝑚𝑘

, 𝜔𝑛𝑘))℮(𝜔𝑚𝑘
, 𝜔𝑛𝑘))]

𝑘

) 

 

ve 

 

           ℮(𝜔𝑚𝑘
, 𝜔𝑛𝑘) =

1

𝜏
[𝔅𝜌(𝜔𝑚𝑘

, 𝜔𝑛𝑘) + |𝔅𝜌(𝜔𝑚𝑘
, 𝒬𝜔𝑚𝑘

) − 𝔅𝜌(𝜔𝑛𝑘 , 𝒬𝜔𝑛𝑘)|] 

                                     =
1

𝜏
[𝔅𝜌(𝜔𝑚𝑘

, 𝜔𝑛𝑘) + |𝔅𝜌(𝜔𝑚𝑘
, 𝜔𝑚𝑘+1) − 𝔅𝜌(𝜔𝑛𝑘 , 𝜔𝑛𝑘+1)|] 

 

olur. (2.101) ve (2.105) ifadelerinden bir üstteki ifadede limit alınırsa 

 

 lim
𝑛→∞

sup℮(𝜔𝑚𝑘
, 𝜔𝑛𝑘) ≤ 𝜀 (2.106) 

 

bulunur. (2.104), (2.106), γ ∈ Θ̂ ve 𝛽 ∈ 𝐵𝜏 ifadeleri ile (𝜁2) özelliğinden  

 

           0 < γ (𝛽 (℮(𝜔𝑚𝑘
, 𝜔𝑛𝑘))℮(𝜔𝑚𝑘

, 𝜔𝑛𝑘)) − 𝜏γ (𝔅𝜌(𝒬𝜔𝑚𝑘
, 𝒬𝜔𝑛𝑘)) 

               = lim
𝑘→∞

[γ (𝛽 (℮(𝜔𝑚𝑘
, 𝜔𝑛𝑘))℮(𝜔𝑚𝑘

, 𝜔𝑛𝑘)) − 𝜏γ (𝔅𝜌(𝜔𝑚𝑘+1, 𝜔𝑛𝑘+1))] 
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               ≤ lim
𝑘→∞

sup γ(
1

𝜏
℮(𝜔𝑚𝑘

, 𝜔𝑛𝑘)) − lim
𝑘→∞

inf sγ (𝔅𝜌(𝜔𝑚𝑘+1, 𝜔𝑛𝑘+1)) 

               ≤ γ (
𝜀

𝜏
) − 𝜏γ (

𝜀

𝜏
) ≤ 0  

 

çelişkisi ortaya çıkar. Bu durumda {𝜔𝑛}𝑛∈ℕ bir 𝔅−Cauchy dizisidir ve uzayın 

𝔅−tamlığından  

 

           lim
𝑛→∞

𝜔𝑛 = 𝔷 

 

olan 𝔷 ∈ 𝒮𝔅 vardır. 

Adım 4: 𝒬𝔷 = 𝔷 olduğu gösterilsin. Yani 𝔷 noktası 𝒬 dönüşümünün sabit noktası 

mıdır? 

𝒬𝔷 ≠ 𝔷 olsun. Bu durumda (2.99) ifadesinden 

 

           1 ≤ 𝜁 (𝜏γ (𝔅𝜌(𝒬𝜔𝑛, 𝒬𝔷)) , [γ (𝛽(℮(𝜔𝑛, 𝔷))℮(𝜔𝑛, 𝔷))]
𝑘
) 

 

olur ve (𝜁2) ifadesinden 

 

           𝜏γ (𝔅𝜌(𝜔𝑛+1, 𝒬𝔷)) < [γ (𝛽(℮(𝜔𝑛, 𝔷))℮(𝜔𝑛, 𝔷))]
𝑘

< γ(𝛽(℮(𝜔𝑛, 𝔷))℮(𝜔𝑛, 𝔷)), 

           ℮(𝜔𝑛, 𝔷) =
1

𝜏
[𝔅𝜌(𝜔𝑛, 𝔷) + |𝔅𝜌(𝜔𝑛, 𝒬𝜔𝑛) − 𝔅𝜌(𝔷, 𝒬𝔷)|] 

 

yazılır. Yukarıdaki eşitsizlikte limit alınır ve (2.101) ifadesi dikkate alınırsa 

 

           𝜏γ (𝔅𝜌(𝔷, 𝒬𝔷)) < γ (
1

𝜏2
𝔅𝜌(𝔷, 𝒬𝔷)) 

 

çelişkili ifadesi bulunur. Sonuç olarak 𝒬𝔷 = 𝔷 dir. 

Adım 5: Son olarak 𝔷 noktasının 𝒬 dönüşümünün tek sabit noktası olduğu göstermek 

için 𝔷∗ ≠ 𝔷 olan 𝔷∗  =  𝒬𝔷∗ özellikli bir nokta var olsun. Bu durumda (2.99) ifadesinden 
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𝜏γ (𝔅𝜌(𝒬𝔷, 𝒬𝔷
∗)) < γ (𝛽(℮(𝔷, 𝔷∗))℮(𝔷, 𝔷∗)), 

 

           ℮(𝔷, 𝔷∗) =
1

𝜏
[𝔅𝜌(𝔷, 𝔷

∗) + |𝔅𝜌(𝔷, 𝒬𝔷) − 𝔅𝜌(𝔷
∗, 𝒬𝔷∗)|] 

 

elde edilir. Fakat benzer şekilde bu ifade de limit alınırsa 

 

           𝜏γ (𝔅𝜌(𝔷, 𝔷
∗)) < γ(

1

𝜏2
𝔅𝜌(𝔷, 𝔷

∗)) 

 

eşitsizliği çelişkiye sebep olur. Yani 𝔷 = 𝔷∗ dir. Böylece 𝒬 dönüşümü tek sabit noktaya 

sahiptir. Böylece ispat tamamlanır. 

 ∎ 



 

 

 

 

3. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu tez kapsamında modüler 𝑏 −metrik uzaylar ve Branciari uzaklık fonksiyonu ile 

donatılmış modüler 𝑏 −metrik uzaylar üzerine çalışmalar yapılmıştır. 

Bu tezin ilk kısmı olan genel bilgiler bölümünde sabit nokta kavramının doğuşu ve 

süreci hakkında bilgi verilmiştir. Metrik uzay kavramı ve metrik sabit nokta kavramı ile ilgili 

bazı temel tanım ve teoremlere yer verilmiştir. Son olarak graf teorisi, homotopi teorisi, 

integral denklemler ve genelleştirilmiş bazı metrik uzay kavramlarından bahsedilmiştir. 

İkinci kısım olan ve bu tezin orijinal çalışmalarını içeren yapılan çalışmalar 

bölümünde ise sırası ile aşağıdaki sabit nokta sonuçları elde edilmiştir. 

Tam modüler 𝑏 −metrik uzaylarda öncelikle 𝐸 −daralma dönüşüm dört dönüşüm için 

tanımlanarak Suzuki daralma ve simülasyon fonksiyonlarını da kullanılarak bu dönüşümler 

için ortak sabit nokta teoremi ispatlanmıştır. İki ve tek dönüşüm için bazı sonuçlar 

verilmiştir. Elde edilen sonuçlar graf teorisine uygulanmıştır. Ayrıca, 𝐸 −daralma 

dönüşümü ile Banach daralma dönüşümü ispatlanmış ve sonuçları homotopi teorisine 

uygulanmıştır. 

Modüler 𝑏 −metrik uzaylarda Ξ tipindeki daralma dönüşümü dört dönüşüm ve 𝜏 

katsayısı düşünülerek tekrar tanımlanmış ve 𝐶 −sınıfı daralma dönüşümleri kullanılarak dört 

dönüşüm için tam modüler 𝑏 −metrik uzaylarda ortak sabit nokta teoremi ispatlanmış ve 

sonuçları elde edilmiştir. Elde edilen sonuçlar graf teorisine ve integral tipi daralma 

dönüşümlerine uygulanmıştır. 

Tam modüler 𝑏 −metrik uzaylarda 𝐹 −daralma dönüşümü ve Suzuki tipindeki 

daralma dönüşümü göz önüne alınarak çarpımsal ifadeler içeren ortak sabit nokta teoremleri 

ispatlanmıştır. Ayrıca elde edilen sonuçların literatürde geçerliliğini göstermek için örnekler 

verilmiştir. 

Simülasyon fonksiyon sınıfının bir genelleştirmesi olan 𝒵 −simülasyon fonksiyon 

sınıfını kapsayan yeni bir genelleştirilmiş Ψ∗ −simülasyon ve Ψ∗ − 𝜏 simülasyon sınıfları 

tanımlanmıştır ve örneklerle desteklenmiştir. Ayrıca, Ψ∗ − 𝜏 simülasyon sınıfı ve 

Θ −daralma dönüşümü göz önüne alınarak genelleştirilmiş Suzuki Berinde 𝑍̂Ψ∗
Θ −daralma 

dönüşümü ifade edilmiştir. Modüler 𝑏 −metrik uzaylarda genelleştirilmiş Suzuki Berinde 

𝑍̂Ψ∗
Θ −daralma dönüşümünü sağlayan ortak sabit nokta teoremi ispatlanmış ve literatürde 
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bilinen bazı sabit nokta sonuçlarının bir genelleştirmesi olan bazı sonuçlara ulaşılmıştır. Elde 

edilen sonuçların integral denklemlere uygulaması verilmiştir. 

Branciari metrik ve modüler 𝑏 −metrik uzay kavramları beraber düşünülerek 

Branciari uzaklık fonksiyonu ile donatılmış modüler 𝑏 −metrik uzayı tanımlanmıştır ve bu 

uzayda bazı örnekler verilmiştir. Bu uzay üzerindeki topolojik kavramlardan bahsedilmiştir. 

Diğer yandan 𝒵 −simülasyon fonksiyon, Θ −daralma 𝐸 −daralma ve Geraghty daralmalar 

göz önüne alınarak genelleştirilmiş simülasyon Θ̂℮
𝛽
−daralma dönüşümü tanımlanmıştır. 

Branciari uzaklık fonksiyonu ile donatılmış modüler 𝑏 −metrik uzayda genelleştirilmiş 

simülasyon Θ̂℮
𝛽
−daralma dönüşümünü sağlayan sabit nokta teoremi ispatlanmıştır. 

Sonuç olarak bu tezde ilk kez tanımlanmış olan 𝑍̂ −simülasyon fonksiyon sınıfı 

aracılığı ile literatürde bulunan pek çok çalışma, metrik uzaylarda veya çeşitli 

genelleştirilmiş soyut metrik uzaylarda daha genel olarak elde edilebilir ve sabit (ortak) 

nokta teoremleri kurulabilir. 

Ayrıca, ilk kez ortaya koyulan Branciari uzaklık fonksiyonu ile donatılmış modüler 

𝑏 −metrik uzay ile elde edilen örneklerin ve ispatlanan sabit nokta sonuçlarının ile bu alanda 

çalışmayı düşünen araştırmacılar için öncü ve yardımcı olacağı düşünülmektedir. Bu yeni 

kavramın literatür bilgisinin gelişmesinde ortaya koyulacak olan farklı yaklaşımlar ile 

gelecekte yeni bir çalışma alanı olacağı umut edilmektedir. 
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