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Bu caligsma, literatiirdeki 6nemli stok kontrol modellerinden biri olan (s, S) tipli yari-
Markov bir envanter model i¢in moment bazli yaklasimlar gelistirmeyi amaglamaktadir. Bu
model i¢in literatliirde cesitli asimptotik agilimlar bulunmaktadir. Tiim bu g¢aligmalar,
temelde talep rasgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonu olan F(t)'nin yapisinin bilinmesi
kosuluna dayanmakta ve bu kosul dogrultusunda {iretilen yenileme fonksiyonunun
asimptotik acilimmin elde edilmesini gerektirmektedir. Ancak, yenileme fonksiyonunun
elde edilmesi belirli dagilim aileleri i¢in zor olabilmekte, yenileme fonksiyonu elde edilse
bile bu fonksiyonun matematiksel yapisi uygulamada zorluklar yaratabilmektedir. Ancak,
birgok durumda F (t)" momentlerini hesaplamak oldukga basittir. Bu nedenle, bu ¢alismada
(s,S) stokastik kontrol modelinin belli 6zellikleri talep rasgele degiskenlerinin yalnizca ilk
ic momentinin bilinmesi kosuluna dayanilarak incelenmistir. Bu metotla (s,S) tipli
stokastik kontrol modelini ifade eden stokastik siirecin ergodik dagilimi ve ergodik
dagiliminin n. dereceden momentleri i¢in basit ve kompakt yaklasimlar elde edilmistir. Bu
calismada, yenileme fonksiyonu i¢cin Kambo vd., (2012) tarafindan Onerilen, yenileme
fonksiyonunu olusturan rasgele degiskenlerin ilk {i¢ momentine dayali yaklasim

kullanilmistir.
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dagilim fonksiyonu, Ergodik dagilimin momentleri, Asimetrik
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This research aims to develop moment-based approximations for a semi-Markov
inventory model of type (s, S), which is one of the important inventory control models in
the literature. There are various asymptotic expansions for this model in the literature. All
these studies are basically based on the condition of knowing the structure of the distribution
function F(t) of the demand random variables and obtaining the asymptotic expansion of
the renewal function generated in accordance with this requirement. However, obtaining the
renewal function may be difficult for certain families of distributions, and even if the renewal
function is obtained, the mathematical structure of this function may create difficulties in
practice. In many cases it is simple to compute the moments of F (t). Therefore, in this study,
certain properties of the (s,S) stochastic control model are investigated based on the
condition that only the first three moments of the demand random variables are known. With
this method, simple and compact approximations are obtained for the ergodic distribution of
the stochastic process expressing the stochastic control model of type (s, S) and for the nth
order moments of the ergodic distribution. In this study, we use the approach proposed by
Kambo et al., (2012) for the renewal function based on the first three moments of the random

variables constituting the renewal function.

Key Words: Inventory models of type (s,S), Reward-renewal processes, Ergodic
distribution function, Moments of ergodic distribution, Asymmetric
triangular distribution, Moment-based approximations.
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Stokastik stiregler, rasgele degisken dizileri arasindaki dinamik iliskileri nicellestirme
teknikleriyle ilgilenir. Modern istatistik teorisinin temellerini olusturulmasina 6nemli
katkida bulunan Neyman, 1960 yilinda yazdig1 bir makalede stokastik siire¢lerin 6nemini su
sekilde vurgulamistir:

“‘Su anda, bilimde dinamik belirsizlik doneminde, gergeke¢i bir sekilde incelenirse,
stokastik siirecler iizerindeki islemleri icermeyen ciddi bir arastirma nerdeyse yoktur.”’
(Neyman, 1960).

Rasgeleligin etrafimizdaki olaylarin ¢ogunun ayrilmaz bir pargasi olmasi nedeniyle,
stokastik modeller, doga ve miihendislik bilimlerindeki problemlerini modellemede kritik
bir rol oynamaktadir. Bu modeller gen mutasyonlar1 gibi biyolojik ve tip bilimlerinde var
olan degiskenligi analiz etmek i¢in kullanilabilir. Stokastik modeller ayrica ekonomi ve
psikolojiden elektronik ve bilgisayar bilimlerine kadar pek ¢ok farkli alanda ¢esitli olaylar
modellemek i¢in kullanilir. Bu tiir modeller, modelleyicilere yeni bakis agilari ve bilgiler
saglar. Daha yeni siirecler, modelleme uzmanlarinin ihtiyaglarina uygun olarak gelismeye
devam etmektedir. Ancak, Markov siiregleri, rasgele yiiriiylis ve yenileme siirecleri gibi
temel stirecler, uygulama esnekligi agisindan diger siireclerine gore daha yiiksek performans
gostermektedir.

Yenileme sitirecleri, "kendisini yenileyen siireglerin" ¢alismasindan ortaya ¢ikmis ve
ilk olarak Poisson siirecinin bir genellemesi olarak tanitilmistir. Yenileme siire¢leri, bir¢ok
farkli alanda kullanilabilen esnek ve giiglii bir modelleme araci olarak hizmet vermektedir.
Giivenilirlik mithendisliginden finansa, biyolojiden endiistriyel sistemlere kadar, yenileme
siireglerinin uygulama alanlar1 oldukga genistir. Ornegin, giivenilirlik miihendisliginde,
ariza ve tamir siireglerini modellerken, envanter yonetiminde stok seviyelerini ve yenileme
politikalarin1 optimize etmek i¢in kullanilirlar. Ayn1 zamanda, kuyruk teorisinde, bekleyen
miisterilerin ve islemlerin zamanlamasini1 analiz etmek i¢in de 6nemli bir rol oynarlar.
Finansal sistemlerde, 6zellikle sigorta ve risk yonetimi alanlarinda, hasar 6demelerinin ve
risklerin zaman icindeki dagilimlarim1 modellemek icin yenileme siirecleri kullanilir.

Biyolojide ve tipta ise, hastalik ilerlemesi ve tedavi planlamasi gibi siireglerin



modellenmesinde Onemli bir rol oynarlar. Bu g¢esitli uygulama alanlari, yenileme
stireclerinin genis kullanimi ve pratikteki 6nemini vurgular.

Y enileme siireglerinin analizinde ve uygulamalarinda anahtar araglardan biri yenileme
fonksiyondur. Bu fonksiyon, herhangi bir zaman aralifinda yenileme sayisinin beklenen
degerini verir. Yenileme fonksiyonu, yenileme siiregleri i¢in ¢ok onemlidir ¢iinkii siireci
tamamen karakterize eder. Yenileme fonksiyonu, yenileme denklemi olarak bilinen bir
integral denklemin ¢6ziimii olarak ifade edilebilir. Ancak, bu denklemlerin analitik ¢oziimii
genellikle miimkiin olmadigi icin, pratikte kullanimlar1 zor olabilir.

Bu integral denklemler, yenileme fonksiyonunu igerir ve bu fonksiyonun agik bir
sekilde incelenmesi sadece ¢ok az spesifik durumda miimkiindiir. Bu nedenle, yenileme
fonksiyonlarinin incelenmesinde yaklasim yontemleri, genellikle analitik ¢oziimlerin
miimkiin olmadig1 durumlarda, biiyilk 6nem tasir. Feller (1971), yenileme denklemleri
saglayan bir¢ok olguyu orneklemistir. Keyfitz (1968), yenileme denklemin demografi
alanindaki kullanimini, Bartholomew (1973) sosyal siireclerdeki kullanimini, Bartholomew
(1976) ve Bartholomew & Forbes (1979) insan giicii ¢alismalarindaki kullanimini ve Sahin
(1983) stok modellerindeki kullanimini incelemistir. Yenileme fonksiyonunun pratik
uygulamalardaki 6nemi nedeniyle, bu fonksiyon ig¢in ¢esitli yaklagimlar Onerilmistir
(Smeitink & Dekker, 1990; Politis & Pitts,1998; Xie, 1989; Xie vd., 2003; Parsa & Jin, 2013;
Mitov & Omey, 2014; Campbell, 2018; Jiang, 2020; 2022).

Bu alanda yapilan 6nemli ¢alismalardan biri de yenileme fonksiyonu i¢in Kambo vd.,
(2012) tarafindan Onerilen basit yaklasimdir. Bu yaklasim, yalnizca talep rasgele
degiskenlerinin ilk iic momenti mevcut, sonlu ve bilinir oldugunda uygulanabilmekte ayrica
yenileme fonksiyonunu iireten rasgele degiskenlerin dagilim fonksiyonlarinin kapali
formunun bilinmesini gerektirmemektedir.

Yari-Markov envanter modellerinin uygulamalart stok kontroli, giivenilirlik, sigorta
ve kuyruk teorisi gibi ¢ok ¢esitlidir. Mevcut literatiirde bu modellerin olasilik ve sayisal
Ozellikleri iizerine birgok c¢alisma bulunmaktadir. Bu konudaki 6nemli g¢alismalardan
(Nasirova vd., 1998; Khaniyev & Mammadova 2006; Khaniyev & Atalay, 2010; Khaniyev
& Aksop, 2011; Bekar vd., 2013; Khaniyev vd., 2013; Aliyev vd., 2016; Hanalioglu vd.,
2018; Hanalioglu & Khaniyev, 2019; Aliyev, 2016; Kamislik vd., 2018; Gever & Khaniyev
(2022); Kamislik vd., 2020; Kamislik vd., 2023) tarafindan yapilan ¢alismalardir.

Literatiirde en ¢ok kullanilan (s,S) tipli yari-Markov stok kontrol modellerinin

karakteristikleri incelenirken talep rasgele degiskenleri tarafindan iiretilen yenileme



fonksiyonu kullanilmaktadir. Pratik uygulamalarda, yenileme fonksiyonunun kullanilmasi
icin bir yenileme siireci ile bagli dagilim fonksiyonunun fonksiyonel formunun bilinmesi
gereklidir. Bu nedenle, yari-Markov envanter modelleriyle ilgili onceki ¢alismalar, talep
rasgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonlari olan F(t)’nin bilinmesi gerektirmektedir.
Ancak, yenileme fonksiyonunu gergek diinya problemlerine uygulanirken bu varsayimin
kargilanmasi her zaman miimkiin olmayabilir. Bunun nedeni ¢ogu dagilim icin yenileme
fonksiyonunun kesin formunun e¢lde edilmesinin zor olusudur. Ancak, bir¢ok durumda,
yenileme fonksiyonunu iireten rasgele degiskenlerin momentlerini hesaplamak nispeten
kolaydir. Bu durumda (s, S) tipli stokastik kontrol modelinin 6zelliklerini arastirmak igin
moment-bazli bir yaklagim kullanmak bahsedilen zorluklar1 agmak agisindan 6nemlidir.

Bu ¢alismada, (s,S) tipli bir yari-Markov envanter modeli, 6diillii yenileme siireci
olarak adlandirilan yari-Markov bir stokastik siire¢ yardimi ile modellenecek ve modeli ifade
eden siire¢ matematiksel olarak kurulacaktir. Daha sonra, Kambo vd., (2012) ¢aligmasinda
onerilen yenileme fonksiyonunun moment-bazli yaklagimi kullanilarak, (s,S) tipli envanter
modeli ifade eden siirecin belirli baz1 karakteristikleri incelenecektir.

Bu tiir modeller i¢in sunulan yaklasimlarin asagidaki gereklilikleri saglamasi arzu

edilir:

Dogruluk
e Basitlik: Ozellikle, kapali formda bir ifadeye sahiptir ve ek sayisal hesaplama
gerekliligini ortadan kaldirarak dogrudan kullanilabilir.
e Uygulanabilirlik: Belirli bir dagilimla simirli olmak yerine daha genis bir dagilim
ailesine uygulanabilir olmalidir.
e Aciklik: Kalan terimlerin sifira dogru nasil yakinsadigi agik olmalidir.

Bu calismada, yukarida listelenen tiim gereksinimleri karsilayan bir yaklagim
sunmaktadir.

Bu calismanin amaci, 6zellikle asimptotik agilimlarin 6nerildigi durumlarda, dnceki
aragtirmalarda tespit edilen bir boslugu gidermektir. Literatiirde simdiye kadar elde edilen
sonuglar asimptotik agilimlar oldugundan, ilk iki veya ii¢ terimden sonra kalan terimler
genellikle kiigiik oh (o) veya biiyiik oh (0) notasyonlariyla gosterilir. Bu durumda kalan
terimlerin sifira nasil yakinsadigini tam olarak gzlemlemek miimkiin degildir. Ancak, kalan
terimlerin sifira nasil yakinsadigini anlamak uygulama i¢in ¢ok Onemlidir. Bu amacla,

Kambo'nun yaklagimini kullanilarak yari-Markov stokastik modelimiz ifade eden X(t)



yenileme siirecinin ergodik dagilimi ve ergodik dagilimin n. dereceden momentleri igin
yaklagik formiiller elde edilecektir.

Bu tez iki ana kismindan olugsmaktadir. Birinci ana kisim 7 boliimden olusmaktadir.
1.2 ve 1.3 bolimlerde sirasiyla, stokastik siiregler ve yenileme siireglerinin bazi temel
kavramlari gozden gegirilmistir. 1.4 boliimde ise yenileme denkleminin ¢oziimii olan
yenileme fonksiyonu tanitilmig ve onun moment-bazli yaklagimi 1.5 boliimde verilmistir.1.6
boliimde (s, S) tipli yari-Markov envanter modelleri kisaca anlatilmistir. Ayrica, 1.7 boliim,
literatiir taramasi i¢in ayrilmistir.

Ikinci ana kisim ise iki boliim halinde sdyle diizenlenmistir. 2.1 boliimde, klasik (s, S)
tipli yari-Markov envanter modeli ele alinmis ve 6diillii yenileme siirecinin degistirmesiyle
ifade edilmistir. Daha sonra, siirecinin ergodik dagilimi ve ergodik dagiliminin n. merteben
momentleri i¢in Kambo anlaminda moment-bazli yaklasimlar elde edilmistir. Kambo'nun
yaklagimina gore elde edilen yaklasik formiillerin, literatiirde mevcut olan (genellikle Feller
yaklasimi olarak bilinir) formiillerine gore daha etkin oldugunu gostermek icin 6zel bir
ornegi ele alinmistir. 2.2 boliimde ise, modelimize asimetrik tiggensel miidahale koyularak,
stirecinin  ergodik dagilimi ve ergodik dagilimmin momentleri igin moment-bazli
yaklagimlar elde edilmistir. Son olarak, ortaya ¢ikan sonuglar1 Kullanilarak, siirecin ilk dort

momenti ve varyansi i¢in yaklagik formiilleri elde edilmistir.

1.2. Stokastik Siirecler

Stokastik slirecler, matematik, istatistik, fizik, ekonomi ve biyoloji gibi ¢esitli
alanlarda temel oneme sahiptir, ¢iinkii belirsizlik ve rasgeleligi modellemek i¢in giiglii bir
gergeve sunarlar. Dogasinda belirsizlik olan sistemleri analiz ederek, karmasik fenomenleri
anlamamiza yardimci olmaktadir. Tahmine yonelik modellerinde, stokastik siirecler,
gelecekteki olaylardaki belirsizligi dikkate alan olasiliksal tahminler yapmamizi saglar.
Finans, sigorta ve miihendislikte risk degerlendirmesi i¢in, stokastik siirecler rasgele
dalgalanmalar1 ve asir1 olaylar1 modelleyerek riskleri 6lcer ve azaltma stratejileri tasarlar.
Ayrica, stokastik siirecler simiilasyon ve optimizasyon ¢aligmalarinda, belirsizlik altindaki
sistem davraniglarini analiz etmeye ve saglam sistemler tasarlayip optimal kararlar almaya
imkan tanir. Cikarimsal istatistikte, 6rneklerden popiilasyonlar hakkinda olasiliksal sonuglar
cikarilmasini saglarlar. Makine 6greniminde, stokastik siiregler zaman serisi analizi ve

olasiliksal modelleme gibi gorevlerde algoritmalar1 gelistirerek veri belirsizligini



belirlemeye yardimci olur. Kalite kontroliinde ise, stokastik siire¢ler iiretim siireclerindeki
rasgele degisimleri analiz ederek, kaynaklari belirlemeye ve daha iyi kalite icin siiregleri
optimize etmeye yardimci olur. Genel olarak, stokastik siirecler, cesitli disiplinlerde
belirsizligi anlama, tahminler yapma, riskleri yonetme ve siiregleri optimize etmek icin
kapsamli bir matematiksel ¢erceve saglar.

Asagidaki grafik on lilkede nem oraninin zamana gore degisimini gostermektedir. Bu

oraninin zamana gore degisimini bir stokastik stirecidir.

Cin
Fransa
Almanya
iran
italya
ispanya
Hollanda
Tirkiye

JURReNELY

ingiltere
ABD

0zZoz
0Z0Z/vZ

Sekil 1. On iilkede nem orani (Bir stokastik siirecin realizasyonlari) (Stephen vd., 2022)

Secilmis bir iilkede nem oraninin degisimi g6z 6niine alindiginda t” ye bagl olan ve
rasgele olmayan bir fonksiyon elde edilir. Bu fonksiyon stokastik siirecin bir realizasyonu

denir.
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Sekil 2. Tiirkiye’de nem orani (Stokastik siirecin bir realizasyonu)

Stokastik siirecin t parametresi sabit tutulursa, bu durumda bir rasgele degisken elde
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Sekil 3. t sabit tutuldugunda stokastik siirecin realizasyonlari (Stephen vd., 2022)

Stokastik siire¢lerin tanimlanabilmesi i¢in matematiksel ¢ergeveler tizerinde durulmasi

gerekmektedir.



Bir olasilik modelin elemanlari

e Ornek uzay1 2 : Bir deneyin miimkiin tiim sonuglarmin kiimesidir.

e Olasilik 6l¢iisii: Miimkiin sonuglardan olusan bir A kiimesine (olay olarak da
adlandirilir) negatif olmayan bir P (A) sayist (A'nin olasiligi olarak adlandirilir)
veren fonksiyondur. A'nin elemanlarinin olasiligi hakkindaki bilgi verir.

e () 6rnek uzayinda o-cebir.

Bu yapilarin matematiksel tanimlar1 verelim.
Tamm 1.2.1 (Nasirova vd., 2009)
0 6rnek uzayinin baz alt kiimelerinden olusan kiimeler sinifin1 U olsun. Eger bu sinif
asagidaki kosullari sagliyorsa ona 2’ da cebir denir.
1) NneU,
2) AeUise A€ U,
3) A, BEUiseAUBEU.
Burada, 3. kosulu asagidaki gibi de verebiliriz.
3) A, BeEUiseANBEU.
Bir £2 kiimesinin biitiin alt kiimelerinin olusturdugu sinifa kuvvet kiimesi denir.
Tamm 1.2.2 (Nasirova vd.,2009)
F , 2’ nin bir smifi olsun. Eger F asagidaki kosullar1 sagliyorsa ona bir a-cebir denir.
1) N e F,
2) AeFiseAd€e T,
3) Ay e F,k=>1iseUg Ay € F.
0 bir 6rnek uzayi olsun. Eger F, 0’da bir o-cebir ise giftine (2, F) olgiilebilir uzay
denir. Her A, 2’ nin alt kiimesi i¢in A € F kosulu sagliyor ise A’ ya rasgele olay denir.
Tamm 1.2.3 (Nasirova vd.,2009)
F , £’ nin herhangi bir o-cebir olsun. F cebirinin elemanlar1 lizerinde tanimlanmis
P:F — [0,1] fonksiyonu
1) VA€ Ficin P(A) =0,
2) P(2)=0,
3) F’dan alinan her ayrik {A;} kiime dizisi i¢in

p([]Ak> =S pay
k=1 k=1



kosullarini saglayan P fonksiyona olasilik 6l¢iisii denir. P(A) ise A’nin olasilig1 denir.

Tamm 1.2.4 (Grimmett & Welsh, 2014)

(Q, F, P) olgiisii asagidaki kosullari sagliyorsa bir olasilik uzayi denir.

1) Q bos olmayan bir kiime,

2) F smifi,  lizerinde tanimlanmis bir o-cebir,

3) P, (Q,F) lizerinde tanimlanmis bir olasilik 6l¢iistidiir.

Bir kiimenin altkiimelerin iizerinde tanimlanmig en kiigiik o-cebir, Borel a-cebir denir.

Tamm 1.2.5 (Nasirova vd.,2009)

(Q, F, P) bir olasilik uzay1 olsun. R = (—o0, 00) kiimesinin alt kiimelerin iizerinde
tanimlanmis Borel o-cebir By olsun. Q’ da tanimlanmig, R kiimesinden degerler alan
X = X(w) fonksiyona rasgele degisken denir. Burada, {w: X(w) € By} € F olmaldir.

(2,F,P) olasiik uzayr itzerinde tamimlanmis X = {X(w,t), t € T}rasgele
degiskenler ailesine rasgele fonksiyon denir. T € R kiimesine X rasgele fonksiyonunun indis
kiimesi denir.

Eger T = R* ve t parametresi zaman temsil ediyorsa X (w, t) rasgele fonksiyona bir
stokastik siire¢ denir. T indis kiimesi sayilabilir ise, X(w,t) siirecine kesikli zamanli
stokastik siireg, T bir aralik ise X(w, t)’ ye siirekli zamanl stokastik siire¢ denir. Her bir t
icin bir tane rasgele degisken elde edilir.

Her bir sabit tutulan w parametresi icin, sadece t ye bagl rasgele olmayan bir
fonksiyon elde edilir. Bu fonksiyona X(w,t) stokastik siirecinin realizasyonu
(gerceklestirilmesi) denir.

Bilinmektedir ki, herhangi bir X rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu
Fyx(x) = P{X < x} ile ifade edilir. n tane rasgele degiskenin (X;,X,,...,X,) vektoriiniin
ortak dagilim fonksiyonu Fy, y, x, (X1, X2, ..., Xn) = P{X1 < Xy, ..., Xy < X} seklindedir.

Bir stokastik siire¢ t € T indisli rasgele degiskenlerin ailesi oldugundan dagilim
fonksiyonlar1 rasgele degiskenlerin vektorlerine benzer seklinde ortak dagilim fonksiyonu
yardimut ile ifade edilebilir.

Tamm 1.2.6 (Aliyev, 2010)

X(w, t) bir stokastik siire¢ olsun, ty,ty,...,t, €T. X(w,t;),X(w,ty), ..., X(w,t,)

rasgele degiskenlerinin

Ft1,t2,..tn(x11x21 ""xn) = P{X((U, tl) < X1, ...,X((U, tn) < xn}: Xi € ]Rul >1



ortak dagilim fonksiyonuna X (w, t) siirecinin n-boyutlu dagilim fonksiyonu denir.
Tamm 1.2.7 (Aliyev, 2010)
X (w, t) bir stokastik siire¢ olsun. F;(x), X(w,t)’ nin bir boyutlu dagilim fonksiyonu

olmak iizere. Eger V ¢ € T igin [*__|x| dF (x) sonlu ise

[ee)

E(X(w,t))zf x dF:(x)

integraline X (w, t) siirecinin beklenen degeri denir ve my (t) ile gosterilebilir.

X(w,t)

my(t)

Sekil 4. Bir stokastik siirecin beklenen degeri

Tanim 1.2.8 (Aliyev, 2010)

X (w, t) bir stokastik siire¢ olsun. my (t) siirecinin beklenen degeri olmak tizere,

Var(X(a), t)) = E(X(w,t) — my(t))? fonksiyona X (w, t) siirecinin varyansi denir.

Yenileme fonksiyonlarini anlamak ve bunlarin ardindaki teoriyi kavrayabilmek igin,
bu devam eden boéliimiinde yenileme teorisi hakkinda temel kavramlari sunuyoruz ve ayrica

yenileme fonksiyonlarina yaklagimlarla ilgili mevcut literatiirii gozden geciriyoruz.
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1.3. Yenileme Siirecleri

Yenileme teorisi, parcalarin bozulmasi ve degistirilmesiyle ilgili baz1 6zel sorunlari
inceleyerek baslamistir. Bununla birlikte, teorinin uygulamalarinin zenginligi, teori ve
uygulamanin son derece uyumlu hale gelmesine yol agmustir.

Yenileme siirecleri, zaman i¢inde ayn1 olaylarin gergeklesmesini modelleyen stokastik
siireclerdir.

Yenileme stireglerinde, her bir varis veya olay bir yenileme olarak adlandirilir. Ardisik
iki yenileme arasindaki zaman araliklarini temsil eden rasgele degiskenler bagimsiz ve ayni
dagilima sahip olduklari i¢in, her bir yenileme ile bu siire¢ olasiliksal olarak yeniden baslar.
Yani, her yenileme, bir 6ncekinden bagimsiz olarak gerceklesir ve bu nedenle yenileme
siireci her bir yenileme ile yeniden baslar. Bu 06zellik, yenileme siire¢lerinin temel
ozelliklerinden biridir ve bu siireglerin analizinde 6nemli bir rol oynamaktadir. Yenileme
stireclerinin daha iyi anlasilabilmesi i¢in asagidaki 6rnekler verilsin.

Ornek 1

Ty, Ty, ... araclarin bir otoyol iizerinde belirli bir sabit noktadan gectigi ardisik anlar
olsun. Eger X;, X5, ... iki ardisik araba arasinda gegen zamani gostermek tizere bu rasgele
degiskenler birbirinden bagimsizsa ve ayni dagilima sahipse, o zaman {T,; n = 0} bir
yenilenme siirecidir. Ozellikle, eger { X;, i = 1} rasgele degiskenlerin dagilimu iistel ise, o
zaman yenileme siireci T,, bir Poisson siireci olur.

Ornek 2

Omiirleri birbirinden bagimsiz aym 6zelliklere sahip ampulleri igeren bir deneyi ele
alalim. Deneyde her seferinde bir ampul kullaniliyor ve ampul arizalandiginda yerine hemen
setten bagka bir ampul takiliyor. Arizali bir ampuliin degistirildigi her sefer bir yenileme
olaymi ifade eder. X;, i > 1 rasgele degisken olmak tizeri i. ampuliin 6mriinii gostersin,
burada X, =0 dir. Ampullerin benzer oldugu varsayildigindan, X;, i > 1 rasgele
degiskenleri bagimsizdir ve ayni dagilima sahip olur. N(t), ilk ampuliin t = 0 aninda
kullanilmaya basladigini varsan [0, t] araliginda yenileme olaylarmin sayisin1 gostersin. ilk
n ampuliin arizalanma stiresi T,, su sekilde verilir: To =0, Ty = Xy, T, =X, +
Xy Ty = X1+ X+ 4+ X, .

T, = Y= X; bir yenileme siirecidir.
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{X, ,n = 1} bagimsiz, ayn1 dagilima sahip ve negatif olmayan rasgele degiskenlerin
dizisi olsun. Burada, X,, rasgele degiskeni, (n — 1). ve n. variglarin arasinda gegen siireyi
temsil etmektedir. {X,, ,n = 1} dizisine arislar aras1 gegen zamanlar dizisi denir.

Tanim 1.3.1 (Ross, 1996)

X;, (i —1).vei. varslar arasinda gegen zaman olmak tizeri, {X,, ,n = 1} bagimsiz,
ayni dagilima sahip ve negatif olmayan rasgele degiskenler dizisine variglar aras1 gecen

zaman dizisi denir.

Sekil 5. Varislar arasi gegen zaman

P{X, = 0} < 1 oldugunu varsayalim. X,, Rasgele degiskenlerin dagilim fonksiyonu
F(t) = P{X,, <t}olsun. X,, negatif olmadigina gore, beklenen degeri E (X,, ) mevcuttur

ve asagidaki gibi tanimlanir.

[ee]

EX,)=u= J xF (x)dx.
0

Burada p sonsuz olabilir. u — oo oldugunda % — 0 olarak yorumlanacaktir. { T,,} rasgele
degisken dizisi,

To=0; T, =X, + X + +X;,,n=21 (D
olarak tanimlansin. T, , n. olayin zamani verir ve T, rasgele degiskenlerin dagilim

fonksiyonu P{T, <t} = F*™(t) gibi verilir.
Burada, F*™(t), F(t)’in n. konvoliisyon ¢arpimidir. Yani,

F* (t) = f et (t — x) dF (x),
0
ve

) 1, t=0
Fo(t)z{o, t<0
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dir. N (t), t anina kadar meydana gelen olaylarin sayis1 olmak {izere,

Nt =supin=>1,T, <t} (2)

ile tanimlansin. {N(t),t = 0 } sayma siireci denir.

Zaman igerisinde meydana gelen belirli olaylarin sayisini modellemek, cesitli
problemlerin ¢éziimiinde dnemlidir. Sayma siiregleri, bu tiir problemleri modellemek igin
kullanilan, negatif olmayan, degerleri artan ve tam say1 degerli 6zel stokastik siireclerdir.

Tamm 1.3.2 (Sayma siireci)

Eger {N(t),t € [0, )} stokastik siireci, 0 zamanindan t zamanina kadar ve t zamani1
da dahil olmak iizere, meydana gelen olaylarin sayisi ise sayma siireci olarak adlandirilir.
Sayma siireci asagidaki sartlari saglar:

1)N) =0

2)Vte[0,), N(t) €{1,2,..}

3)0<s<tiseN(t)—N(s),[s, t) araliginda variglarin sayisidir.

N(t), indigatér fonksiyonu kullanilarak matematiksel olarak asagidaki gibi ifade
edilebilir:

N; (w) = z I Th(w) , t=>0, w € 0.
n=0

1, we€]0,t]
0, w¢é]l0,t]

bigiminde tanimlanir.

Burada, I, = {

N (t), sayma siirecinin realizasyonu asagidaki Sekil 6. ile gosterilir.
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N(D)
- .
- ’——
i —
Xz

i 1

X, |

Ty T T T, Ts

Sekil 6. Sayma siirecinin bir realizasyonu

Sekil 6.” de goriildiigii gibi, eger olaylar Ty, T,, Ts ... anlarinda gerceklesiyorsa, her
sabit tutulmus t icin N(t), T; < t olan T; nin sayisim gostermektedir. Ornegin t € [T5,T,)
oldugunda N (t) = 3 olmaktadir ¢iinkii t zamanina kadar 3 olay meydana gelmistir.

Tamim 1.3.3 (Yenileme siireci) (Feller 1971)

(Q, F, P) olasilik uzayinda, {X, ,n = 1}, bagimsiz, pozitif ve ayn1 dagilima sahip
rasgele degiskenler dizisi olsun. X,, , (n — 1). ve n. varislar arasinda gecen zamani gosteren

rasgele degiskendir.

n
T, =in, To =0
i=1

olsun. T, , n.varigin gergeklestigi zamandir.
N(t), [0,t] araliginda meydana gelen yenilemelerin sayisin1 veren rasgele degiskendir.
{N(t), t = 0} sayma siirecine yenileme siireci denir.

Genellikle, bir yenileme siireciyle bir 6diil veya maliyet sisteminin var oldugu

durumlar1 gdz oniinde bulundurmamiz gerekir. Odiiller zaman icinde siirekli olarak
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biriktirilebilir veya belirli zaman noktalarinda belirli gecisler gerceklestiginde bu ddiilleri
kazanabiliriz. Bu durumda 6diillii yenileme siireci ile ilgileniyoruz.

Tamm 1.3.4 (Odiillii yenileme siireci) (Feller, 1971)

N (t) bir yenileme siireci olsun. , {X,, ,n = 1}, bagimsiz, pozitif ve ayni dagilima sahip
rasgele degiskenler dizisi verilsin. X, , (n — 1). ve n. varislar arasinda gecen zamani
gosteren rasgele degiskendir. Her yenilemenin ardindan sisteme bir o0diil verildigi

varsayilsin. R,,, n.yenileme sirasinda kazanilan 6diil olmak {izere

N(t)

R.()= ) R,

t anina kadar sisteme verilen toplam &diillerin sayisidir.

{R,, ,n = 1} bagimsiz aym dagilima sahip rasgele degiskenlerin dizisidir. {R,, ,n = 1} ve

{X, ,n = 1} dizileri birbirinden bagimsizdir. {R(t),t = 0} bigiminde tanimlanan siirece

odiillii yenileme siireci denir.

Simdi, N(t) yenileme siireci i¢in biiyiik sayilar kanunu asagidaki teorem ile verilmistir.
Teorem 2.1.1.1 (Mitov & Omey, 2014)

E[X;] = u, sonlu olsun. Bu durumda her ¢ igin t — oo iken

Al

> e}—>0

dogrudur.
N (t) yenileme siireci i¢in merkezi limit teorimi asagidaki gibi verilmistir.
Teorem 2.1.1.2 (Mitov & Omey, 2014)
E[X;] =, veV[X,] = g2 ise t > o iken

N(E) — %

VHito?

P <xp-o P(x),

tZ
burada, ®(x) standart normal dagilimin dagilim fonksiyonudur. ®(x) = Tz dt.

1 x
o)t
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1.4. Yenileme Fonksiyonu

Yenileme fonksiyonu, belirli bir zaman aralifinda meydana gelen toplam yenileme
sayisi N(t)’ nin beklenen degerini tanimlayan bir fonksiyondur. Bu fonksiyon, yenileme
siirecinin davranisini analiz etmek ve modellemek i¢in 6nemlidir.

Herhangi bir t zamaninda, N(t)’ nin beklenen degerini ifade edebilmek i¢in negatif
olmayan bir fonksiyonun konvoliisyon kavramini tanitmamiz gerekmektedir.

Tamm 1.4.1 (Cinlar, 1995)

F, R* iizerinde tanimlanan bir dagilim fonksiyonu olsun ve g, R*iizerinde tanimlanan,
herhangi bir sonlu aralik [0, t] lizerinde sinirli, negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Bu

durumda F * g fonksiyonu su sekilde tanimlanir:

Fxg(t) = f 9t — 2)dF (), @3)
0

(3) ile taniml1 degere t € R igin konvoliisyon ¢arpimi denir.
Pratikte, g yerine bir dagilim fonksiyonu G ile verilirse, F * G bir dagilim fonksiyon
olur. F * G’ nin ifade ettigi anlam1 gormek i¢in X, Y'nin bagimsiz rasgele degiskenler

oldugunu ve F ve G’ nin sirasi ile dagilimlart oldugunu varsayalim. Bu durumda,

P{X+Y <t}=E[P{X+Y <t\X}]

= E[G(t — X)]
t

=j G(t —x)dF(x) 4)
0

F ve G nin ayn1 olmasi durumunda, F * F igin F*? kullanmlir ayni sekilde F*3 = F x F*2
gibidir. Boylece, F*™*Y) = F « F*" olur.

Denklem (4)’ten, kolayca goriiliir ki F** ,n tane rasgele degiskenin toplaminin
dagilimidir. Baska deyisle, P{T,, < t} = F*" (¢t) dir.

{T,,, n =0}, F(t) dagilimina sahip bagimsiz rasgele degiskenler tarafindan iiretilen
yenilenme siireci olsun. Ve N (t), [0, t] araliginda varislarin sayisi olsun.

Varis zamanlar1 ve sayma rasgele degiskenleri arasindaki iliski asagidaki denklik ifade

ile verilebilir.
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(N =n}= (T, <t}. (5)

Yenileme teorisinde N(t)’ nin dagilimimnin bilinmesi 6nemlidir. N(t)’ nin dagilimi,

P{N(t) = n} = F*(t) — F*™*D(¢)

biciminde tanimlanir. Bu agagidaki gibi aciklanabilir.

P{N(t) =n}=P{N(t) =n}—P{N(t) =n+ 1}
=P{T,<t}—P{T,;, <t}

= F*(t) — F**D ()

N (t)'nin beklenen deger, varyans ve otokorelasyon fonksiyonu gibi ¢esitli istatistiksel
ozellikleri arasinda en ¢ok ilgilenilen dl¢ii beklenen degerdir. E[N (t)] = M(t) fonksiyonu,
N (t) siirecinin yenileme fonksiyonu denir ve [0, t] araliginda gergeklestirilen yenilemelerin
sayisinin beklenen degerini temsil eder.

Yenileme sayisinin beklenen degeri su sekilde hesaplanabilir:

[ce]

M(t) = E[N ()] = Z nP{N(t) = n} = Z n(Fn(0) - PO (o).

n=1

Dolaysi ile,

oo

M(t) = z F(t) (6)

n=1

olur. Bu denkleme Laplace doniisiimii uygulanirsa,

_ F(b

M) = 7

= FOD] (7)

elde edilir. Burada, M(1) ve F(1) swrayla, M(t) ve F(t) fonksiyonlarin Laplace
doniisimiidiir.

(7) denkleminden,
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A M)

ST

(8)
elde edilir.

(7) ve (8) denklemleri birlikte, M(t) ve F(t) fonksiyonlarinin birbirinden elde
edilebilecegini gostermektedir. M(t) = E(N(t))’ in kesin bir fonksiyon olduguna ve rasgele
ya da stokastik siire¢ olmadigina dikkat edilmeli. Yenileme yogunlugu m(t)At; (t,t + At)
gibi ¢ok kiigiik bir zaman araliginda bir veya daha fazla yenilemenin ger¢eklesme olasiligini

ifade eder. Bunu gérmek i¢in sunu gozlemleyelim

P{(t, t + At) araliginda bir veya daha fazla yenileme olmast}

@) = im

At
= ~ P{(t,t + At) araliginda n. yenileme olmast}
= z lim
At—0 At
n=1
S F(E)AL + o(At)
= Z lim
At—0 At
n=1
= Fro
n=1
= M'(¢) 9

Ayrica, m(t) fonksiyonu t civarindaki kiigiik bir aralikta beklenen yenilemelerin
ortalama sayisin belirtir. (9) Denkleminin her iki tarafina da Laplace doniisiimii alarak ve

(7) kullanilarak kolayca goriiliir ki:

M) = ———— - (10)

M (t) yenileme fonksiyonu i¢in asagidaki verilen integral denklemi elde edilebilir:

M(t) = F(t) + ftM(t —x)dF(x)- (11)
0
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Yenileme fonksiyonu tarafindan saglanan yenileme denklemi (11) bir Volterra integral
denklemidir.

Tamm 1.4.2 (Volterra integral) (Krasnov vd., 1976)

A sayisal bir parametre, f(x) ve G(x,t) bilinen fonksiyonlar olsun. ¢(x) ise

bilinmeyen bir fonksiyon olmak iizere,

o(0) = F() + A f G(x, D) de

denklemi Voltera lineer integral denklemi olarak adlandirilir.

Bu denklemin kapali form ¢oziimii, yenileme siirecinin iistel veya Gamma gibi
dagilimlar1 tarafindan dretildigi ¢ok az durum disinda mevcut degildir. Yenileme
fonksiyonunun pratik uygulamalardaki 6nemi goz ontinde bulundurularak, bunun i¢in ¢esitli
yaklagimlar 6nerilmistir. Katkida bulunmus olan bazi yaklagimlari kisaca gézden gecirelim.

Giivenilirlik, kuyruk teorisi ve envanter teorisi gibi yenileme denklemleriyle
karsilagilan bir¢ok uygulama vardir. Yenileme denkleminin ¢oziimii i¢in kapali bir form
ifadesi mevcut olmadigindan, ¢ogu durumda siirlar, sayisal ve asimptotik yontemleri
kullanilmistir. Yenileme fonksiyonuna daha basit yaklasimlar bulmak icin ¢esitli yonlerde
aragtirmalar yapilmistir. Bunlar arasinda Laplace donilisiim yontemleri Abate (1995),
yaklagik yontemler (Bartholomew 1963; Deligonul 1985; Smeitink & Dekker 1990; Politis
& Pitts, 1998), Pade' yaklasimlar1 (Garg & Kalagnanam, 1998) bulunmaktadir, kuvvet serisi
acilimlar (Smith & Leadbetter, 1963), Riemann-Stieltjes integral yontemleri (Xie, 1989;
Xie vd.,2003) ve siirlar yontemleri (Daley,1976; Ayhan vd., 1999; Li & Luo, 2005, Ran
vd., 2006, Omey & Mitov 2014).

1.5. Yenileme Fonksiyonu icin Moment-Bazh Yaklasim

{N(t),t =0} bir yenileme siire¢ olsun. Bu siirecin yenileme fonksiyonu, [0, t]
araliginda yenilemelerin ortalama sayis1 olarak tanimlansin, M (t) = E[N(t)] asagidaki gibi

ifade edilebilir:

co

M(t) = ZF*"(t), t>0. (12)

n=1
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Not edelim ki F*™(t)’ nin [0, t] araliginda n veya daha fazla yenilemenin ger¢eklesme

olasilig1 olmaktadir. Iyi bilinmektedir ki ¢ — oo igin

M =L 2L (13)

7 2p7

(13)’nin sag tarafi asimptotik bir sonugtur. Kambo vd., (2012) ¢alismasinda F(t)

dagilim fonksiyonun kapali formuna degil yalnizca ilk {i¢ momentine dayali basit bir
yaklagim Onermistir.

{X,, n = 1}bagimsiz, negatif olmayan ve ayni dagilima sahip rasgele degiskenler

dizisi olsun. T, = 0,T,, = X; + X, + -+ + X, olsun. {N(t),t = 0}, yenilemelerin sayisini

veren sayma siireCi

N(t) = sup {n: T,, < t}

gibi tanimlansin (Smith, 1959). Bu durumda Kambo’nun onerdigi yakalasim asagidaki
teorem ile verilsin.

Teorem 1.5.1 (Kambo vd., 2012)

X; rasgele degiskenin u, = E(X,); n = 1,2,3 momentlerinin mevcut ve sonlu
oldugunu varsayalim.T, = 0,T,, = X; + X, + --- + X, olsun.
Bu durumda, M(t) = E(N(t)) icin asagidaki yaklasim verilebilir:

t  (1—eof)(p, —2u2)

t1 2p1
burada,
—6 R
5q = py (U .L;1) (15)
2p 3 — 35
dir.
Ispat:

Yenilenme yogunluk fonksiyonu m(t) = M’ (t) integral denklemini saglar:

m(t) = f(t) + f m(t —x) f(x)dx. (16)
0
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(16)'nin her iki tarafina Laplace doniisiimii uyguladigimizda:

elde ederiz.

(A1), bunu asagidaki gibi rasyonel bir fonksiyonla yaklasik olarak hesaplariz:

B
A—=5,

A ~ 2+
M=
Ters Laplace doniisiim uygulanip integral alarak,

B(1 — e%t)

M(t) =~ At —
So

A, B ve s,'yi elde etmek icin , asagidaki sekilde ilerleriz.

(17)

(18)

(19)

Bir yogunluk fonksiyonunun Laplace doniisiimii olan f(1)’nin asagidaki kuvvet seri

acilimini kabul ettigi bilinmektedir.

3 o (—1)man
Fay= 0,
n=0

(20)

(20) ve (18)'i (17)'de kullanarak ve her iki taraftaki A° A1, A2 katsayilarin1 karsilastirarak

A= 1/:“1/
B = —so(tz — 2u1%)/2p41%,
So= —6uy (U —p13)/Quapz — 3u3)

elde edilir.

Boylece, yenileme fonksiyonu i¢in

t 1 — g%t —2u?
M LI )(212 Hi)
M 2p7

yaklagimi elde edilir.
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Not 1.5.1

Bu yaklagim s, < 0 oldugunda gecerlidir. Bu kosul iistel, Gamma, Lognormal ve
Weibull gibi birgok dagilim sinifi i¢in pratikte gecerlidir. Ayrica, bu kosul bazi 6zel
kosullarla birlikte kesilmis (truncated) normal ve ters normal dagilim durumunda da

gecerlidir (Kambo vd., 2012).

1.6. (s,8) Tipli Yarn-Markov Envanter Modeller

Envanter yonetimi Oncelikle bir sirketin envanterinin planlanmasi ve kontrolii ile
ilgilidir ve tedarik zinciri yonetiminin 6nemli bir bilesenidir. Tedarik zincirinin cesitli
noktalarindaki malzeme gereksinimlerinin tahmin edilmesi, gerekli malzeme miktarinin
belirlenmesi, siparis frekansi ve giivenlik stok seviyeleri gibi konulari icermektedir. Ayrica
envanter goriiniirliigli, envanter yonetimi, teslim siiresi, envanter nakliye maliyetleri,
envanter degerlemesi, gelecekteki envanter fiyatlarinin tahmini, mevcut fiziksel alan, kalite
yonetimi, iadeler ve kusurlu mallar ve talep tahminini de igermektedir. Genel maliyetlerin
azaltilmasinda ve hizli yanit hedeflerinde ¢ok 6nemli bir rol oynamaktadir. Etkili envanter
yonetimi, sistem maliyetlerini en aza indirmek ve miisteri ihtiyaglarini karsilamak i¢in dogru
envanterin dogru zamanda dogru yerde olmasini gerektirmektedir.

Stok kontrol problemlerinin temel amaci, her bir liriinden ne kadar siparis verileceginin
ve bu siparislerin ne zaman verileceginin belirlenmesiyle, toplam maliyeti minimum

seviyeye indirmektir. Stok kontroliiniin 6nemi birkag agidan incelenebilir:

e Maliyet Optimizasyonu: Stok kontrolii, fazla stok tutma veya stok eksikligi gibi
durumlarin 6nlenmesine yardimci olarak isletmenin maliyetlerini optimize etmeye
yardimci olur. Dogru miktarda stok tutarak, depo alani maliyetlerinden kagimilir ve
talep karsilanirken fazla stoklama nedeniyle ortaya ¢ikan maliyetler azaltilir.

e Miisteri Memnuniyeti: Stok kontrolii, miisteri taleplerini zamaninda karsilamaya ve
dogru iirlinleri sunmaya yardimci olur. Bu, miisteri memnuniyetini artirir.

e Verimlilik ve Operasyonel Stireklilik: Dogru stok seviyelerinin korunmasi, tiretim
ve dagitim siireclerinin diizenli bir sekilde devam etmesini saglar. Stok kontrolii,
tedarik zinciri igindeki siireclerin verimliligini artirir ve operasyonel stirekliligi

destekler.
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¢ Finansal yonetim: Stok kontrolii, isletmenin finansal yonetimini etkiler. Fazla stok
tutma, sermaye baglayicidir ve likiditeyi azaltabilir. Ayni1 sekilde, stok eksikligi, satis
kayiplarina ve misteri memnuniyetsizligine yol agabilir. Dogru stok kontrold,

finansal performanst iyilestirir ve nakit akigini optimize eder.

Matematiksel analiz, envanter sistemlerinin kontroliiniin gelistirilmesinde ¢ok 6nemli bir
rol oynamaktadir. Matematik envanter problemlerinin ¢6ziimiine uygulandiginda,
incelenecek sistemin matematiksel olarak tanimlanmasi gerekir. Bdyle bir tanimlama
genellikle matematiksel model olarak adlandirilir. Bu durumda yapilacak islem, ilgilenilen
sistemin matematiksel bir modelini olusturmak ve ardindan modelin 6zelliklerini
incelemektir. Ger¢ek diinyayr tam bir dogrulukla temsil etmek higbir zaman miimkiin
olmadigindan, matematiksel bir model olustururken belirli yaklasimlar ve basitlestirmeler
yapilmalidir. Bunun bir¢ok nedeni vardir. Bunlardan biri, gercek diinyanin gercekte neye
benzedigini bulmanin miimkiin olmamasidir. Bir digeri ise, gercek diinyanin kesin bir
modelinin matematiksel olarak ¢alisilmasinin son derecede zor olabilmesidir. Son bir neden
de dogru modellerin genellikle ekonomik gerekgelerle hakli gosterilememesidir. Basit
yaklasik modeller yeterince iyi sonuglar verecektir, boylece kesin modelin karmasiklig1 veya
sagladig1 yararlar, onun uygulama maliyetine veya ekonomik faydalarina kiyasla yeterince
karli olmayabilir. (Hadley &Whitin, 1963).

Literatiirde en ¢ok kullanilan envanter modellerden biri bu ¢alismanin ana konusu olan
(s, S) tipli envanter modellerdir. Bu model yeniden siparis seviyesi ve deponun maksimum
kapasitesi ile karakterize edilir. Bu model ile ilgili temel kavram ve tanimlar asagidaki
gibidir:

Yeniden siparis seviyesi (s): Stok seviyesi bu degerin altina diistiiglinde yeni bir siparis
verilir.

Deponun maksimum kapasitesi (S): Siparis miktar1 stok seviyesini S seviyesine
¢ikaracak sekilde belirlenir.

Depodaki stok seviyesinin onceden belirlenmis bir minimum s seviyesinin altina
diistiigii ana kadar her bir rasgele T;,, aninda sisteme rasgele miktarinda talepler gelmektedir.
Genel olarak, envanter sisteminin stokladigi iiriin ya da irlinler i¢in gelen talepler tizerinde
higbir kontrolii olmadigini varsayacagiz.

Envanter seviyesi s altina diistiigiinde, miidahale edilir ve stok maksimum S seviyesinin

iistline ¢ikmayacak sekilde doldurulur. Klasik envanter modellerde, S seviyesine kadar
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doldurulur. Bu model degistirerek bagska modeller elde edilir 6rnegin rasgele miidahaleli
modellerde, (s, S) araliginda rasgele bir seviyeye doldurulur. Ayrica miidahale, stok seviyesi
s altina distiigii anda yapilabilir ya da bir rasgele siireden sonra yapilabiliyor, bu son
durumda gecikmeli model elde edilir.

Bu modelleri ifade etmek i¢in yari-Markov stiregler kullanilmaktadir. Markov 6zelligi,
mevcut durum bilindiginde, gelecekteki durumlarin gegmis durumlardan bagimsiz oldugunu
ifade eder. Bu, mevcut durumun, sistemin gelecekteki evrimi hakkinda gereken tiim bilgiyi
icerdigi anlamina gelir. Tlk olarak Markov siirecin tanimin1 asagidaki gibi verilsin.

Tamm 1.6.1 (Aliyev, 2010)
(Q, F, P) bir olasilik uzay1 olsun ve T = R* olsun. X (w, t): @ X T — R bir stokastik siire¢
olsun. X (t) stireci asagidaki kosul sagliyorsa, ona Markov siireg denir.

0<t1 <t2 ...<tn, n= lvexl,...,an Rl(}ln

P{X(tn) =< xn\X(tl) =< X1y e :X(tn—l) = xn—l}

= P{X(tn) = xn\X(tn—l) = xn—l}

Bir Markov siiregte kalma siireleri tistel dagilima sahiptir. Genel durumlarda kalma
siireler iistel olmayabilir. Literatiirde bu tiir siireclere yari-Markov stiregler denir. Dolays1
ile, yari-Markov siirecleri, Markov siireclerinin bir genellemesidir. Bu 6zellik, yari-Markov
siirecleri gercek diinyadaki bircok karmasik sistemi modellemek i¢in uygundur. Ornegin,
telekomiinikasyon aglarindaki veri trafigi analizi, finansal piyasalarin modellemesi,
biyomedikal alaninda hastalik ilerleyisinin incelenmesi ve miithendislikte giivenilirlik analizi
gibi ¢esitli uygulama alanlarinda kullanilir (Grabski,2014; Kaalen & Nyberg, 2020; Qi
vd.,2021).

Yari-Markov siireglerin yapisi, stok seviyelerinin zamanla nasil degistigini ve stok
yenileme islemlerinin nasil gergeklestigini modellemek i¢in uygundur. Yari-Markov
stirecler, durum uzayi, ge¢is olasiliklart ve gegis siireleri ile karakterize edilir. (s, S) tipli
envanter modellere nasil uyguladigini asagidaki gibi agiklanabilir.

Durum uzay1 (State space): Stok seviyelerini temsil eder.

Gecis olasiliklar1 (Transition probabilities): Stok seviyeleri arasindaki gecis

olasiliklarini belirtir, burada talep rasgele degiskenlerin dagilimi temsil etmektedir.
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Gegis stireleri (Transition times): Ardisik talepler arasindaki gecen siirelerinin
dagilimidir.

Bu kisma kadar genel olarak (s, S) tipli yari-Markov envanter modelleri ifade eden
temel kavramlar ele alinmis ve bazi tanimlamalara yer verilmis ve modelin temel ¢alisma
prensibi anlatilmistir. 1.7. kisminda model ile ilgili literatiirde yapilmis ¢alismalar verilecek
daha sonra yapilan caligmalar kisminda bu modelin matematiksel yapisi ve kurulumu

ayrintili olarak verilecektir.

1.7. Literatiir Arastirmasi

Yenilenme teorisinin uygulanabilecegi bir modelin temel o6zelligi, yenilenme
noktalarimin bulunmasidir. Yani, siirecin gelecekteki davranisinin ge¢cmisten bagimsiz
oldugu ve her yenilemede bu siire¢ olasiliksal olarak yeniden baglar. Bu fikir ilk olarak Lotka
(1939), Frechet (1949) tarafindan incelenmistir. Yenileme teorisi lizerine bir literatiir
taramas1 yazarken ii¢ zorluk ortaya ¢ikmaktadir. Oncelikle, modern matematik literatiiriinde
yenileme teorisinin igerigi net bir sekilde sinirlandirilmamistir. Bir yenileme siirecinin
baslangigtaki klasik semasinin ¢esitli genellemeleri bizi rasgele yiiriiylis stireglerine,
bagimsiz artiglara sahip siireglerin yoriingelerinin ¢esitli 6zelliklerinin incelenmesine, sayma
siireclerine vb. gotiiriir. Ikinci olarak, Yenileme teorisi, genellikle stokastik siirecler ve
bekleme zamani analizi gibi konular1 igceren bir matematiksel teoridir. Bu teoriyi agiklayan
bircok akademik makale var. Ancak, bu teori, pratik uygulamalarda da yaygin olarak
kullaniliyor ve bu uygulamalar {izerine yazilan makaleler, teorik makalelerin arasinda
kaybolabiliyor. Son olarak, yenileme teorisinin bir dereceye kadar aydinlatildigt bir dizi
kitap ve arastirma makalesi zaten mevcuttur. Yenileme teorisinin ilk gelismelerin iyi bir
Ozeti Smith’in (1958) anket makalesinde verilmistir. Feller, 1948; 1949 yillarinda
yayinladig1 iki makalesinde yenileme teorisinin yontemlerini tanim savunmustur. Simdi
yenileme siireci olarak adlandirdigimiz tekrarlayan olaylar (recurent events) terimini ortaya
koymustur. Daha sonra Feller’in sundugu yontemleri Takacs’in bir¢ok makalesinde (1951;
1953; 1954; 1955; 1956) uygulama alani bulmustur. Cox'un 1962'de yayinlanan kitabini,
Cox ve Lewis'in (1969) kitabinda yenileme teorisinin bazi istatistiksel yonleri ele alinmistir.
Iki ciltlik calismasinda Feller (1971) ilk cildin 13. Béliimii ve ikinci cildin 6, 11 ve 14.

Boliimleri yenileme teorisine ayrilmistir.
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Bu temel ¢aligsmalarin ardindan, yenileme teorisinin 6nemli bir unsuru olan yenileme
fonksiyonu iizerinde durmak gerekir. Yenileme fonksiyonu, yenileme teorisinde merkezi bir
role sahiptir ve belirli bir siire i¢inde gerceklesen yenileme olaylarinin beklenen sayisini
ifade eder. Yenileme fonksiyonunun hesaplanmasi ve analizi, sistemlerin performansini
artirmak ve kaynaklarin verimli kullanilmasini saglamak i¢in 6nemli bilgiler sunar. Burada
sunu belirtebiliriz ki ¢ogu uygulamada (pratik veya teorik) yenileme fonksiyonunun,
M(t)'nin bilinmesi, hatta t'nin biiylik degerleri i¢in asimptotik davranisinin bilinmesi,
sormamiz gerek sorularin ¢oguna cevap verir.

Literatiirde en basit ve en genel M(t) ile ilgili sonug, elementer yenileme teoremi

(elementary renewal theorem) olarak adlandirilir.
Teorem 2.1.1.1 (Elementer yenileme teorimi) (Feller, 1971)

X;,i=123.. negatif olmayan rasgele degisken dizisi olsun . X; yenilemeler arasinda
gegen siiresi olsun . N(t),t > 0, [0,t] araliginda yenilemelerin sayis1 gosteren yenileme

stireci olsun. Bu durumda, M(t) = E(N(t)) asagidaki asimptotik ifadesi sagliyor:

M@ 1
s — t—> o

t ‘Lll’ )

burada, 0 < y; = E(X;) < «.

Elementer yenileme teoreminin ilk ciddi ispati, Laplace integralleri i¢in Tauber
teoremini kullanan Feller'e (1941) ait gibi goriinmektedir, daha sonra bir dizi ispat
yapilmistir. Ancak Doob'un (1948) ispati, yalnizca olasilik teorisine dayanmasiyla
yapilmigtir. (Smith, 1958).

Bagka dnemli teorem birinci yenileme teoremidir literatiirde Blackwell teorimi olarak

bilinmektedir. Uzun siiredir ¢alisan bir yenileme siirecinde, a uzunlugundaki bir aralikta

yapilan yenilemelerin beklenen sayisinin #i dir.
1

Teorem 2.1.1.2 (Blackwell Teorimi) (Blackwell, 1948)

X;,i = 1,2,3 ...negatif olmayan rasgele degisken dizisi olsun . X; yenilemeler arasinda
gecen siiresi olsun. N(t),t =0, [0,t] araliginda yenilemelerin sayis1 gosteren yenileme

stireci olsun. Ayrica, u; = E(X;) olsun. M(t) = E(N(t)) olmak tizere, V a > 0 sabit igin,

a
IimM({t+a)—M(t) =—.
t=c0 H1
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Blackwell’in yenileme teoremi literatiirde birinci yenileme teorimi olarak da
bilinmektedir.

Q(t) pozitif t'nin negatif olmayan artmayan ve integrallenebilir bir fonksiyonu olsun.
Bu durumda Blackwell teoreminin versiyonu olan anahtar yenileme teoremi asagidaki gibi

verilmistir.
Teorem 2.1.1.3 (Anahtar yenileme Teoremi) (Feller,1971)
X;,i =1,2,3 ... negatif olmayan rasgele degisken dizisi olsun. N(t),t = 0 yenileme

slireci olsun. Ayrica, Q(t) , (0, o) araliginda sonlu integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu

durumda,

0 1"
tim [ 0~ wame = = | o

dir.
ty = E(X?) sonlu oldugunu varsayalim. Bu durumda M(t) hakkinda énemli bir bilgiye

ulasilabilir.
Teorem 2.1.1.4 (Feller 1971)

N(t),t = 0 bir yenileme siireci olsun. X;,i = 1,2,3 ... rasgele degiskenleri F(x)
aritmetik olmayan dagilim fonksiyona u;, 0 sonlu beklenen deger ve varyansa sahip

olsunlar. Bu durumda, t = oo igin

1 2 402
M) - — -2
Hq My

dir.
Sonug olarak, X; rasgele degiskenin puy, u, sonlu ise, t = oo i¢in M(t) yenileme

fonksiyonu asagidaki asimptotik a¢ilimi saglar.

t
M(t) =—+—+0(1).
M1 Mg

{N(t),t = 0} bir yenileme siire¢ olmak tizere, bu siirecin yenileme fonksiyonu her yerde

sonludur. Baska deyisle, herhangi t = 0 ve k = 0 i¢in E(N"(t)) < o0,
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Yenileme teorisinin integral denkleminin yaklasik ¢oztimleri konusunda calisan
Bartholomew (1963), ilk arastirmacilardan biriydi. Yenileme yogunluk fonksiyona bir
yaklasik ifade vermistir. Deligonul (1985), Bartholomew'un yaklasimim1i daha da
gelistirerek, yiiksek derece carpiklik sahip yenileme yogunluk fonksiyon ic¢in oldukc¢a
saglam bir yontem sunmustur. Smeitink ve Dekker (1990), F(t) dagilim fonksiyonunu ayn1
ortalama ve varyansa sahip baska bir dagilim fonksiyonuyla degistirerek bir yaklasim
Onermistir. Politis ve Pitts (1998), bilinmeyen analitik formuna sahip bir yenileme yogunluk
fonksiyonu, kolayca hesaplanabilir ve aymi karakteristiklere sahip bir fonksiyonla
degistirerek yaklasik formiilii elde etmislerdir.

Riemann-Stieltjes yontemleri, yenileme denklemini sayisal Riemann-Stieltjes integral
kullanarak degerlendirmeye dayanir. Xie, (1989), toplam aralig: alt araliklara pargalayarak
ve sayisal analizde orta nokta ydntemini kullanarak yenileme integrali ¢dzmek igin
“programlamasi kolay, olduk¢a anlasilir ve 1yi yakinsama 6zelliklerine sahip” bir yaklasim
teknigi Onermistir. Bu yontem, 6zellikle olasilik yogunluk fonksiyonunun tekil noktalara
sahip oldugu durumlarda kullanighdir. Ayhan vd., (1999) ise Riemann-Stieltjes integralin alt
ve st toplamlar1 hesaplayarak yenileme fonksiyonuna siirlar vermistir. Xie vd., (2003),
Riemann-Stieltjes integral yontemi kullanilarak yenileme fonksiyonu i¢in Gist sinirlar ve hata
terimlerini elde etmistir. (Mitov & Omey, 2014) ¢alismada, Laplace Stieltjes doniistimlerinin
acilimlarina dayali olarak yenileme fonksiyon i¢in yaklasimlar elde etmek iizere yeni bir
yontem sunmustur. Omey vd., (2018) ¢aligmada ise bu yaklasimlari iki degiskenli duruma
genellestirmis ve diizenli degisen artiglara uygulamistir.

Sinir yontemleri, yenileme denklemlerinin ¢oziimlerinin asimptotik davranigini ve
sinirlarint inceler. Marshall (1973), en keskin sinirlar olan ve iterasyonlar tiim t degerleri
icin monoton olarak M(t) yenileme fonksiyonuna yakinsayan lineer sinirlar dizisi

tanimlamugtir. Daley (1976) klasik bir ¢alismasinda M (t) yenileme fonksiyonunun F (t)’den

bagimsiz belirli bir C sabiti igin M(t) < uL +C % sagladigini gostermistir. Ran vd., (2006),
1 1

basit bir yinelemeli prosediire dayali olarak yenileme fonksiyonunun analitik ve sayisal

siirlarint  incelemis ve bazi monotonluk ozellikleri ve yaklagik hata oranlarini

calismislardir. Yenileme fonksiyonunun sinirlarimin uygulamadaki 6nemi nedeniyle,

arastirmacilar her zaman literatiirde yer alan sinirlar1 gelistirmeye ¢aligmaktadirlar, 6rnegin

(Politis & Koutras, 2006; Stathis & George 2022; Losidis, 2024; Stathis, 2023).
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Diger arastirma yonleri arasinda Cui ve Xie (2003), Weibull dagilimini normal
dagilimla ilk iki momenti esitleyerek yaklasik olarak ifade etmistir. Pade yaklagimi (Garg &
Kalagnanam, 1998), kuvvet serisi genislemeleri (Smith & Leadbetter, 1963) ve Laplace
doniisiim yontemleri (Abate, 1995) bulunmaktadir.

Mevcut ¢ok sayida yaklasim arasinda hicbiri, her dagilim fonksiyonu igin
kullanilabilecegi anlaminda “her durum i¢in yaklasim” olarak adlandirilamaz. Belirli bir
yontemin kullanimi, iyi bir yaklasim saglamak icin carpiklik, kurtosis, modlar ve tekil
noktalar agisindan dikkate alinan dagilim fonksiyonunun ozelliklerine baglidir. Ayrica,
literatiirdeki yontemlerin her biri dagilim fonksiyonunun agik formunun 6nceden bilindigini
varsaymaktadir. Bu ¢ok kisitlayict bir varsayimdir ¢ilinkii bir¢ok pratik durumda dagilim
fonksiyonunun formunu bilinmeyebilir, ancak uygun varsayimlar yapilabilir. Tipik 6rnekler,
giivenilirlik teorisindeki parcalarin ariza dagilimi ve kuyruk teorisindeki varis ve hizmet
dagilimlar ve stok kontrol modellerde taleplerin dagilimlari. Bu gibi durumlarda, X; rasgele
degiskeninin gergeklesmesi hakkinda veri toplanabilir ve X; nin momentlerinin etkin tahmin
edicileri hesaplanabilir.

Kambo vd., (2012) calismasinda, yenileme fonksiyonu i¢in moment-bazli yaklagim
Oonermistir. Bu yaklasim X; rasgele degiskenlerin dagilim fonksiyonu olan F(t)'nin
fonksiyonel formuna degil, sadece F(t)nin ilk li¢ momentine dayali basit ve
degerlendirmesi kolay bir yenileme fonksiyonu yaklagimi 6nermistir. Bu ¢alismadan sonra,
Arunachalam ve Calvache (2014) iki degiskenli yenileme fonksiyonu i¢in moment-bazli
yaklagim Onermistir.

Literatirde, (s,S) tipli yari-Markov envanter modellerinin asimptotik olarak
incelenmesi iizerine bir¢cok ¢alisma mevcuttur. Bu konuda yapilmis en 6nemli ¢aligmalardan
biri Nasirova vd., (1998) tarafindan yapilan ¢alismadir. Bu ¢alismada (s, S) tipli yari-Markov
envanter modelinde stok seviyesini temsil eden stokastik siirecini incelenmis ve siirecinin
ergodik dagiliminin kesin formiilii elde edilmistir. (Nasirova vd.,1998) calismasinda elde
edilen sonuglar, bu modellerin ¢esitli modifikasyonlarinin analizini kolaylastirmistir.
(Khaniyev & Atalay 2010) ¢alismasinda tiggensel miidahaleli bir model incelenmis ve
ergodik dagilim fonksiyonu i¢in kesin formiil ve asimptotik agilim elde edilmis daha sonra
zaylf yakinsama teoremi ispatlanmistir. Khaniyev ve Aksop (2011) tarafindan yapilan
caligmasinda (s, S) tipli yari-Markov envanter modeli genellestirilmis beta dagilimli

miidahale ile incelenmistir.
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Bekar vd., (2013) calismasinda ise bu model Weibull miidahale ile incelenmistir.
Aliyev vd., (2016) tarafindan yapilan ¢alismada, (s, S) tipli envanter modeli genel miidahale
ile ele alinmig ve siirecinin ergodik dagilimmin n. dereceden momentleri icin asimptotik
acilimlar elde edilmistir.

Bahsedilen yari-Markov envanter modelleri {izerine yapilan klasik g¢aligmalarin
cogunda, talep rasgele degiskenlerinin herhangi bir mertebeden momentlere sahip olasilik
dagilimindan geldigi varsayilmistir. Envanter kontrol modellerinde yapilan bazi ¢alismalar,
agir kuyruklu talep dagilimlarinin var olduguna dair gergek hayattan 6rnekler sunmustur. Bu
nedenle, agir kuyruklu talep miktarlarina sahip stok kontrol modellerinin teorik olarak
incelenmesi ve etkilerinin analiz edilmesi 6nemli bir ¢alisma alan1 olmustur. Agir kuyruklu
dagilima sahip yari-Markov envanter modellerinin incelenmesine yonelik ilk ¢aligsmalar su
sekildedir: (s, S) tipli envanter modeli, Aliyev, (2016; 2018), Kesemen vd., (2016), Kamiglik
vd., (2018; 2019) gibi bir¢ok dnemli ¢aligmada agir kuyruklu talep altinda da incelenmistir.
Aliyev (2016) ve Kesemen vd., (2016), sirasi ile klasik (s, S) tipli yari-Markov envanter
modeli ve kesikli miidahaleli modelini alt-iistel talepler altinda incelemistir. Ayrica, X (t)
stirecinin ergodik dagilim fonksiyonu i¢in asimptotik a¢ilimlar elde edilmistir. Kamislik vd.,
(2018) calismasinda talep rasgele degiskenleri sonsuz varyansh agir kuyruklu dagilimlarin
diizenli degisen alt sinifindan herhangi bir dagilim fonksiyonuna sahip oldugunda X(t)
stirecinin ergodik dagiliminin momentlerinin asimptotik davranisini arastirilmistir. Kamislik
vd., (2018) calismasinda talep rasgele degiskenleri, agir kuyruklu dagilimlarin L N D
smiflart ile incelemis ve siirecin ergodik dagilimi i¢in asimptotik acilim elde edilmistir.
Ayrica, Kamiglik vd., (2019) tarafindan yapilan yayinda (s, S) tipli yari-Markov envanter
modeli, sonsuz varyansli agir kuyruklu dagilimlarin genel sinifi ile incelenmistir.

Khaniyev vd., (2013) (s,S) tipli yari-Markov envanter modeli simetrik liggensel
dagilima sahip miidahale ile incelemistir ve baz1 zayif kosullar altinda asimptotik agilimlar
elde edilmistir. Ancak simetrik bir dagilimin varsayildigi durumlarda, mod dagilimin orta
noktasi ile ¢akisir ve her ikisi de 0,5 (s + §) degerine esittir, burada s ve S sirasiyla stok
kontroliinii ve maksimum stok seviyesini temsil eder. Ancak pratik durumlarda stok
seviyesinin tam olarak bu orta noktada tutulmasi gercekei degildir.

Ayrica, Hanalioglu ve Khaniyev (2018) tarafindan yapilan ¢alismada (s, S) tipli yari-
Markov stokastik model asimetrik {i¢ggensel dagilimli miidahale ve gecikme ile
incelenmistir. Daha sonra, bazi zayif kosullar altinda bu modeli ifade eden siirecinin

ergodikligi ispatlanmis ve ergodik dagilimin momentleri i¢in asimptotik agilimlar elde
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edilmistir. Hanalioglu vd., (2018) tarafindan yapilan ¢alismada ise, normal dagilimh
miidahale kullanilarak 6diillii yenileme siireci aragtirilmis ve sonug olarak, ergodik dagilimin
n. dereceden momentleri i¢in asimptotik acilimlar elde edilmistir. (Aliyev vd., 2020)
calismasinda normal dagilima sahip miidahaleli model igin zayif yakinsama teoremi
ispatlanmustir.

Kamighk vd., (2023) makalesinde Kambo vd., (2012)’ nin sonuglart kullanilarak,
Klasik (s, S) tipli yari-Markov envanter modeli incelenmis ve siirecin baz1 karakteristikleri

icin moment-bazl yaklasimlari elde edilmistir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Kilasik (s, S) Tipli Yar--Markov Envanter Model i¢cin Moment-
Bazh Yaklasimlar

Bu boliimde, klasik (s, S) tipli yari-Markov envanter model ele alinacak. Modeli
karakterize eden X(t) siirecinin ergodik dagilimi ve ergodik dagiliminin n. mertebeden
momentleri i¢in moment-bazli yaklasimlar elde edilecektir. Bu sonuglara ulagmak igin
Kambo vd., (2012) tarafindan oOnerilen yenileme fonksiyonunun yaklasik formiilii
kullanilacaktir. Kambo ¢alismasina gore talep rasgele degiskenlerin dagilim fonksiyonun
kapali formunu degil yalnizca ilk iic momentleri bilinmesi gerekmektedir.

En uygun envanter yonetimi stratejisini gelistirmeyi planlayan bir sirket diigiiniin. Bu
durumda, X (t) stokastik siireci rasgele t zamaninda sirketin deposundaki stok seviyesini
temsil etmektedir. Bu deponun maksimum depolama kapasitesini ifade etmek icin S
kullanilsin ve baslangi¢ stok seviyesinint = 0 zamaninda maksimum stok seviyesinde
olsun, X(0) =S, ve s stok kontrol seviyesini temsil etmektedir, yeniden siparis verme
diizeyi de denilir.

Klasik (s,S) tipli stokastik kontrol modelini tanimlamak i¢in oncelikle asagidaki

notasyonlari tanitacagiz:

(Q,F,P) : Olasilik uzayz,

X(t) : t anindaki stok seviyesi,

S : Maksimum stok seviyesi,

M o1 :T; ,i = 0,1---,nrasgele zamanindaki gelen talep miktarlari temsil

eden rasgele degiskenler,

F(x) : 14 rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu,

{&, st . Ardisik iki talep arasindaki gecen zamanin rasgele degiskenleri,
D(t) : & rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu,

S . Stok kontrol seviyesi,

Un : n; rasgele degiskenin n. momenti,

Ty : Stok seviyesinin s seviyesinin altina diistiigii n. an,

Uy, (t) : Talep miktarlar1 temsil eden rasgele degiskenler tarafindan tiretilen

yenileme fonksiyonu.
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Klasik (s, S) tipli stok kontrol modelinde, sistem her periyodun basinda maksimum
kapasitede oldugu varsayilmaktadir. Ayrica, stok seviyesinin her T; i = 1,2, ... zamaninda
n; miktarinda azaldig1 distniiliir. &; ise ardisik iki talep arasindaki gecen siireyi gosteren

rasgele degiskendir. Bu durumda, T, = 0 varsayilarak,

n
T, = ¢i
=1

i

bi¢iminde olacaktir. Rasgele bir T; zamaninda stok miktar1 asagidaki gibi olur.

X1 =EXT)=S—m

X, = X(T) =-S_(771 +12)

n
Xo = X(T) =5 n
i=1

Bu degisim, stok seviyesi t; olarak gosterilen rasgele zamanda kontrol seviyesi s
altina diisene kadar devam eder. Bagka bir deyisle, 7, stok seviyesinin kontrol seviyesi s
altina diistiigii ilk andir. Depodaki stok seviyesi, kontrol seviyesinin altina diistiigli anda,
beklemeden depo maksimum stok seviyesine kadar doldurulur. Bdylece birinci periyot
tamamlanmis olur. Ikinci periyot, yeniden S seviyesinden baslayarak, birinci periyoda
oldugu gibi devam eder.

Bu modelden ihtiyaca gore baska modeller modifiye edilebilir. Ornegin, stok miktart
seviyesi diistiigiinde, maksimum seviyeye S kadar doldurmak yerine bir rasgele miktarla
doldurulabilir veya stok miktar1 stok kontrol seviyesinin altina diistiigiinde stokun hemen
doldurulmasi yerine, belirli ya da rasgele bir siire bekledikten sonra doldurulabilir. Bu
gecikmeli model, (Hanalioglu & Khaniyev, 2018) calismasinda incelenmis ve ergodik
dagilimin n. mertebeden momentleri i¢in asimptotik sonuglar elde edilmistir.

Klasik (s, S) tipli envanter modelini ifade eden siirecin realizasyonu asagidaki gibi

verilmektedir.
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Sekil 7. Klasik (s, S) tipli yari-Markov envanter modelin bir realizasyonu

2.1.1. X(t) Siirecinin Matematiksel Kurulusu

{¢,n)},n =1 ;(Q,F,P) olasilik uzayinda tanimlanan bagimsiz, ayni1 dagilima
sahip ve pozitif degerli rasgele degiskenlerin bir vektorii olsun. Talep rasgele degiskenlerinin

yenileme dizisi

n
Ypn=1, Yn=zni
=1

L

seklinde tanimlansin.

Ny = 0 olsun, {N,} tam degerli rasgele degisken dizisi asagidaki gibi tanimlansin:
Npyp=minfk =N, +1:S— (Y, —Yy ) <s} n=012,..
Ayrica,

Ty = 0, Th = TNn ) n= 1,2,
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v(t)=max{n=>0:T, <t}.

Bu durumda, depodaki stok miktarinin degisimini gosteren X (t) siireci

X®O=S-—Yoy —Y,) Tk<t<Tps1, k=012.. (21)

bigiminde tanimlanir.

Onceki calismalarda, klasik (s,S) tipli stokastik kontrol modelinde talep rasgele
degiskenlerinin dagilimlarinin ya belirli parametrelerle bilindigi ya da agir kuyruklu veya
I'(g) gibi belirli bir dagilim kategorisine ait oldugunu varsayilmaktadir. Ancak bu varsayim,
modeli baz1 ger¢ek diinya problemlerine uygularken c¢ok kisitlayicidir. Dagilim
fonksiyonlarinin bilinmedigi ya da bu dagilimlar tarafindan iiretilen yenileme
fonksiyonunun yapisinin uygulamak i¢in yeterince pratik olmadigi bir¢ok durum vardir. Bu
calismanin amaci, talep rasgele degiskenlerinin sadece ilk {i¢ momentinin bilindigi ve
hesaplanabildigi durumda, X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu ve n. dereceden

ergodik momentleri i¢in basit moment-bazli yaklagimlar 6nermektir.

2.1.2.  X(t) Siirecinin Ergodik Dagilm ve Ergodik Dagilimmm Momentleri
icin Kesin Formiiller

Ergodiklik kavrami, olasilik teorisi ve stokastik siiregclerde temel bir kavramdir. Bir
ergodik siireg, uzun bir siire boyunca yani t — oo iken gozlemlenen siirecin istatistiksel
ozelliklerinin, ortalama, varyans ve daha yiiksek dereceden momentler gibi, siirecin tek bir
periyodun istatistiksel 6zelliklerine esit oldugu bir siiregtir.

Nasirova vd., (1998) tarafindan yapilan ¢aligmasinda, siirecin ergodik olup olmadigini

ve ergodik dagiliminin kesin formiillii belirli kosullar altinda asagidaki teorem ile verilmistir.
Teorem 2.1.2.1 (Nasirova vd., 1998)

{&.}1,{n.}, n =1, baslangic rasgele degiskenler asagidaki sartlar saglasin.
1) E(§) < oo,

2) EMm}) < oo,

3) Nk, k = 1 aritmetik olmayan rasgele degiskenlerdir.

Yukaridaki belirtilen sartlar altinda X (t) siireci ergodiktir.
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X(t) stirecinin ergodik dagilim fonksiyonu olan Qy(x)’nin kesin formiilii asagidaki

gibi yazilir.

Up(S —x)

Qx(x) EgiTglOP{X(t) < x}= 1—m )

s<x<S. (22)
Burada, U, (t) , talep rasgele degiskenler olan {n,},n =1 tarafindan iiretilen yenileme
fonksiyondur.

Not 2.1.2.1 Teorem 2.1.2.1°deki sartlara ek olarak, u, = E(n%), k = 1,2,3 olan,
1, talep rasgele degiskenin momentler mevcut ve sonlu olsun.

X (t) stirecinin, Wpg(t) olarak tanimlanan standart bir bigimi tanimlayalim:

Wﬁ(t)E%(X(t)—S) , B=S—s. (23)

Wp (t) Siirecinin ergodik dagilim fonksiyonunun kesin hali asagidaki gibi elde edilir.

_ Un(ﬁ(l —x))

0, B , B=S—s,x€(01). (24)

Qwﬁ x)=1

Burada, U, (f) talep rasgele degiskenler tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonudur.
ispat:

Wp(t) Siirecinin ergodik dagilim fonksiyonunu
Qu, (x) = lim P(Wp(D) < x)

bi¢iminde tanimlanir. Dolaysi ile,

1
Qw,(x) = lim P (E X@®) —-s) < x)

= limP(X(t) <px+s)

_Un(S—ﬁx—s)

=1 )
Up(S —5)

s< fx+s< S
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elde edilir. Boylece,

_ Un(ﬁ(l - x))

U, , x€(0,1)

esitligi dogrudur.
X (t) siirecinin bir diger temel 6zelligi de ergodik dagilim fonksiyonunun n. dereceden
momentleridir. Notasyon kolayligi agisindan X(t) siirecinin ergodik dagilimmnin n.

dereceden momentleri E(X™)ile gosterilecektir. Bu durumda E(X™) = lim E(X™(D)),

n = 1dir. Ek olarak X(t) siirecinin standartlastirilmis hali olan X (t) siireci asagidaki gibi

verilsin.
Xt)=xt) —s. (25)

Khaniyev vd., (2013)' da (25) ile verilen siirecin n. dereceden ergodik momentleri igin kesin

formiiller asagidaki teoremde verilmistir.
Teorem 2.1.2.2 (Khaniyev vd., 2013)

Teorem 2.1.2.1°deki sartlar1 saglansin. Eger, X(t) = X(t) —s siirecinin ergodik

dagilimin n. mertebeden momentleri mevcut ve sonlu ise, E(X™) kesin formu asagidaki

formda yazilabilir.
L aurp)
gLTOE(X (t)) = E(X") = Unn(ﬁ) , > 1. (26)
Burada,
8
G =B Uy = [ (-0, @ de, nz 1 @7)
0

Uz (B) , ™' ve U, (B) fonksiyonlarin konvoliisyon ¢arpimudir.
Formiil (22), (26) ve (27) dikkate alindiginda, {n,,}, n = 1 talep rasgele degiskenlerinin
yenileme fonksiyonunun hem ergodik dagilim fonksiyonunun hem de ergodik dagilimin
momentlerinin hesaplanmasinda ¢ok 6nemli oldugu goriilmektedir.

Not edelim ki, eger



n
Yo = Zni
—

l

bi¢iminde tamimlanirsa, talep rasgele degiskenleri tarafindan iiretilen yenileme siireci

asagidaki gibidir (Feller, 1971).

N,(z) = inf{n>1,Y, > z}.

Yenileme fonksiyonu; [0,z] araliginda gelen talep sayisimin beklenen degeri olarak
tanimlanir. Dolaysi ile, U, (z) = E (Nn (z)) , Feller (1971) tarafindan asagidaki gibi ifade

edilmistir:

Uy(z) = Z F™(z),n > 1.
n=0

Burada F*™(z), F(z) fonksiyonun n. konvoliisyon ¢arpimi, ve

F*°(2)=1,F(z) =P(n, < z)
icin

z
F(z) = fF*(”‘l)(z —w)dF(u),n=23..
0

bigiminde tanimlanir.
N, (z) = inf{ln =2 1,Y,, >z} ve N(z) = sup{n: Y, <z} arasindaki iliski asagidaki
gibi verilir:
N,(z) = N(z) + 1.

Dolays: ile, Kambo vd., (2012) tarafindan &nerilen sonuglara dayanarak, U,(z)

yenileme fonksiyonu i¢in asagidaki yaklasik ifade verilebilir:



38

Uy(z) = E[N(2) + 1]

=E[N(2)]+1
=U(z)+1
Dolaysi ile,
Uy(2) = 'uil'i' 1- esoz;l(lfzz - 21,%) +1
L2t ey~ 2m7)

M 2uq” 24

Boylece, Kambo’nun yaklagimi Feller’in yaklasimina gére uyumlanmis hali

z
Up(z)  —+cy—cpe?, (28)
H
gibi elde edilir. Burada,
So = =6ty (2 — u1)/ paps — 3u3) , (29)
¢ = U/ 2147, ¢, = (U —pi)/2u3 . (30)

dir.

Belirli temel dagilimlar haricinde, yenileme fonksiyonunun kapali formunun mevcut
olmamas1 nedeniyle, c¢esitli yaklagimlar kullanilarak ¢ok sayida calisma yapilmistir. Bu
caligmalar asimptotik acilimlarin ve simirlarin tiiretilmesiyle sonuclanmaktadir. Bu
caligmada, (21)" deki X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik dagiliminin n.
dereceden momentleri igin yaklagimlar elde etmek i¢cin Kambo vd., (2012) tarafindan
yenileme fonksiyonu i¢in dnerilen yaklagimini kullanilacaktir. Bu yenileme fonksiyonu talep
rasgele degiskenlerin F (t) olan dagilim fonksiyonun fonksiyonel formuna degil yalnizca ilk

tic momentine dayali daha basit bir yaklasim sunmaktadir.
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2.1.3. Wpg(t) Siirecinin Ergodik Dagilimi i¢in Moment-Bazh Yaklasimlar

Bu alt boliimiin temel amaci, boliim 2.1.1'de mevcut literatiirden elde edilen sonuglari
kullanarak, X (t) siirecinin standartlastirilms hali olan W (t) siirecinin ergodik dagilimi i¢in
moment-bazli yaklasimlar elde etmektir. Elde edilen temel sonug¢ asagidaki teorem ile

verilebilir.
Teorem 2.1.3.1

Teorem 2.1.2.1°deki sartlar saglansin. Ek olarak n, rasgele degiskenin ilk ti¢ momenti

mevcut ve sonlu olsun ve s, < 0 olsun. Bu durumda, her x € (0,1) igin, Wp(t) siirecinin

ergodik dagilim fonksiyonu olan Qy, p (x) i¢in asagidaki yaklasim dogrudur:

ﬁx C4esoﬁ(1_x) C4€SOB
x) ~ + - , — 00, 31
Q@) = gt = B (31)
Burada,
So = —6uy (Up — 1)/ (uats — 3u3),
C3 = Uy/21y, C4= (Hp— 2.‘1%)/2%
dir.
1spat:

Teorem 2.1.2.1 ve Teorem 1.5.1° deki sartlarin altinda, kolayca goriiliirki § — oo i¢in

e Py — 21,%)
2uy® .

B [2%)
~—

—+ (32)
M 2

Uy(B) =
Islemleri kolaylastirmak amaci ile c¢; Ve c, sabitleri asagidaki gibi tanimlansin:

¢ = Up/2u, ¢ = (up —2u7)/2u% .

Boylece,

U,(B) = E +¢; — cye%f (33)
Hq
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elde edilir. Taylor seri agilim kullanilarak,

1 1

U, (B) ~ﬁ+ Ha _esoﬁ(ﬂz —2u3)
M1 2u? 2u?

1

AT

~
~

~
~

1
£

1
G079

M1 pyciep
B+cs (B+cg)?

~
~

(34)

bi¢iminde elde edilir.

Diger taraftan, (33) denkleminden

Up (3(1 - x)) ~ @ +¢p — ¢y eS0PUD) (35)
1

elde edilir.

B — oo igin (34) ve (35) ifadeleri (24) denkleminde yerine koyularak,

_ Un(ﬁ(l - x))

Qwﬁ(x) =1 UU(IB)

=~ {ﬁ—x — Czesﬁﬁ + c,y eSO .8(1_35)}
Hq

My pycaeF
X + >
B+cz (B+cs)
ﬁx C4esoﬁ(1_x) C4eSOﬁ

= + —
B+ c; B+ cs B+ cs

B — o

)
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sonucuna ulagsilir.

Boylece bazi 6zel kosullar altinda, Teorem 2.1.3.1’in sonucu olarak QWB(x),

X (t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu igin bir yaklasim eldi edilmistir. Bagska 6nemli

bir faktor QWB(x)’nin yakimsakligidir. Onceki ¢alismalar, bu modelin yakinsamasini

etkileyen en onemli faktoriin miidahalenin dagilim fonksiyonu oldugunu gdstermistir. Bu
kisimda ele alinan klasik modelde ise miidahale etkisinin olmadigi1 varsayilmaktadir. Bu
durumda, ergodik dagilimm x € (0,1) i¢in her zaman diizgiin dagilima yakinsayacagi

beklenmektedir.
Sonu¢ 2.1.3.1

Teorem 2.1.3.1” in sartlar1 saglansin. Bu durumda, x € (0,1) igin

QWﬁ(x)—>x, B=S—5—>
dir.

ispat:
B — oo igin, (31) yaklasik ifadesi elde edilmistir. Kolayca gorilir ki,

. Bx
lim =x
[;’—>ooﬁ + C3

Diger taraftan, s, < 0 ve x € (0,1) olmak tizere,

648505(1—96) C4eSOﬁ
lim — =0
B— ﬁ + C3 ﬁ + C3

dir. Boylece,

Quy) %, B0

elde edilir.
Sonug¢ 2.1.3.2
Teorem 2.1.3.1’in kosullar1 saglansin. Wy (t) = %(X (t) — s) esitliginden,

X(t) = p Wg(t) + s elde edildigine gore X (t) siirecinin ergodik dagilimi yeterince biiyiik

B =S — s igin, [s, S] araliginda diizglin dagilima yakinsar. Yant,
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X—Ss
QX(x)_)S—S' x € [s,S]
dir.
Ispat:
Sonug 2.1.3.1, ergodik daglimin tanimini ve (24) esitligini kullanilarak,
Qx(x) = PIX(®) < x],
=P[B W) +s <x],
1
=P | Wp0) < FEs 9] xelss)
dir. Boylece,
1
lim Qx(x) = lim QWB <— (x — 5)>;
X—00 X—00 B
baska deyisle,
X—Ss S
QX(x) _)E X € [Sl ]
elde edilir.

2.1.4. X(t) Siirecinin Ergodik Dagihmim Momentleri I¢in Moment-Bazh
Yaklasimlar

Bu alt bsliimiin amaci, X(t) siirecin ergodik dagiliminin n. dereceden momentleri igin
yaklagik formiiller elde etmektir. n. dereceden momentler igin yaklagimlar elde etmek igin

ilk olarak asagidaki yardimci teoremleri verelim.
Yardimci Teorem 2.1.4.1

n=>1vesy, <0 igin:
B
Ho(B) = f (B — "1 eotdt (36)
0

bigiminde tanimlansin. Dolays: ile H,, () fonksiyonu asagidaki gibi verilebilir:
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1
H,(f) = —(n— 1! D, (p) _|_S_neSo/3' (37)
0
burada,
n-1 n—-r—1
D = .
n(B) z:(n—r—l)!ngr1 (38)
r=0
Ispat:
h(B) = B ve g(B) = e*F tanimlansmn. Bu durumda,
B
H,(B) = j (B —t)" "t eotdt
0
= h(B) *g(B)
olur. Boylece,
H,(8) = h(B) §(B) (39)
elde edilir.
Burada, f bir f fonksiyonun Laplace déniisiimii gostermektedir. Dolayst ile,
h(d) = J x™m1 e Ax gy
0 co
1
= z" 1 e %dz
0
I'(n)
= An
(n—1)!
=" - (40)

Diger taraftan,
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rc1)

T A-=s

-~ (41)

CA—s
Not edelim ki, I'(x) Gamma fonksiyonu denir ve asagidaki integral ile tanimlanir:

I'(x) = f t*~1 e~tdt.
0
(40) ve (41) ifadeleri, denklem (39)’de yerine koyularak,
~ (n—1)!
H = —

bulunur. Ters laplace déniisiimii elde etmek icin, A, (A) ifadesini uygun terimlere ayiririz.

H,) =( 1)! nz_:l 1 1 + t 1 (43)
nit) =1 ' st st A—so)

r=0

(43) ifadesine ters Laplace doniisiimii uygulanip, H, (8) asagidaki gibi bulunur:

1
H,(B) = —(n — 1! D,(B) +S_nesOﬁ_
0

Simdi Up(B) = p L« U, (B) fonksiyonu igin yaklasim formiilii bulalim.
Yardimei Teorem 2.1.4.2

Teorem 2.1.2.1 ve Teorem 1.5.1°deki kosullar saglansin. Bu durumda , f§ = oo igin

asagidaki denklem dogrudur.

ﬁn+1 Clﬁn Ccy
— | _ 2 5508
Lt Dn + - +c,(n—1)!D,,(B) S eSoF | (44)

Uy (B) =

burada, ¢; = u,/2u?, c, = ¢; — 1dir.
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Ispat:
Up(B) = B 1= Up(B)

B
= f (B —O" U, (Ddt
0
B
~ j; R (.U_t1 + ¢y — e t) dt
1 d n-1 d n-—1
NZ-’; t(B—1t) dt+c1f0 (B-t)" 'dt

B
—czf (B — )" LeSotdt.
0

Bu denklemin sag taraftaki birinci ve ikinci integrallerine uygun degisken degistirme

yaparak asagidaki denklem elde edilir.

n+1

unep) ~ 2

1 1
f x(1—x)" tdx + cl,B"f (1 —x)"tdx
U1 Jo 0

B
—czj (B — t)" LeSotdt.
0

Boylece,

1 ¢,
Up(B) = H—ﬁ"“B(Z.n) +¢,B"B(1,1n) + c,(n — D! D, (B) — S—neSoﬁ
1 0

S ﬁ”+1+cﬁ”1+c (n—1)!D (ﬁ)—c—zes"ﬁ p -
pa(n+1n Ton o so '

burada, B(x, y) beta fonksiyonudur ve asagidaki integral ile tanimlanir :

B(x,y) = [, t*~1 (1 - t)» " dt.

X (¢t) siirecinin ergodik dagilimm n. dereceden momentleri igin yaklasim asagidaki teoremle

verilir;
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Teorem 2.1.4.1

Teorem 2.1.2.1 ve Teorem 1.5.1°deki kosullar saglansin. Bu durumda E(X™) ile

gosterilen X(t) = X(t) — s siirecinin ergodik dagilimmin n. mertebeden momentleri icin

B — oo iken asagidaki yaklasim elde edilir:

. pntt 3Bt cum!
B = Grepmrd e e (49)
burada,
n-1 IBn—r—l
AA@=Z;;;;3ﬁ-
ispat:

(26) ve (27) ifadeleri, siirecinin ergodik dagilim fonksiyonun n. dereceden
momentlerin kesin formiilleridir. 1/U,(B) ‘nin yaklasik formiili denklem (34)

verilmistir. Uy'(B)’nin yaklasim Yardimei Teorem 2.1.4.2 ile verilmistir. Dolaysi ile,

- nU} n+1 n-r-1
E(X") = — B) ) 6 + ¢, + com! z A S o
Up(B) |(m(n+1) Li(n—7—1Dlsg ST
C eSOﬁ
X{ Uy n U1Cy 2}
f+cz (B+cs)
- gt H1 n picB"
Hl(n+1)ﬁ+(:3 B+C3
H1Cy Z gt
ﬁ+c3 (n—r—1!si*t
pntt N c3 " N cyn! 4(8)
Gt Bra Bt )
elde edilir.

Teorem 2.1.4.1° in asagidaki sonucuna ulagilir.
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Sonu¢ 2.1.4.1

Teorem 2.1.4.1° in sartlar1 saglansin. Bu durumda, X(t) siirecinin ergodik dagilim

fonksiyonun ilk dort momenti i¢in yaklasik ifadeler asagidaki gibidir:

E@)zﬂ;fQ)+ﬁii;+ﬂfé ’ (46)
“qusgfi%)+;fi ;fi’+ﬁf; : (47)

E(*°) “4(ﬁﬁ: c3)+ﬁciﬁc33 ;Cji e tEen o
BT ~ g5 cift | Acf’ | 12cf? | 24c,f | 24cy 49

5(8+c3) B+cz P+ecs Btrcz Btz ftcey

2.15. X(t) Siirecinin Ergodik Dagihminin Beklenen Degeri I¢in Yaklasik
Formiillerin Karsilastirilmasi

Bu boliimde, Kambo'nun yaklagimina gore elde edilen yaklasik formiillerin, literatiirde
mevcut olan (genellikle Feller yaklasimi olarak bilinir) formiillerine gore daha etkin
oldugunu gostermek i¢in 6zel bir 6rnegi ele alacagiz.

N, talep rasgele degiskeninin A > 0 parametresi ile ikinci dereceden Erlang
dagilimina sahip oldugunu varsayalim. Baska bir deyisle, n,, rasgele degiskeninin olasilik

yogunluk fonksiyonu asagidaki seklinde verilmis olsun:
() =2%xe™™, x>0, 1>0.

Bu durumda, {n,, n =1,2,..}dizisinin irettigi yenileme siirecinin beklenen

degerinin (yenileme fonksiyonu) kesin sekli asagidaki gibi verilebilir:

co

2
Uy = ) B =7 +

n=0

3 1
Z+Ze_2’1x . (50)
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Diger taraftan, X(t) = X(t) — s siirecinin ergodik dagilimmnin beklenen degeri asagidaki
sekildedir:

uiP ()
U, (B)

E(X) = limE (X(t)) = . (51)
Burada, U,(Il)(ﬁ) =1+U,(B) = fooo Up(x) dx dir. U,(x) fonksiyonu integralleyerek,

kolayca gérmek miimkiindiir ki,

UL =784+t
” 4 47 82

8/18_2%’. (52)

Dolaysi ile, Erlang (2,1) durumunda X(t) siirecinin beklenen degerinin kesin sekli
denklem (51)’de verilmistir. Denklem (51)” deki U, (x) ve U,gl) (B) fonksiyonlarinin kesin
sekli sirasiyla denklem (50) ve denklem (52) ile verilmistir.

Diger taraftan, Kambo yontemine gére, X(t) = X(t) —s ergodik dagiliminin
beklenen degeri i¢in buldugumuz yaklagik formiil asagidaki gibidir:

ﬁz c3f Cy
2B+c;) Bte Bty

E(X) = (53)

Ele aldigimiz Erlang (2, 4) durumunda,

3 1
C3—_ Cyp = — 7=

217 22

elde edilir.
Kambo anlamindaki yaklasik formiilii vurgulamak i¢in denklem (53)’teki notasyonu

EK ()? )ile gosterelim ve onun bi¢imini asagidaki sekilde verelim

2 3 1
EK(R) = —2 —+ 21[33— 2. (54)
2(p+31) B+a1 Bt

Boylece, denklem (54) ile Kambo anlamindaki yaklasik formiilii ifade etmis oluruz.
Ayrica, literatlirde Feller anlaminda yaklasik formiilii olarak bilinen formiilii agagidaki gibi

yazabiliriz:
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g 3
EF(X)==+— 5
D=5+ (55)
Burada, EF (X' ) Feller'in anlaminda X (t) = X(t) — s siirecinin beklenen degeri i¢in yaklasik
formiilii ifade etmektedir.
Bu 6zel 6rnegi ele almamizdaki temel amag, Kambo'nun yaklasik formiilii Feller'in

yaklasik formiiliine kiyasla kesin formiil E ()? ) ile daha yakin oldugunu gostermektir. Bu

yakinlig1 6lgmek i¢in agagidaki notasyonlart sunalim:
A= |E(X) - EK(X)|, Ap= |[E(X) - EF(X)|,

Ok 100%, F= 100%,

() ()

APK= 100 — 61{, APF= 100 — 61:'.

Burada, Ax ve Ap ile, Kambo ve Feller anlamindaki yaklasik formiillerin sirasiyla mutlak
hatasi; 6k ve &g ile nispi hatalar; APy ve APy ile ise yaklasik formiilerin kesin ifadeye uyum
ylizdesi gosterilmistir.

Asagidaki tabloda bu parametrelerin degerleri § = 1,2 ...,11 ve 4 = 1 oldugunda

elde edilmistir.
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Tablo 1. X(t) siirecinin ergodik dagiliminin beklenen degeri igin yaklasik formiillerin

karsilastirilmasi

pOEX) EF(X) EK(X) o B¢ o ok Wb ok
1 0.799 1250 0.600 0.450 0.199 56.28 2498  43.716 75.016
2 1483 1.750 1.286 0.267 0.198 17.99 13.32  82.015 86.683
3 2053 2250 1889 0.197 0.164 9.588 8.000 90.412 92.000
4 2591 2750 2455 0159 0.136 6.152 5253 93.848 94.747
5 3.115 3.250 3.000 0.135 0.115 4.321 3.704 95679 96.296
6 3.633 3.750 3.533 0.117 0.100 3.211 2.752  96.789 97.248
7 4147 4250 4.059 0.103 0.088 2.482 2128  97.518 97.872
8 4658 4750 4579 0.092 0.079 1.977 1.695 98.023 98.305
9 5.167 5.250 5.095 0.083 0.071 1.613 1.383  98.387 98.618
10 5.674 5.750 5.609 0.076 0.065 1.341 1.145  98.659 98.851
11 6.180 6.250 6.120 0.070 0.060 1.133 0971  98.867 99.029

Tablo 1°den goriindiigii gibi, § = 1 oldugunda, Feller'in anlaminda yaklagik formiiliin
uyum yiizdesi %43,72 iken, Kambo'nun yaklagimi i¢in uyum yiizdesi % 75.02 'dir. Ayrica,
B = 2 oldugunda, bu yiizdeler sirasiyla Feller'e gore %82,02 ve Kambo'ya gore %86,68
olur. Baska bir deyisle, 'nin nispeten kii¢lik degerlerinde elde ettigimiz Kambo'nun yaklagik
formiilii Feller'in yaklagik formiiliinden daha etkilidir. § degeri arttik¢a her iki yaklagimin
dogruluk yiizdesi birbirine yaklagsmaktadir, ama Kambo’nun yaklasimi daha etkin oldugunu

gormek miimkiindiir. Sonu¢ olarak Kambo 'nun yaklasimina gore tiiretilen yaklagik

formiillerin kullaniminin daha tercih edilebilir oldugu sonucuna varilabilir.
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2.2. Asimetrik Ucgensel Miidahaleli (s, S) Tipli Yari-Markov Envanter Model
Icin Moment-Bazh Yaklasimlar

Bu boliimde, (s, S) tipli yari-Markov envanter modeline, asimetrik tiggensel dagiliml
miidahale ekleyerek, model 6diillii yenileme stireci X (t)’nin degistirmesi ile ifade edilmistir.
Daha sonra, talep rasgele degiskenlerinin sadece ilk tic momenti kullanilarak, ele alinan
stirecinin ergodik dagilimi ve ergodik dagiliminin n. dereceden momentleri icin moment-
bazli yaklagimlar elde edilmistir. Ayrica, bu bdlimde incelenen problem daha iyi
anlasilabilmesi i¢in, n; talep rasgele degiskeninin A = 1 parametresi ile ikinci dereceden
Erlang dagilimina sahip oldugu durumda 6zel drnekler verilmistir.

Boliim 2.1°de verildigi ve sistemi olusturan elemanlara ek olarak, kesikli miidahaleyi
temsil eden rasgele degiskenler {{,}, n = 1 ile gosterilsin.

{Cn} ns1 : Kesikli miidahaleyi temsil eden rasgele degiskenlerdir.

n(z) ‘Kesikli miidahaleyi temsil eden rasgele degiskenlerin dagilim
fonksiyondur.

Bu sistemin ¢alisma prensibi asagidaki gibi.

Depoda stok seviyesi baslangi¢c aninda t =0, X(0) =z €(s5,5), 0<s< S< o
kabul edilir. Depodaki stok seviyesinin dnceden belirlenmis seviyesi s’nin altina diistigii
ana kadar her bir rasgele T,,n = 1,2,3...aninda sisteme rasgele n,,,n =1,2,3..
miktarinda talepler gelmektedir. Bu durumda, stok seviyesi {—mn;}, i > 1’e gore

azalmaktadir. Dolays ile, stok seviyesinin degisimi asagidaki gibidir:

X1 = X(T)=z—nq,

X, =X(T)=2z—(n +12),

n
X, = X(Tn)zz—Zni.
i=1

Stok seviyesindeki bu degisim onceden belirlenmis s stok kontrol seviyesinin altina
ilk distiigli an olan 7; anina kadar devam etmektedir. 7; anda sistem deponun [s,S]
araliginda rasgele {; seviyesine kadar stokla doldurulur. Boylece ilk periyot tamamlanmis
olur. Ikinci periyot {; seviyesinden baslayarak benzer bir sekilde devam eder. Stok seviyesi
ikinci kez kontrol seviyesi s'nin altina diistiigiinde, stok seviyesi hemen bir dnceki periyoda

benzer sekilde rasgele ¢, bir seviyesine getirilir ve bu sekilde devam eder. Burada {3, {5, (5 ...
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rasgele degiskenleri kesikli miidahaleyi ifade eder ve ergodik bir Markov zinciri olusturur.
Bu rasgele degiskenler bagimsiz ve ayni dagilima sahip oldugu kabul edilir.

X(t) literatirde, kesikli miidahaleli odiillii yenileme siireci olarak bilinen genis bir
stokastik stlire¢ siifina aittir. Ele alinan siirecin bir realizasyonu Sekil 8. ile asagidaki gibi

gosterilebilir.

=1 Ty, =13 t

Tl Tz T‘N

1

Sekil 8. Kesikli miidahaleli yari-Markov envanter modelin bir realizasyonu

2.2.1. Siirecin Matematiksel Kurulusu

&}, n=1 (Q,3,P) olasilik uzayinda tanimlanmig bagimsiz ayni dagilima
sahip rasgele degiskenler dizisi olsun. Sistemde iki ardigik talep miktar1 arasinda gegen
stireleri ifade eden rasgele degiskenleri &,, bagimsiz ayni dagilima sahip, talep miktarlarini
ifade eden 7, rasgele degiskenleri bagimsiz ayni dagilimli ve miidahaleyi ifade eden {,
rasgele degiskenleri de bagimsiz ayni dagilimlidir. Bunlara ek olarak &,, n, ve {, rasgele
degiskenleri de birbirinden bagimsizdir. &, ve n, rasgele degiskenleri pozitif degerler
alirken, {,, rasgele degiskenleri [s, S| araliginda degerler alir.

Yukaridaki verilen rasgele degiskenlerin dagilim fonksiyonlar1 asagidaki gibidir.
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®(t) = P{¢, < t}, n=1,
F(x) = P{n, < x}, n=>1,

n(z) = P{{, < z}, n>1.

{T,.} ve {S,} yenileme dizileri &,, n, rasgele degiskenler kullanilarak asagidaki gibi

tanimlansin:

n n
Ty =S, =0, Tn=Z€i, Snzzm, n=123..
i=1 i=1

L

Diger taraftan, tam degerli rasgele degisken dizisi olan {N,,}, n = 1,2,3 ... asagidaki

gibi tanimlansin:
No=0, N, = N,(2) =inflk>1:2—-S, <s}, z€[s,S],

burada, N; , 7, anina kadar gelen talep sayisidir. Dolaysi ile,

Npv1 =Npyr (@) =inf{k =Ny +1:8, — (S —Sy,) <s}, n=123...

elde edilir. Burada inf(¢) = o oldugu varsayilmistir. Ayrica, 7, n. kez stok seviyesi

s seviyesinin gegtigi andir ve asagidaki gibi tanimlansin:

Ny(2)
70 =0, 7, =1,(2) = Ty, = Z $i
i=1
Np(2)
Th = TNn(Z) = Z Ei' n= 2,3,
i=1

Ayrica, v(t) = max{n = 0: T, < t}, t > 0olsun. Béylece, t rasgele aninda depodaki stok

miktarini temsil eden X (t) stokastik siireci

XWO) = 8= (Soy —Sn,)s Ta< t<Tpy, 1n=012,.. (56)

bi¢giminde tanimlanir.
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Markov zincirini olusturan {,, rasgele degiskenlerin dagiliminin se¢gme kriterleri
Khaniyev vd., (2013) calismasinda asagidaki gibi ifade edilmistir.

e Sistemin yeniden baglatma seviyeleri {,,'nin kontrol seviyesi s'ye yakin olmamasi

istenir. Bagka bir deyisle, {,'nin diisiik olasilikla s'ye yakin degerler almasi istenir.

(n, S’ye yakin degerler aldiginda sistem ¢ok kisa siirede tekrar yenilenir ve bu da

siparis sayis1 artacagi i¢in istenmez, bu da siparis maliyetinin artmasina neden olur.

e Bazi 6nemli durumlarda, {,, yeniden baslatma durumlarinin da maksimum stok

seviyesine S yakin olmamasi istenir. Yani, {,,'nin diisiik olasilikla S'ye yakin

degerler almasi da istenir ¢iinkii depodaki stok seviyesinin yiiksek olmasi zaman

icinde elde tutulan stok miktarin1 artiir ve bu da gereksiz yiiksek envanter

maliyetinin artmasina sebep olur. Bu nedenle {,,'nin diisiik olasilikla s ve S’ ye yakin
degerler almas1 ve degerlerini [s, S| araliginin iginden almasi istenir.

Asimetrik tiggensel dagilim yukarida belirtilen her iki kriteri de saglayan bir dagilim

tiridir. Dolayisiyla, bu calismada {,, dizisi [s,S] araliginda duragan bir dagilim olarak

asimetrik ticgensel dagilima sahip oldugu varsayilmistir.

2.2.2. Siirecin Ergodik Dagilim Fonksiyonu I¢in Kesin Formiiller

Yukaridaki verilen X(t) siire¢ literatiirde kesikli miidahaleli yari-Markov siirecler
olarak bilinen bir smifa dahildir. Bu smif i¢in genel ergodik teorem Smith’in anahtar
yenileme teoremi ile verilmistir (Smith,1954). Genel ergodik teoreme gore, X (t) siirecinin
ergodik olmasi i¢in asagidaki kosullarin saglanmasi gerekmektedir.

1) Monoton artan rasgele zaman dizisi olan {r,},n > 1, X(t) siirecinin bu
zamanlardaki degerleri, yani X(t,) degerleri, ergodik bir Markov zinciri
olusturmalidir.

2) Ayrica, Tppq — Ty, = 1 farklarinin beklenen degerleri, sonlu olmalidir, yani
E(Tp41 — Tn) < olmalidir.

Bu c¢aligmada ele alinan ve (56) ile ifadesi verilen siire X(t) siirecin ergodikligi

(Khaniyev & Atalay ,2010) calismada ispatlanmis ve asagidaki teorem ile verilmistir.
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Teorem 2.2.2.1 (Khaniyev & Atalay, 2010)

{&), {n.}, n =1, baslangic rasgele degiskenler asagidaki sartlar saglasin.
1) 0<E($) < o,
2) 0<E(m),
3) {n.}, n =1 aritmetik olmayan rasgele degiskenlerdir,
4) Markov zincirini olusturan {(,}, n =1 rasgele degiskenlerinin m(z) dagilhim
fonksiyonu [s, S] araliginda siirekli dagilima sahiptir, ve
P[¢y=s] =P[¢ =S] =0.

Yukaridaki belirtilen sartlar altinda X(t) stireci ergodiktir ve ergodik dagilim

fonksiyonu Qy (x) gosterilsin. Qx(x) = tlim P{X(t) < x}, s <x < Solsun.

Qx (x) fonksiyonun kesin formiilii asagidaki gibi elde edilmistir:

[ Uy(z = x)dn(2)
fss U,(z — s)dn(2) '

Qx(x)=1- x € [s,S]. (57)
Burada, U,(x), gelen talepleri ifade eden {n,},n = 1 rasgele degiskenler tarafindan

iretilen yenileme fonksiyondur.
Not 2.2.2.1

Bu kisimda, miidahaleyi ifade eden {¢,,},n > 1 rasgele degiskenler dizisinin (s, m, S)
parametreli asimetrik liggensel dagilima sahip oldugu varsayilmstir.
Burada s <m < § ve m rasgele degiskenin modudur (frekansi en biiyiik olan deger). {;

rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu asagidaki gibidir.

(z — 5)? c<yem
S T
1_(S—m)(S—s) m<z<S$§

p¢ (x) fonksiyonu ¢ rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu olsun, bu durumda
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—(x—s) s<x<m
) ={ P9

—_— m<x<S$§

B —m)

dir. Asagidaki grafik, ¢; degiskeninin p (x) olasilik yogunluk fonksiyonunu gdstermektedir.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
|
1
é
S a m S

Sekil 9. ¢; degiskeninin p, (x) olasilik yogunluk fonksiyonunu
Ayrica, X(t) siirecinin standartlastirilmis hali olan Wp(t) = %(X (t)—s), B = %
stirecinin ergodik dagilimini Qy, p (v) ile gosterilsin. Qy, p (v)’nin kesin formiilii (Hanalioglu
& Khaniyev 2018) ¢alismasinda asagidaki Teorem 2.2.2.2 ile verilmistir.

Teorem 2.2.2.2 (Hanalioglu & Khaniyev 2018)

Teorem 2.2.2.1°in kosullara ek olarak kesikli midahaleyi ifade eden
{¢,},n = 1rasgele degiskenler [s,S] araliginda asimetrik tiggensel dagilima sahip olsun.

Bu durumda, Wp(t) siirecinin ergodik dagiliminin kesin formiilii asagidaki gibi verilir.

fzf U, (x — Bv) p(x)dx
122 U, (0P () dx

QWﬁ(v) =1- , v €[0,2]. (58)

Burada, p(x), {; = {; —s rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonudur.
{, rasgele degiskeni (s, m,S) parametreli iicgensel dagilima sahipken {; rasgele degisken

(0,8(1 + v ), 2B) parametreli tiggensel dagilima sahip olacaktir. Burada,
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m-—a S+s
5 € (—1;1), a = > (59)

14

sirasi ile asimetri katsayist ve orta nokta ifade etmektedir. p (x) asagidaki gibidir:

X
—_ 0<x<pA+y)
2(1
sy =1 5 . (60)
B21=7)" PA+y)<x<2p

1spat:
Bilinmektedir ki,

QWB(U) = ggglo P[Wﬁ(t) < v] , v € [0,2]
= tlirglo P[X(t) < Bv+s]
=Qx(Bv+s)

L f[fv+s Uy (x — Bv —s) dn(z)

= , 0,2].
(50, (0dn(z) v elozl

{1 = {; — s oldugunu varsayalim. {; rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu

P(&i<x)=P({1—s <x)

=P({1 SX"‘S)
=n(x+s)
gibi elde edilir. Dolaysi ile,

(x +s—5)? s <
s<x+s<m

P{f<x}= (m—=s)(S—5)
o 1 (S —x—9)° <x+s<S
G-m)G -9 m<x+s<

elde edilir.

Kolayca gériiliir ki {; rasgele degisken (0, m — s, S — s) parametreli dagilima sahiptir.

Boylece, denklem (59) ile verilen notasyonlar géz 6niinde bulundurularak, {; rasgele
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degiskenin (0,8(1 + ¥ ),2B) parametreli dagilima sahip oldugu gériiliir. Boylece, {;
rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu p(x) = dm(x +s) , denklem (60) ile

verilebilir. Dolayst ile,

f;ﬁ Uy, (x — Bv) p(x)dx

v

122 U, (0p () dx

Qwy(v) =1-— , v €[0,2]

bigiminde elde edilir.

2.2.3. Siirecin Ergodik Dagihm Fonksiyonu I¢in Moment-Bazh Yaklasimlar

Bu boéliimde, verilen asimetrik tiggensel miidahaleli (s, S) tipli yari-Markov envanter
modeli temsil eden stokastik siirecinin ergodik dagilimi i¢in moment bazli yaklasimlar elde
edilecektir. Teorem 2.2.2.1° deki verilen sartlara ek olarak talep miktarini ifade eden
{nn},n = 1 rasgele degiskenlerinin ti¢ ilk moment olan p4, u, , 3 Mmevcut ve sonlu olsun ve
miidahaleyi ifade eden {(,},n =1 rasgele degiskenler dizisinin (s, m,S) parametreli
asimetrik ticgensel dagilima sahip oldugu varsayilmaktadir.

Goriildiigii gibi, esitlik (58) ‘nin sag tarafi, U, (x) olan n,, talep rasgele degiskenler
tarafindan {iretilen yenileme fonksiyonuna baglidir. Baz1 6zel durumlar disinda, yenileme
fonksiyonunun basit ve ag¢ik ifadesini bulmak olduk¢a zordur. Bu nedenle, yenileme
fonksiyona Kambo vd., (2012) tarafindan onerilmis yaklagik formiilii kullanarak ergodik
dagilimmin yaklagimi elde edilecektir.

Hesaplamay: basitlestirmek amaci ile esitlik (58)” deki pay ve payday: sirasiyla su

sekilde gosterelim:

2B
@) = j U, (x — Bv) p()dx (61)
Bv
ve
26
J(0) = f U, () o0 dx . (62)

0

Bu durumda J(v) i¢in Kambo anlaminda yaklasik formiilii asagidaki gibi verilebilir:
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Yardimci Teorem 2.2.3.1

J(v) fonksiyonu,

2p

@) = f U, (x — Bv) Fx)dx
Bv

bi¢ciminde tanimlansin. Bu durumda v € [0,2] ve f — oo i¢in asagidaki yaklasik formiilii

elde edilir.

a, (VB + a,(V) + az(W)B~ L+ a,f7% + as f2e0FUrY) o<p<1+4y

Jw = { di ()P +dy(v) + ds (VT + daf ™2 = dy p2e P 14y <v <2

(63)
burada,
v3 v (B+y)
oLty A 3

a;(v) =

)

c v?

T2(1+y) ©

CoV

W =a

a,(v) = ¢

—C, 2¢,
Ay =, U5 = 57—,
PSR +y) 0T si(1—-v?)

2-v)° (2 -v)?

hW) =g a—p

dir.
Ispat:
0<v<1+y icin
2B
1) = [ Uy = p)
pv

gibi tamimlanmis. Dolaysi ile,
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B(1+y) 2B
_ o — X _ ) BE=X)
/@)= Bf Unx ﬁ”)ﬁ2(1+y)dx+ﬁ(ly)”"(" Ppa—p®™ Y

dir. Esitlik (64) teki ilk integrali (33) yaklasik formiiliinii kullanarak hesaplayalim:

B+y) B(1+y) 8
X x — Bv X
Up(x = pv) 57— dx = f ( + 1 — cpeSo AV )—dx
f Ay Ty H v B2(1+7v)
Bv pv
B(1+y)
—— [ -pod
N x — Bv)x dx
B2 +y)m
Bv
p(1+y)
+ f d
—_ x dx
pr(1+vy)
Bv
p(1+y)

X eSO(x_Bv)dx

€2
IECERD) ﬁ{

~

2 3
~<(1+V) a4y v >ﬁ+cl(1+y)

3uy 2py 6u1(1+7y) 2
2
LV CoV _ Cy _
“saiyt = o ?
2(1+y) so(1+y) so(1+7)
— C_zﬁ—l eBso(l+y-v) C—zﬁ—ZeBSo(HV—V)
So ss(1+7y)
(65)
Simdi, ikinci integrali hesaplayalim
2B 2p
(2B —x) X —pv (2B —x)
Upy(x — pv) 57— dx = f ( + ¢ — cpeSo=hY) )—dx
) ey oo aTe Fa—7)
BQ+y) B(1+y)
2B
- (x ~ Br)(2B %) d
N ———— x—pv —x)dx
(1 —v)
B(+y)
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2B
,32(1 f (28 — x) dx
2B

C2
T 521 o (Zﬁ - X)eSO(x_ﬁv) dx
p(1 V)ﬁ(f

<4+(1+)/)3 v(l-y) (A+y)?° )ﬁ
B3us(1—y) 214 p(1—7v)

+Cl(1—y) ﬁ 1 gBso(1+y-v)
2 s
C2
e B 2eBsotyY) (66)
ss(1—y)

gibi bulunur.
(65) ve (66) esitlikleri, esitlik (64)’te yerine koyularak, 0 < v < 1 + y durumunda,

J(v) fonksiyonu i¢in asagidaki yaklasim formiilii elde edilir:

o) ~ ((1 +y)2 (A +y)w N v3 >,3 N c,(1+7y) ¢ v?

3144 2y 6 (1+7y) 2 2(1+y)
C,v cy cy
+—ﬁ_1 e p=2 _ "2 n-1 eﬁso(1+y—v)
sarn’ Tzant TSP
+ C—Zﬁ—zeﬁso(lﬂl—v)
sé(1+7y)

(4+(1+V)3_V(1—V)_ (1+)/)2>ﬁ
Bu(1—y) 244 (1 —vy)

+M + & 1 efsoli+y—v) 4 % B 2ePso(+y—v)
2 So so(1 =)

Dolaysi ile,

_ v3 v B4y B ¢ v? Cov )
J@) = (6u1(1 R >ﬁ " <Cl 2(1+ V)) HENCES)) d

c 2C
2 ﬁ_z + 2

- ——— % B2 ePsoi+y-v)
ss(1+7) ss(1=y?)
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gibi elde edilir .
Benzer sekilde, 1 + y < v < 2 oldugunda J (v) yaklasik ifadesi agagidaki gibi elde ederiz:

2p
B (28 —x)
10 = [ 0= g5
B;ﬁ ( x)
_ x —pv B 5o Ge—Bv) 2
Nﬁfv( e ) S

—Bv )2B —x)dx

Bv
2p
,6'2(1 j (2B — x)dx
23
,82(1 f (2B — x)eSo*=FV)dx
_ @-v) c;2-v)%  c,(2-v) P
Cew(1-y) T 2(1-y)  sp(1-v)
__ 2 5 C— 250B(2-v)
tga-pnf Twa-p’e

Boylece Yardimci Teorem 2.2.3.1° ispat1 tamamlanmus olur.
Sonu¢ 2.2.3.1

Yardimcr Teorem 2.2.3.1 kullanilarak, 8 — oo iken asagidaki yaklasik formiiliine
ulagilir.
2p
J(©0) = E(U,(8) = f U, (O)P(x) dx = byf+ by + byB~% + by B2 B0+ (67)

0

Burada,

B+v) —C )

by = , hi=a, bi=m——, b=
T 2= PTREA+Y PTRA—yD)

c1, €3, denklem (30) ile verilmistir.
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Ispat:

v = 0 durumunda,

E (Un(fl)) =J(0) = a;(0)B + a,(0) + az(0)B~' + a,B 7% + as B~ 2eS0 AU+

_B+y)
31

(&)

o N
so(1=v?)

s2(1+7y)

’8 +c - 3—2 'B—Zesg B(1+y)

elde edilir.

Simdi, agagidaki teorem ile bu boliimiiniin ilk temel amaci gosterilecektir.
Teorem 2.2.3.1

Teorem 2.2.2.1°deki verilen kosullarina ek olarak, 7; rasgele degiskeninin
Up = E(nf), k = 1,2,3 momentleri mevcut ve sonlu olsun ve s, < 0 sart1 saglansin. Bu

durumda her v €[0,2] igin, ergodik dagilim fonksiyonu QWﬁ(v), B — o oldugunda

asagidaki yaklasik formiiliine sahiptir.

QWﬁ(v)
( (b1_a1(v))ﬁ3 n (bz—az(v))ﬁz _ az;(v)p
b3+ b,B%+b; b B3+ b,B%+ by b1,83+b2ﬁ2+b3' 0<v<ity
aSeSOB(1+V_U)
- b1 B3+ byf? + bs
(by —di(v )),33 (b, —dy(v ))32 _ d;(v)p
b3+ b,B% + b; b3+ byS?% + by b1[_>’3 + b,B% + b3’ lty<v<2
+ (b3 —d,) d4eS°B(2 v)
\ b3+ b,B% + bs b3+ b,B% + by
(68)
burada,

{a;(v),d;(v),i =123} ,a5,dsve {b;,j =123}, Yardimci Teorem 2.2.3.1 ve
Sonug 2.2.3.1” de verilmistir. ¢; ,c, ise denklem (30) ile verilmistir.

ispat:

Denklem (61) ve denklem (62) dikkate alindiginda, (58) ile verilen Qwﬁ(v) 'nin

kesin formunu yazmanin alternatif bir sekli:
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1220, (x - Bv) px)dx

Qw,(v) =1
v 2 U, ()P ) dx
()~ )
=0 ,v €[0,2] (69)
olur. Taylor serileri kullanilarak,
1 1

JO) " bift by + byB 2 + by f-2es0 BAHD)

1
~ b
—2 4 -2 (1+y)
(bif+ by + bsp?) |1+ ey f2es0 ()|
B? 1
" by B3+ b2+ by [ by 2,5 (1+y)]
Yty av b, + bpz P

2
~ B [1 — bs —2p50 (1+V)]
b3+ b,B? + by b.f+ b, + b3f~2

ﬁz b4ﬁzesoﬂ(1+y)

= — 70
b T by Gt b+ by 70)

elde edilir. Boylece,
0<v <1+4+vyigin,

eSO 5(1"']/—1])}

1
Qw,(v) = {(b1 —a,(V)B+ (b2 — az(v)) — as(v) 7% Tz

BZ b4ﬁZesoﬁ(1+y)
{b133+ bB2 + by (b B3+ b2 + bs)Z}

O (1) ~ (b —ai()B* (b —a,(w)B*  az;(v)B
Mot T B3+ byB2+ by b3+ bofE+ by b3+ byf% + by

eSO 3(1"‘)’—”)

TS BT b E by

ve 1+y<v<2igin
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1 1 eSoB(2-v)
Qwﬁ(v) =~ {(b1 —dy(v))B+ (b; —dy(v)) — d3(v) B + (b3 — d4) 52 +d, T}
52 b4,32350ﬂ(1+v)
* {b1ﬁ3+ b,B2 + by (buB3+ b7 + b3>2}
dir. Dolaysi ile,
(by — d1(v))B? (b, — dy(v))B? d;(v)B

QWB(U) ~ b3+ b,B?% + by + b3+ b,B?% + by B b3+ b,B?% + by

by —d, eSo B(2-v)
+ +d + -
by B3+ b, % + by * by B3+ b,% + by

gibi elde edilir.

Simdi, stokastik siireglerin 6nemli bir 6zelligi olan Wy (t) siirecinin limit dagilimini

elde edebiliriz.
Sonug¢ 2.2.3.2

Teorem 2.2.2.1 ve Teorem 1.5.1’in kosullarinin saglandigini varsayalim. Bu durumda,
So < 0 iginve herv € [0,2] i¢in, W (t) siirecinin ergodik dagilimi, R(v) olarak tanimlanan

limit dagilima zay1f anlamda yakinsar.

3v v3 0<p<i+
— , <v< y
2(1
Ry ={ TP Z O (71)
1+y<v<2

2B +nA -y’

Yani, QWB(v) - R(w) ,B > .

Ispat:

Bilinmektedir ki, y € (—1,1) ve s, <0 sartim sagladiginda, v € [0,2] igin
asagidaki limite ulasilabilir.

0 <v <1+ vydurumda,

lim (bz — W ))ﬁz az;(v)p ageSof+y—v)

— — — 0
,3—>°° b1ﬁ3+b2ﬁ2+b3 blﬁ3+b2ﬁ2+b3 b1ﬁ3+ bzﬁz'i‘ b3
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Diger taraftan 1 +y <v < 2 igin,

lim (b, — d,(v))B? _ dz(v)B N (b3 — dy)
B—’OO b1ﬂ3+b2ﬁ2+b3 b1ﬁ3+b2ﬁ2+b3 b1ﬂ3+b2ﬁ2+b3

d4esoﬁ(2_v)
+ =
by B3+ b3 + b3

0.

Dolaysi ile,
( b, —a,(v))B3
tim 1~ 9 ()P , 0<v<1l+y
. p—o by B3+ by 8? + b3
lim Qu,(v) =1 3 ,
foee lim (by — di(v)) 1+y<v<?2
62 by B3+ b, B2 + b’ ysv=
( b, —
= b1
V(b —d (v ’
L b,
(_3v v? 0<v<i1+
— , <v <
_ ]G+ 20+ G+ !
- 3
1 2-v) 1+y<v<?2
— B v_
[ 2B+ na-pn Y
elde edilir.
Not 2.2.3.1

(Khaniyev & Atalay 2010) calismasinda elde edilen limit dagiliminin, ¢alismamizda
Sonug 2.2.3.2 ile verilen R(v) limit dagiliminin asimetri katsayis1 y = 0 oldugunda 6zel bir

durumu haline geldigi goriilmektedir.
Sonug¢ 2.2.3.3

Teorem 2.2.3.1°deki sartlar saglansin. Bu durumda, 8 — oo iken, X (t) siirecin ergodik

dagiliminin asagidaki yaklasik formiilii dogrudur.
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( A;(x)B? Ay (x) AseSOﬁ(HV)
+ + SsSx=m
b3+ b,B% +b; b3+ by%+bs b B3+ b,B%+ by
AB3 As(x)B? Ag(x)
NP p—— A AP (72)
biB3+ b,B? +b; byf3+ by?+ bz bif3+ b,B%+ by
m< x<3$S
N A, (x) N Age?5P
bif3+ b,B?+ b;  bif3+ b,B?% + by
Burada,
X—Ss (x—5)°% c(x—5)? c(x—5)
A(x) = , A, (x) =— _ —a e—so(x—s)’
1= A =e T 2ar ) T sain %
(1+y)? 2(x —s) 2
A; = —ac, Ay=——"—", A:c(x) = — + ¢y,
: o M=y gy SO Lay Tap e
(x—5)2 x-—s 2¢,
Ag(x) = — + - ,
T G I (R R gy
(x —s)3 (x—5)? c(x—5)

A7(x) = — a5 + d4e—50(x—5) ,

6u(1—y) 2(1—y) so(1—y)
Ag=d,, ye(=11)

dir.
Ayrica, as, dy,ve bj, j =1,2,3 sirasi ile, Yardimer Teorem 2.2.3.1 ve Sonug 2.2.3.1°de
verilmistir. ¢; ,c, denklem (30) ile verilmistir.

ispat:

X (t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonun tanimindan,
Qx(x) = limP[X(t) < x],x € [s,5] (73)
dir. Diger taraftan, W (t) = %(X (t) — s) esitliginden,

X(t) = W (L) + s (74)

elde edilir.
Denklem (74), (73) denklemdeki yerine koyularak,
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Qx(x) = girgzoP[,BWﬁ(t) +s5< x], X € [s,S]

fimp [0 ===,

:Qwﬁ(x;S)’ x € [s,S]

sonucuna ulasilir. Simdi (58) denklemi ile verilen Qw (v) ergodik dagiliminin yaklasik

formiilii kullanilarak, asagidaki sonuglar elde edilir.

s < x <migin

I ) [ ) G )

_ B
b3 + b, 8?% + by b3 + b,8?% + by b3 + byS?% + by
a5350ﬁ<1+y_%>
— 75
b3+ b,B? + by (75)
dir.
Burada,
(x — 5)3 X—S
a(x—S): B B B +(3+y)
"\ B 6i(1+y) 3uy,
X—S
(X —_ S) Cl( ’B )2
a =¢ ——
\ B Y21+
c X —S
X—S 2 B
a =
() =@
gibi elde edilir.

X—=S

a; (T) ;1 = 1,2,3 ’in degerleri, denklem (75)’ te yerine koyularak

X —S

(u)3 X—Ss
B+y) B __B +(3+)/) e
31, 6u(1+y) g 31

Qx(x) =

b3 + byf? + b3
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X —S

1 ( B )? 5 X —s
a\eTzaen )P 2E
n __ s(1+y)
b,B3 + b,3% + b b,B3 + b,3% + by
X—=S
age soﬁ(1+y—T)
b, B3+ b? + b3
X —S X—S X—S

¢ )3 cq( )2
__ b B B 7
st )P zaey )P

bB3 ¥, 82 + by DbB% + b, 52 + by

X —S

27 x=s
1 —_—
so(1+y) p _ ase SOB( )

T b BE+ b2+ b; b SP+ bS2+ by

X —S X —S X —S

3 c 2
~ b.1B3 + b,3% + b * biB3 + by,B% + by * b3 + b,3? + b
2 g s
s+ P age o SF (17 5°)

T bB3+ bBZ+ bs b3+ b2+ by

(x — 5)3 1 XS 1
6#1(1+V)b1ﬁ3+b2ﬁ2+b3 t1 b3+ by? + by

'32

ci(x —5)? 1 cy(x —5) 1
2(1+7v) bip?+Dbyf?+ b3 so(1+y)bif3 + by? + bs

asesoﬁ(l-")/) ase_so(x_s)
b 3+ b2 + bs b3+ b,BZ+ by

~ 5]
b3 + bzﬁz + b3

X
1[33 + 172/32 + bs
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_ (x—s)® +cl(x—8)2_62(x—s)_
ouy(1+y)  2(1+y) so(1+y)

=5o(x—s)

ase

asesoﬁ(l'I'y)
bSR3+ by% + by

elde edilir.

Diger taraftan, m < x < S i¢in,

a5 el al)

G~ e T v by T bt bafP T by B+ byR? 1 by
X—S
(b; —d,) d4950ﬁ(2_7) (76)
b3 + byB% + b b3+ b,B% + by
dir. Burada,
x —s\* x —s\°
d(x—5)_<2_ 5 ) d(x—s)_(z_ B )
\Up 6 (1—y) ' \ B 20-y)
s (227
4 (~5) =
B 50(1 - V)
dir. d; (%) ,i = 1,2,3 denklem (76)’ de yerine koyularak,
-5 (G-
N B ) \ps " B ) \pe ( _u)
bh=gna—-y | |\ 2a=p | 2® 75
ssd=p) P
Qx(x) = + - >
bi3 + byf5? + bs bif3 + byB% + by bif3 + byB% + by
X—S
(b3 —d,) d4eSOB(2_T)

b B? + b, 52 + by | DB+ b7 + by

3
(2-*%)
3 —ﬁﬁ3 2
o b, 61 —y) b,f
b3+ b,B% +b; b B3+ b2+ bs biB3+byS%+ by
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2¢, B (b3 — d4)

b3+ bR+ b

c;(x —s)

So(1 =y) b1ff3 + b2+ by b3+ byf? + by

d4_eso(X—S)

1 d,e?sB

—~ +
So(L—7) b1B3 + boB? + by | bifo+ baB? + by | bifo+ bof? + by

(x — 5)3 3
AP
_ b,B° __bu (1 - N 6u, (1 —y)
T b3+ byB2 + by byB3+DbyB2+bs  byB3+ byB?+ by
X—S (x —5)?
12 ﬁ ﬁ3 6 ﬁz ﬁ3 2
_ 6 (1—y) 6 (1—y) b,p
biB3+ b2 +bs  biB3+ b2 +by  bif3+ byS?% + by
(x —5)? ,X =5
22 ﬁZ 182 ﬁZ ﬁ ﬁZ
2(1—vy) 2(1—vy) 2(1—vy)

by B3+ bR+ b

B

2¢y

b3+ b,B% +b; b B3+ b,B% + by

c,(x —5) 1

“so(L—y) by B3 +bB% + b so(1—y) by3 + b, B2 + by

(b —d4)

d49250[>’ d4e‘50(x‘5)

b3 + b5 + bs

elde edilir. Boylece,

Qx(x) = l

+

_|_

(x—s)°

b3+ b,B?% + by + b3+ b,B?% + by

) (1+y)zl g
B3ur (1 —y)| b3 + by f? + by
[2(x — ) 2 B2
_/11(1—)/)_(1—]/)-'_61]19153+b2ﬁ2+b3
_(x—s)2 x—s 2 l B
I m@—y) A-=y) so(1—=y)]|bif3+ by?+ by

1
X
b3+ byf? + by

(x=95)? clx—s)

6 (1—y)

— +(bs—dy) +d e-So(x-S>l
20— sd-p TP
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d4ezsoﬁ
_.|_
biB3+ byB? + bs

elde edilir ve bu ispati tamamlar.

2.2.4.  Ozel Ornekler

Bu bolimde sonuglarimizin daha iyi anlasilabilmesi igin iki agiklayici ornek
sunulmaktadir.

Ornek 1:

N1, A = 1 parametreli ikinci dereceden Erlang dagilima sahip oldugunu varsayalim ve
stok kontrol seviyesi s = 0 olsun, ayrica ve y = 0 varsayalim.

1, rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu :

v
o

fo, (X)) = xe™¥, X
dir.

nqrasgele degiskenin ilk iic momentleri pq, iy, 13 asagidaki gibi verilir.

1 =Eml =2, u, =EMil =6, us = Eni] = 24.

Boylece,
) ) 2 3
So=—6u1(uz—u1)/(2u1u3—3u1)=—7<0, =5, &=3
Bu durumda,
A()_x 4,00 x* 3x% Tx 49 2,
1) =5 2 =TT Ty T ¢
49 1
Ag=——, Ay=-2, As()=x-3,
x2 7
A6(X)=——+X+?,
x3 x? T7x 49 49 2 49
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Ve,

3
’bzzz’ b3:a4:—, as = —

N| =

bl =
gibi bulunabilir. Boylece, Qx (x)

() 0sxsp
0 ={ " ) B< x<2p

dir. Burada,
X 3x2 7x 49 2, 49 _Zg
0.(0) ~ 2)F’ +_ﬁ+ Z +4 497 ___®s°’
1 3 49 Z . 1...3.,
RS T S T o 2P 12 g
2 2 2
~ +
IB3+332_£ B3+3B2_£ ﬁ3+3ﬁ2_ﬂ
xp? N —0,17x3 + 1,5x% — 3,5x — 24,5¢%2%
T B3 +3B2—-1225 B3 +3B2 — 12,25
12,2502
B3 +3B2—12,25
bi¢iminde bulunur.
Diger taraftan,
0,(x) ~ A4ﬁ3 n As(x)ﬁz n Ag(x)p
2 bB3+ b,%2 +bs; b3+ b2+ bs; bB3+ byB%+ by
N A;(x) Age?5oP
biB3+ byB% + bs b3+ byB% + by
1 1 x? 7
LA Gt) L Cararh
49 1 3 49 "1 49
’B3+2’BZ 7183_|_7’32_§ 2,83+2ﬁ2__
49 2, x3 x?2 7x 49 49 2, 49 o2
€7 > —5——F —F txe’ — e250B
n 4 12 2 4 4 8 _|_

B+ B +567 -
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5 —0.34p3 N (2x — 1)p? N (—x*+2x+7)B
T B3+3B2—12,25 B3 +3B%2—12,25 B3 +3B%—12,25

4 0,17x3 — x2 — 3,5x — 24,5 + 12,25¢%2%% . 12,25¢-0578
,B3+3,82_12,25 '83+332_12,25
gibi elde edilir.
Ornek 2:
Bu 6rnekte ise, n;, 4 = 1 parametreli ikinci dereceden Erlang dagilima sahip oldugunu

varsayalim, ve stok kontrol seviyesi s = 0 olsun, ayrica ve y = 0,7 varsayalim.

Bu durumda,
x x* 3% 7x 49 2,
M@ =5 AW =-sotants 7
P (1,7)2 A()_Z(x) 2 .3
3T 7 M T 603 YT 203 (03) " 2
x)? «x 1
Ae(x):—

2 )
0,6 03 7(0‘3)

3 xZ
— S - p7 A e
AN =103 0606 4 8

dir. Bu durumda, Qx(x), X (t) stirecinin ergodik dagilimi agsagidaki gibi verilir.

(Q(x)  0<x<17B
Ox(x) ~ { 0,(x) 1,78< x<2B°
Burada,
3 2 2
x _X 3(x) 7_x _B 5w 49
Q:(x) = a9 T 49 +q 9
2'83 232__ B3+232__ 33_}_2182__
xf3? N —0,1x3 4+ 1,76x2% + 8,24x — 24,5%2%*
T B3 +3B%2—12,25 B3 +3B% —12,25

—24‘,56_0'49ﬁ
137 1225

Q,(x) ise asagidaki gibi verilebilir:
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A4ﬁ3 As(x)ﬁz As(x)ﬁ
b3+ b,B%+ bs; b3+ byB%+bs b3+ byS% + by

Q. (x) =

+ A;(x) + Age?soP
biB3+ byf? + by biff3+ by% + by

(1,7)? (0%, x 7

. 6(03)33 (53~ )52 & +03+06>ﬁ
"1 3, 49+1 s 35 89 1, 3., 49
28+ 36 GRS Tk LTS TS

x3 xZ2  7x 49 49 2, 49
12003) 06106 2 8¢ —@ e?s0f
+ 1. 3. 49 tT 3 49
ﬁ +5 2 ﬁ -8 ﬁ +5 2 ﬁ -8
~3,28° (6,67x — 0,34)?

~ B3 1387 — 1225 B+ 382 — 12,25

(—3.34x% + 3.34x + 11,67)B
B3+ 3p% — 12,25

0.56x3 — 3.34x2 + 23.34x — 25,5 — 12,25¢%29%
B3 + 382 — 12,25

12,25 9578
B3+ 3B2 — 12,25

gibi elde edilir.
Sonraki boliimlerde siirecinin ergodik dagiliminin n. dereceden momentlerini incelenecek.
Oncellikle kesin formiilii verilecek daha sonra Kambo yaklasimina gére moment-bazli

yaklasimlar elde edilecektir.

2.2.5. Siirecin Ergodik Dagiliminin Momentleri i¢in Kesin Formiilii

X(t) = X(t) — s siirecinin ergodik dagilimmmn n. dereceden momentleri E ()? ") ile

gosterilsin. Bu durumda,
E(X") = lim £ (£"(t)) ve E(X")'nin kesin formili ~Khaniyev vd., (2013)

calismasinda asagidaki teorem ile verilmistir:
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Teorem 2.2.5.1 (Khaniyev vd., 2013)

Teorem 2.2.2.1’in sartlar1 saglansin. X (t) siirecinin ergodik dagiliminin n. dereceden

momentleri mevcut ve sonlu ise E()?")’ in kesin formiilii asagidaki gibidir:

E(X™) = = n=12.. (77

E(U,,(Zl)) E(Un((]))

Burada, ; =(; —s, B = S%S ve U,(x), Talep rasgele degisken tarafindan iiretilen

yenileme fonksiyondur. Ayrica,

X

U, (x) = x™ 1« Up(x) = f gnt Up(x — t)dt -
0

U,(x), x™1ve U, (x) fonksiyonlarin konvoliisyon garpimudir.
Ispat:
Bilinmektedir ki,

2B
E(X") = J x"dQz(x),n=1.2,.. (78)
0
Burada, x € [0,2] olsun. Bu durumda,

Qs(() = lim P(R(D) < x} = lim P{X(8) < x+5} = Qy(x +5)

5 Uy(z = x = $)dn(2)

=1 -
J; Uy(z = s)dn(2)

B E[Un((1 —5— x)]
E[Uy(& —9)]

_ E[Un(fl - x)]
E[Uy(4)]

gibi elde edilir. Ayrica,
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) 28 28
B = [ edog=n | aiall- 0] (79)

elde edilir. Dolayst ile,

oy — o [Pt ELUn (G — %))
E(X )—nfo X de

~ nfozﬁ x"1E (Un(f1 — x)) dx

E (U,, (51))

gibi elde edilir. Diger taraftan,

f:ﬁ x"1E (Un(fl — x)) dx = f

0

2B z
= f p(2) {f x" UL (z — x)dx} dz.
0 0

28 28
x"1 {f Uy(z — x)ﬁ(z)dz} dx
0

Burada,
zZ
jo x" U, (z = x)dx = x" 1 x Uy (x) = Up(x)
olsun. Boylece denklem (77) elde edilir.

2.2.6. Siirecin Ergodik Dagihminin n. Mertebeden Momentleri i¢cin Moment-
Bazh Yaklasimlar

Bu kisimda, miidahaleyi ifade eden {{,} rasgele degiskenleri asimetrik ti¢gensel
dagilima sahipken, X(t) = X(t) —s siirecinin ergodik dagilimmin n. mertebeden
momentleri i¢in moment-bazli yaklagimlar elde edilecektir.

Kisim 2.2.2°de gosterdigimiz gibi {; rasgele degisken (s, m,S) parametreli tiggensel
dagilima sahipken, {; = {; — s rasgele degisken (0, 8(1 + ), 2B) parametreli asimetrik
licgensel dagilima sahiptir. X(t) siirecinin n. mertebeden momentleri i¢in yaklasimlar elde
etmek i¢in oncellikle gereken yardimei teoremler verelim.

Oncelikle U, (y) fonksiyonun yaklagik formiiliinii inceleyelim.
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Yardimci Teorem 2.2.6.1

E (nf) <o,k=123 ve sy <0 sartlarn saglansin. Bu durumda y — oo ig¢in,

U, (y) fonksiyonu asagidaki yaklasik formiilii saglar:

n+1 n eSoy

y C1y
— D! D) — ¢ —, >1 80
mtDnm T n +o (=D D(y) - ¢ Sg7 n (80)

Up(y) =

Burada,

n—-1-r

n—1 y
Dn(y) = Zr=o (n—1-r)si*t

ve c;,c, denklem (30) ile verilmistir.

Ispat:

U,(1) , U, (y) fonksiyonun Laplace déniisiimii olsun, bu durumda:

M1
~ £ L[] + £ L] - @)
1
n-1)! 1 n—-1D'1 -
~ n ‘ullz €1 n I - CZHn (A) (81)

Buradaki H, (1) ile gosterilen fonksiyonun formiilii Yardimci Teorem 2.1.4.1°de
verilmistir.

Ters Laplace doniisiimii denklem (81)’ ye uygulanirsa,

nh-1! 1 s (n—1)'1

m A2 €1 ™ 1 cH, (1) )

1 (0,m) ~ 1 <

Lt (L>+c (n— 1)'L‘1< ! )
An+2 1 : An+i

_CZL_I(Hn(A) )

elde edilir. Boylece,
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yn+1 n—-1-r eSoy

¢ y" 2"‘1 y
~ —1)!
Un(Y) (n + 1)n 11 + n + C2 (n )

- ——
r=o (M —1—7)lsitt 2 st

elde edilmis olur.

Yardimei Teorem 2.2.6.2

L(y)= foy U, (t)dt bigiminde tanimlansin.

E (n{‘ ) < oo,k =1,23ve s, <0 sartlart saglansin. Bu durumda y — oo i¢in

yn+2 o yn+1 n-1 yn—r
I = —1)! 2 -z
1) Dt Dnm T T 20T 2, e
c, (n—1)!
——Z(Sn ) (e$¥Y—-1), n>1 (82)
0

elde edilir.
¢1 ,C, denklem (30) ile verilmistir.
ispat:

Bu sonucu asagidaki yardimci teorem yardima ile ispatlanacaktir.
Yardimci Teorem 2.2.6.3

g: R = R sonlu ve olgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere , §(1) Laplace doniistimii

olsun, bu durumda asagidaki iliski dogrudur:

y e
L{jo g(t)dt} = T

I; (¥) ’ nin tanimini, ve Yardimci Teorem 2.2.6.1 ile verilen U, (y) 'nin yaklasik formiili

kullanilarak
y

L (y) = f Un(D)dt

0

I, (1), I, (y) fonksiyonun laplace doniisiimii ise Yardimc1 Teorem 2.2.6.3’¢ gore

U,(2)
A

I~1 D) =
gibi elde edilir.
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U,, (1) nin yaklagik formiilii (61) ile verilmistir. Dolays ile,

)

L
n—

Lm-nt 1 @-D1 1) Z R
Y S PR S T B 4 RS
(-DI 1 oDt "i 1
T n+3 [y €1 An+2 c2\n : r=055+1ln+1—r 561/1(/1_50)'

Simdi, ters laplace doniisiimii uygulanip

yn+2 C1yn+1
I = 1 Z
> et ong Ty e T2 D! ro(n—r)'s”l
_Ln_l)!(esw_l)
SO

elde edilmistir.

Yardimci Teorem 2.2.6.4

I, (y) = foy tU, (t)dt bi¢ciminde tanimlansin.

E(n{‘ ) < oo,k =1,2,3ve s, <0 sartlar1 saglansin. Bu durumda y — oo igin

n+3

y Y™t o (n—1)!

L (Y)z(n+3)(n+1)n,ul (n+2)n_ sy

dir. ¢; ,c, denklem (30) ile verilmistir.

ispat:

Bu yardimci teoremi, I, (y)’ nin tanimini, Ve Yardimci Teorem 2.2.6.1 ile verilen

U, (t) 'nin yaklasik formiiliinii kullanilarak, Yardimci Teorem 2.2.6.2 benzer sekilde

ispatlanabilir.

)1
+ —
S

n

2
0

>1

(83)

Simdi, E ()?")’yi hesaplayabilmek icin gereken E (Un(fl))’in yaklagik formiiliinii

hesaplayalim.
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Yardimci Teorem 2.2.6.5

Teorem 2.2.2.1°in sartlarina ek olarak, E(n3 ) < oo ve s, < 0 sartlar1 saglansin. Bu
durumda f — o iken, n > 1 olmak tlizere E (Un(fl)) icin asagidaki yaklagik formiilii

verilebilir:

E(Un(6)) = A 0 B + Asn ) B+ ). CupP) BT + Ay (D (89)

Burada, Aj,,j = 1,2,3 ve Cp,(y) asagidaki gibi verilir.

(1 + y)n+2 N 2( 2n+2 _ (1 + )/)n+2 )
p(n+3)(n+Dn p(1—y)(n+2)(n+ Dn

A (V) =

2n+3 _ (1 + y)n+3
Cu A= +3)n+ Dn

c(1+™ 2 (2" -0 +™) a2 -0 +p"2)
(n+2)n 1-y)(n+1n u(d=y)(n+2)n ’

An (V) =

c,(n—1)!

A3n (V) = - (1 + ]/)SaH-Z )

a+y"r + 202" = +p)"7)
sstin+1-r)(n—-1-7r)  sTA-y)(n—1)!

Cnr(y) = Cz(n - 1!

Zn—l—r _ (1 + y)n—l—r
_sg+1(n+ 1-r)(n—1-n)f

¢1 ,C, denklem (30) ile verilmistir.
Ispat:

U, (f 1) "nin beklenen degerinin tanimini asagidaki gibi verilebilir.

2B
F(0a(6) = [ UnG0 B

0

Dolaysu ile,
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B(1+y)
E(Un(C1 f ﬁ2(1+ )U(x)dx+ (L)ﬁz(l )U(X)dx
> U (x) dx
ﬁ(l'[y)ﬁ (1=
1 B(1+y)
= A7) f xUp(x) dx
0
2 [ 28 B(1+y)
+— Up(x) dx — U,(x) dx
|| v [ v
1 [ 28 B(1+y)
——7| | xU,(x)dx — x Up(x) dx
i) [ e

elde edilir.
I; (y) ve I, (y)’nin tanimlarimi kullanilarak, n > 1 i¢in E (Un(fl)) asagidaki gibi

gosterilebilir.

- 1 2
E(Un(8) = oy e BU+ M) + 55 [h @A-h(B0 +1)]

1
) [, 2B)-L(BA+1)]. (85)

Simdi denklem (85)’in sag taraftaki birinci terim yaklasik olarak inceleyelim.

——— 12 (,3(1 + V))
n+3

1 (B +D) 1 o (BU+y)™?
T RA+y) m+3)n+ Dnyy  B2A+y)  (+2)n

1
B2 +v)

1 A
T gy @ Zrzo Mt 1-Dm-1-r)is"
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1 Cy (nn— D! l 50 B1+Y) <(ﬁ(1 1) _ i) n il

S BE(1+y)  s? S0 $2) T2
FCE L
+c(n—1)! nz_fsg“(n +(1 J—r g;r— 1- r)!ﬁn_l_r
S it ?fz B (86)

dir. Tkinci terim ise asagidaki gibi bulunur:

2
5a=7) [ L 2R-L(B(L+1))]
2 (2B)"+? L2 o« (2"
TRA-y)(m+2)(n+Dnp,  BA-—y) (n+ Dn

2 n=1 (2" ¢, (n—1)!
+ﬁ(1—)/) ¢ (n=1)! Zr:g (n— 1‘)'sr+1 sn

2 BA+yH™ 2 o BA+y)™
BA-y)(n+2)(n+Dny, BA-y) (+Dn

6, (= 1) P

r=0 (Tl - T)|Sr+1

ﬁ(l

2 c,(n—1)!
TFa-pn st

N 2( 2n+2 _ (1 + y)n+2 ) ﬁn+1 N 2 Cl( 2n+1 _ (1 + y)n+1 )
T m(1-p@+2)(n+ Dn (1-py)(n+Dn

ﬁn

202" =+ )
+c2(n—1)Z e o T A (87)

Ve son terim,
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32(1 )[12 (2,8) 12(,8(1+V))]

1 (2p)+3 1 ¢ (2p)+?
TR A —y)(m+3)n+ Dnpy B2(A-y) (n+2)n

1 n—1 (2p)n+1-T
+B2(1 — y) Cy (TL — 1)' Zr=0 (Tl 11— T')(Tl —1- r)!56”+1

1 c, (n—1)! S(Zﬁ)<2ﬁ 1>+1

CBA-y) sh s s3) s

n+3

1 a+M)™ 1 a(pa+n)”
BEA-y)(n+3)(n+Dnyu;, p*(A—-y) ((m+2)n

n+1l-r

1 n-1 (BA+7)
“pr—p 2D Zrzo m+1-nn—1-r)ls;*

1 m-—DI[ (1+)(ﬁ(1+y)) 1 1
+.32(1—)’) sy e’ y<—__ 5

So s¢)  sé
. 2n+3 _ (1 + y)n+3 ﬁn+1 _ Cl( 2n+2 _ (1 + y)n+2 )ﬁn
md—y)(n+3)(n+ 1n w1 —y)(n+2)n

n—-1 2n—1—r (1 + y)n—l—r .
_CZ("_D!Zr osgtn+1—-r)(n—1—-r)! g (88)

gibi bulunur.

Sirastyla (86), (87), (88) ile verilen asagidaki ifadeler

1 2
Far BN gr—s [hCA-L(A+N)]

1
a2 @AO-L(BA+N)]

denklem (85)’ de yerine koyularak
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[ e 222 — A+ p)™?)
(Un(il)) ~ Lil(n O F TR ICF TSI

B 2n+3 _ (1 + V)n+3
pmA=y)(n+3)(n+ Dn

ﬁn+1

a(1+y)™t 2¢(2™ =1 +p)™)
l (n+2)n A=y)(n+1Dn

_c1(2n+2—(1+y>n+2>]ﬁ [czm—l) lﬁ ,

w1 =y)(n+2)n (1+7y)sg*?
a+y"r
+ZC2(n_ D! I ln+1-1r)(n—-1-71)!
202" — (14y)"T) 2n1-T (1 4 y)n—l—r 'Bn—l—r
ssTr 1 —y)(n—r)! s+ 1 —r)(n—1—1)!

elde edilir.

Son olarak, (67) ve (84) numarali denklemlerde siras1 ile verilen E (Un(fl)) ve

E (Un (fl)) yaklasimlarini inceledikten sonra, simdi bu kisimda ikinci temel hedefimiz olan

ele alinan X(t) = X(t) — s siirecin n. dereceden ergodik momentleri E(X™) igin yaklasik

formiillii asagidaki teorem ile verebiliriz.
Teorem 2.2.6.1

Teorem 2.2.2.1 ve Teorem 1.5.1 ve s, < 0 kosullar1 saglansin. Ayrica {; rasgele
degiskeninin (s,m,S) parametreleri ile asimetrik {iggensel dagilima sahip oldugunu
varsayalim. Bu durumda, n >1 olmak iizere, X (t) = X(t) —s siirecinin ergodik

dagiliminin n. mertebeden momentleri igin f — oo i¢in asagidaki yaklagimlar yazilabilir:

N an+3 ﬁn+2
E(X") = Dun ) ey, + Don N gy
n-1 ’Bn+1—r 1
+Zr=O"C”T(V) b +h,po4b, T 0 ) pogsin pre,

'8n+3 eSo B(1+y)
(b13+by2+b3)?

+Dyn (v) (89)
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Burada,
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Y E D@+ D) mA-Pm+ 2@+ D) md-p) @+ )+ 1)
D, ( )_C1(1+V)"+1+201(2n+1—(1+V)n+1)_01(2n+2—(1+V)n+2)

= T 2) A-p@E+1) A-pm+2)
_ con!
D3n (V) - (1+)/)561+2_ ’
(1+y)n+2 N 2 (2n+2_(1+y)n+2)-|
Dy () = ——2C2_jmun+Hn+ 1) A=y +1)n+2))
an ¥ (1_],2)53[ ~ (273 — (1 +p)"*3) J'
(1 =y)(n+ 1D +2)

[ 1+p)"" N 202" = (1 +pY)")

sst'n+1—-r)(n—1-1)!  sHA-p)(n-1)!
2n1-T (1 + y)n—l—r ‘

| _Sg+1(n+1—r)(n—1—r)! ]

Cor(¥) = c(n — 1!

¢, , ¢, denklem (30) verilmistir. y € (0,1).
ispat:

X(¢) siirecinin ergodik dagiliminin n. mertebeden momentleri kesin formiilleri

bi¢iminde elde edilmistir. Ayrica Yardimer Teorem 2.2.6.5 ile

2p
E (Un(ql)) - f X" 1E (U,,((1 - x)) dx
0
ifadesinin yaklagimi elde edilmistir.

Diger taraftan, Sonug 2.2.3.1 ile E (U77 (fl))’ nin yaklasik formiili verilmistir.

E (Un (51)) ve E (Un (51)) sonuglart E (X' n) ifadesinde yerine yazilir ise
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Dolaysi ile,

~ n-1
B(X") = n{Ain ) ™+ Aon () ™4 ) Cur (1) B77 + A5 (1) B2

ﬁz b4ﬁ2€ﬂ50(1+y)
X —
{b1,33+ b,f? + by (byff3+ by? + b3)2}'
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p(l-y)(n+3)(n+1)

[01(1 +y)t 4 2 (2" = (1 + )™t )]
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| B (2™ — (1 +py)™?) [ b1B3+b,B%+bs
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’ Z S I T Qs e TR PN E R
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_sg“(n +1-r)(n—1-7r)
con! 1

(1 +y)sF*? byf3+byf2+bs

(1 + y)n+2
un+3)(n+1)
262 2 (2n+2 _ (1 + y)n+2 ) an+3 eSo B(1+y)
T A Ds | A -+ D+ 2) | b +baA b
(2n+3 _ (1 + y)n+3 )
Ly (1—y)(n+ D(n+ 2)]

sonucuna ulasilir.
Sonuc¢ 2.2.6.1

Teorem 2.2.6.1°deki sartlar1 saglansin. Bu durumda X(t) siirecinin ergodik

dagiliminin ilk dort momenti igin moment-bazli yaklasimlar asagidaki gibi verilir.
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B! B ik
D C
b1ﬁ3+b2,82+b3 + Dyq (V) b1ﬁ3+b252+b3 + 10()/) b1ﬁ3+b2ﬁ2+b3

E()?) ~ D11 (¥)

,34 @50 B(1+y)
(b1B3+b,B2+by)2’

+ D41 (¥) (90)
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Burada,
(L+y)°+4 311 +7)* =
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D31(y) =



89

A+p* 22 -A+pT) 22 -A+y)
15u, 12u,(1—y) 15u(1-y) "’
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Teorem 2.2.6.1’ in ikinci énemli bir sonucu olarak X(t) surecinin varyans: asagidaki

gibi elde edilmistir.
Sonuc¢ 2.2.6.2

Teorem 2.2.6.1°deki sartlar saglansm. Bu durumda, X(t) siirecinin ergodik

dagiliminin varyansi i¢in yaklasik formiil agagidaki gibidir.
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Burada,
Vi (y) = [D1q M1 Vo () = —=2Dy1 (¥)Dy1 (¥)
V3 (y) = —[[D21 (P)1* 42Dy, (¥)Cy o1, Vo (¥) = Dy (),

Vs (¥) = Dy (), Ve(y) = 2C5(y).

Ispat:
Biliyoruz ki,

var[X] = E(?) - [E(X)]".

E(%?) ve E(X) Sonug 2.26.1° de elde edilmistir. Simdi [E(X)]" ifadesini

hesaplayalim:
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gibi elde edilir.



3. BULGULAR

Yenileme stireglerinin, giivenilirlik, stok kontrolii ve kuyruk teorisi gibi c¢esitli
alanlarda uygulanmalar1 mevcuttur. (s,S) tipli yari-Markov stok kontrol modellerinin
karakteristikleri incelenirken talep rasgele degiskenleri tarafindan iiretilen yenileme
fonksiyonu kullanilmaktadir. Literatiirde bugiine kadar kullanilan yenileme fonksiyonlarmin
tamam1 talep rasgele degiskenlerinin dagilimi olan F(t)’nin yapisinin bilinmesini
gerektirmektedir. Bu ¢alismada ise literatiirde Kambo vd., (2012) tarafindan 6nerilmis olan
bir yenileme fonksiyonu kullanilmistir.

Ayrica, literatiirde bu model i¢in yapilan caligmalarda asimptotik agilimlar elde
edilmistir, asimptotik a¢ilimlarin ikinci veya ti¢iincii terimden sonraki kalan terimleri biiyiik
oh (0) ve kiigiik oh (0) ile gosterilmistir. Fakat, bu notasyonlar kalan terimlerin sifira
yakinsama sekli ile ilgili net bir bilgi vermemektedir.

Bu calismada ise, (s,S) tipli yari-Markov stok kontrol model i¢in kapsamli ve basit
yaklagimlara ulagilmistir.

Oncellikle, klasik (s, S) tipli yari-Markov stok kontrol modeli ele alinmis ve Kambo
vd., (2012) tarafindan onerilen yenileme fonksiyonu igin yaklagim formiilii kullanilarak,
ergodik dagilimi ve ergodik dagiliminin n. dereceden momentleri i¢in yaklasimlar elde
edilmistir. Daha sonra, f — oo igin limit dagilimina ulasilmistir. Kambo'nun yaklasimina
gore elde edilen yaklasik formiillerin, literatiirde mevcut olan Feller formiillerine gére daha
etkin oldugunu gostermek i¢in 6zel bir 6rnek ele alinmustir.

Ikinci olarak, modelimize asimetrik iiggensel miidahale koyarak ergodik dagilimi ve
ergodik dagiliminin n. dereceden momentleri i¢in yaklasik formiiller elde edilmis ve limit

dagilim fonksiyonuna ulagilmistir.



4. SONUCLAR

Bu ¢alismada, ilk olarak Kklasik (s, S) tipli yari-Markov envanter model ele alinmig ve

Kambo (2012) tarafindan onerilen yenileme fonksiyonu kullanilmistir.

1)

2)

3)

4)

5)

6)
7)

8)

9)

Klasik (s, S) tipli yari-Markov envanter modeli temsil eden X (t) 6diillii yenileme
stirecinin ergodik dagilimi i¢in yaklasik formiil elde edilmistir.

Bu modelde miidahale etkisinin olmadigi varsayilmaktadir. Bu durumda,
B =S8 —s — oigin X(t) siirecinin ergodik dagilimmnin x € (0,1) i¢in her zaman
diizgiin dagilima yakinsadig1 ispatlanmustir.

Kambo'nun yaklagimina gore elde edilen yaklasik formiillerin, literatiirde mevcut
olan Feller formiillerine gore daha etkin oldugunu gostermek igin 6zel 6rnekler ele
alimustr.

Kambo'nun yaklasimina gore tiiretilen yaklasik formiillerin kullaniminin daha
tercih edilebilir oldugu sonucuna varilmistir.

Asimetrik tiggensel miidahale ekleyerek, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin
yaklagik formiillii elde edilmistir.

X(t) stirecinin limit dagilimina f — oo i¢in ulagilmastir.

Talepler ifade eden rasgele degisken ikinci dereceden Erlang dagilima sahipken,
asimetri katsayis1 y = 0 ve y = 0,7 iki 6zel 6rnek incelenmistir.

X (t) stirecinin ergodik dagiliminin n. dereceden momentleri i¢in yaklagimlar elde
edilmistir.

Elde edilen yaklagimlar kullanilarak X (t) siirecinin ilk dért momenti ve varyansi

i¢cin yaklagimlar elde edilmistir.



5. ONERILER

Literatiirde (s, S) tipli yari-Markov envanter modellerine yonelik pek ¢ok asimptotik
acilim bulunmasia ragmen bu modeller i¢in moment bazli yaklasim formiilleri 6nerilen
calisma bulunmamaktadir. Bu tez ¢alismasinin konu ile ilgili literatiire bu agidan katki
saglayacag1l ongoriilmektedir. Bununla beraber, gelecekte bu calisma asagidaki yonlerde
gelistirilebilir:

1) Miidahaleyi ifade eden rasgele degiskenin farkli dagilimlara sahip olmasi

durumunda benzer modelin incelenmesi.

2) Bu calismada kullanilan yenileme fonksiyonu i¢in elde edilmis olan moment-bazl
yaklagim kullanilarak rasgele yiiriiyiis siireclerinin karakteristikleri i¢cin moment
bazli yaklagimlar elde edilmesi.

3) Talep miktarini ifade eden rasgele degiskenlerin farkli dagilimlara sahip oldugu
durumda, bu rasgele degiskenlerin momentleri hesaplanip elde edilen sonuglar

kullanilarak, bu ¢aligmada elde edilmis olan yaklasim formiilleri gelistirilebilir.
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