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Yiksek Lisans Tezi

OZET

BAZI KONGRUANS DENKLEMLERININ COZUMU ICIN
CIZGE TEMELLI BiR YAKLASIM

Hacer FENNIBAY

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigman: Prof. Dr. Bahadir Ozgiir GULER
2021, 57 Sayfa

Bu tez ¢alismasinda Nor(N)’ nin {iggen grup olmasini saglayan ii¢ durum ayri ayri
incelenmistir. Bunun i¢in her durumda
1. transitif hareketin saglandigi kose kiimeleri belirlendi,
2. imprimitif hareketi miimkiin kilan altgrubun belirlenmesiyle iki kdsenin ayni
blokta olma sartlar1 belirlendi,
3. ikili transitif 6zelligi; kenar sartlari elde edildi,
4. kenar sartinin yardimiyla altgraflarda ne tiir devreler oldugu arastirildi.
Bu caligma iki ana bdliimden meydana geldi. Birinci boliimde problemimizle
iligkili cebir ve sayilar teorisinden bazi temel bilgiler 6zetlenmeye c¢alisildi. Boliim
sonunda analiz ve cebir arasinda koprii kuran problem bir érnek olarak gosterildi. ikinci

boliimde altyoriingesel graflar yordamiyla metot ve hesaplamalarimiz ortaya kondu.

Anahtar Kelimeler: Modiiler grup, Alt yoriingesel graflar, Normalliyen
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Master Thesis

SUMMARY

A GRAPH-BASED APPROACH FOR THE SOLUTION OF
SOME CONGRUENCE EQUATIONS

Hacer FENNIBAY

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Prof. Dr. Bahadir Ozgiir GULER
2021, 57 Pages

In this thesis, three cases that make Nor(N) is a triangular group were examined
separately. For this, in each case concerned that

1. vertex sets where transitive action is provided were determined,

2. the conditions for the two corners to be in the same block by determining the

subgroup that makes imprimitive movement is possible, were determined,

3. double transitive properties which means that edge condition were founded,

4. what types of circuits are in the subgraph using the edge condition are

investigated.

The present study consists of two main chapters. In the first part, we try to
summarize some general knowledge which are related our problem from algebra and
number theory. At the end of the section we show an example which uses a bridge
between algebra and analysis. In the second part we expressed our method and calculations

via suborbital graphs.

Key Words: Modular group, Suborbital graphs, Normalizer
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1. GENEL BiLGILER
1.1. Giris

Bircok disiplinde siniflandirma mevcut yapinin daha kolay ele alinmasini,
incelenmesini saglar. Bununla birlikte alt displinler aras1 baglant1 ve linklerin kurulmasi bir
o kadar onemlidir. Literatiirde analiz, geometri, cebir ve sayilar teorisinin dahlinin oldugu
cok sayida hibrit calisma mevcuttur. Ornegin Cebirin Esas Teoremi, kompleks
fonksiyonlar teorisinin standart icerigindeki kavramlardan biridir. Rolle teoreminin kimi
cebirsel denklemlerin kdklerinin arastirilmasindaki rolii, ortalama deger teoreminin pek
cok esitsizligin dogrulugunu kanitlamasindaki rolii bu yaklasima 6rnek gosterilebilir. Bu
tez c¢aligmasinda yine kompleks fonksiyonlar teorisinin standart iceriginde yer alan
dogrusal kesirli lineer doniigiimler(Mobilis doniistimleri) temel alinacaktir. Mobiiis
doniistimlerinin bazi 6zel alt siniflarinin genigletilmis rasyonel sayilar kiimesi tlizerindeki
grup hareketinin neticesinde ortaya cikan ¢izgeler ve bunlarin Farey ¢izgeleri ile olan
iligkisinin beraberinde nasil kimi kongriians denklemlerinin ¢6ziimlerini {irettigini

gorecegiz.

Birinci béliimde, grup, normal altgrup, topolojik grup kavramlar1 verilecek,
ardindan permiitasyon gruplari, Fuchs gruplari, modiiler grup ve kongriians alt gruplari
detaylandirilacaktir. Sonrasinda sayilar teorisindeki iki karesel toplami1 problemi tanitilacak
ve B. Fine’nin ¢6ziim icin verdigi metot ve bunun nasil genellestirildigi paylasilacaktir.
Buradaki metot Modiiler grubun grup yapisinin Ozelliklerini kullanmasi agisindan
onemlidir. Bu tez calismasinda da benzer yaklasimla, ¢6ziimleri normalliyenin grup yapisi
verecektir. Ikinci boliimde cizgelerin nasil elde edildigine dair metot verilip ardindan

bunun normalliyene uygulanmasi ve elde edilen sonuglar verilmistir.
1.2. Gruplar ve Topolojik Gruplar
Tanim 1.2.1.
G # @ olan bir kiime olsun.

1) G X G kiimesi lizerinde tanimli ve G’de degerler alan bir fonksiyona G iizerindeki

bir ikili islem denir.



*: G X G — G tanimli bir ikili islem olmak tizere (g;,9,) € G X G’nin bu islem

altindaki goriintiisii * (g4, g2) = g1 * g ile gosterilir.

ii) Uzerinde en az bir ikili islem tanimlanmis bos olmayan bir kiimeye bir cebirsel

yap1 denir. G # @ Ve *, G tizerinde bir ikili islem ise bu cebirsel yap1 (G,*) ile gosterilir.
Tamm 1.2.2.

"% G # @ tlzerinde bir ikili islem olsun.

G,)Va,b € G icina * b € G (kapalilik 6zelligi)

G,)Va,b,c € Gigina* (b *c) = (a*b) * c (birlesme 6zelligi)

G3)Jde € G 0yle kiVa € G igine * a = a * e = a (birim eleman 6zelligi)

Gy)Va€Gicinda e Goylekiaxa™t =a!xa = e (ters eleman dzelligi)

sartlarin1 sagliyorsa (G,*) ikilisine bir grup denir.

Eger Va,b € Gicinaxb =bx*a ise (G,*) ikilisine degismeli veya abel grubu

denir. Burada a * b yerine kisaca ab ile gosterililecektir.
Tanim 1.2.3.

A+ @ bir kime olsun. S(A) = {f|f: A — A birebir ve 6rten} olmak iizere
(§(A),0) bir gruptur ve bu grubun elemanlarina permiitasyonlar denir. Eger |A| = k ise
S(A) =:S;, yazilir ve bu gruba k. dereceden simetrik grup denir. (S(A),e) grubunun alt

gruplarina da A kiimesi tizerinde permiitasyon gruplari denir.
Tanim 1.2.4.

G bir grup @ # H € G olsun. Eger H, G deki isleme gore bir grup ise H ye G nin

bir alt grubu denir ve H < G ile gosterilir.

H < G ise e; € H dir. Dolayisiyla {e;} ve G, G’nin alt gruplaridir. Bu alt gruplara

‘asikar alt grup’ denir. G grubunun trivialden farkl alt gruplarina ‘6z alt grup’ denir.
Onerme 1.2.5.

(G,*) birgrup ve @ # H c G olsun. Bu taktirde,



H<G&S i)Va,beHi¢cina*xb€H
ii)Va€Higina ' € H
Onerme 1.2.6.[19]
(G,*) birgrupve @ # Hc Golsun. H < G © Va,b € Hicinaxb™! € H du.
Tamm 1.2.7.[19]

G bir grup ve H < G olsun. G tizerindeki kongruans bagintist a,b € G igin

a =b(H) © ab™! € H olarak tammlansin. H alt grubuna gore tanimlanan "’ = "' bagintist

— I

G tzerinde bir denklik bagintisidir. "’ ="' bagintisina goére a € G nin denklik sinifi @ =
Ha :={ha:h € H} alt kiimesidir. Ha ya H alt grubuna gore a € G nin sag denklik

siifi(sag yan sinifi) denir.
Tamm 1.2.8.[19]

G birgrupve H < G olsun. a,b € G icin a = b(H) & ab™! € H ile tammh " ="'
bagintist G lizerinde bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintisina gére a € G nin denklik
smifi @ = aH = {ah: h € H} alt kiimesidir. aH ya H alt grubuna goére a € G nin sol

denklik sinifi(sol yan sinif1) denir.
Tamm 1.2.9.[19]

G bir grup ve H < G olsun. H < G alt grubuna gore sag ve sol yan siiflarin sayist

esittir. Bu saytya H nin G igindeki indeksi denir ve |G: H| ile gosterilir.
Tanim 1.2.10.

G birgrupve H £ G olsun. G de H ¢ M olan her M alt grubu i¢in M = G ise H ya

G de bir maksimal alt grup denir.
Teorem 1.2.11.
G bir grup ve N < G olsun. Bu taktirde asagidaki ifadeler birbirine denktir.
i)Va € GVx € Nicinaxa ' € N

ii)Va € GiginaNa ' c N



iii)Va € GiginaNa ' =N
iV)Va € GicinaN = Na
Tanm 1.2.12.

Yukaridaki teoremin denk kosullarindan birini ger¢ekleyen G nin bir N alt grubuna

normal alt grup denir ve N 2 G ile gosterilir.

Bu tanim ile {e;} ve G, G’nin normal alt gruplaridir. Bu normal alt gruplara ‘trivial

alt grup’ denir.
Tanmm 1.2.13.

G bir grup ve N < G olsun. Bu taktirde N(H) = {g € G: gH = Hg} kiimesine H

nin G deki normalliyeni denir.
Tamm 1.2.14.
G birgrup, M c G olsun. N ws¢ H =: < M > < G ye M nin irettigi alt grup denir.

McH

M kiimesinin elemanlarina < M > grubun firetegleri denir. K < G ve M C K ise

< M >< K oldugundan < M > alt grubu M i igeren G nin en kiigiik alt grubudur.
Tanim 1.2.15.

Bir G grubu i¢in G =< M > olacak sekilde bir M € G mevcut ise G ye M ile

tiretilmistir denir.
G =< M > olsun.
i) |[M| < oo ise G ye sonlu iiretenli grup denir.
ii) M = {a} ise G ye a ile iiretilen devirli grup denir ve G =< a > ile gosterilir.
Tanmm 1.2.16.
X # @ verilen bir kiime, T € g(X) olsun. t ailesine;
)petTveX €T,

nvu,VertignlUnV Eer,



iii) V{0,};¢; © T icin U;¢; O; € T sartlar1 saglaniyor ise X iizerinde bir topoloji ad1

verilir. X e de bir topolojik uzay denir ve (X, 7) ile gosterilir.
Tamm 1.2.17.[22]

(G,*) bir grup ve ayn1 zamanda bir topolojik uzay olsun. Bu taktirde her g,h € G

igin;

) F:GxXxG-G
) @m-ogeh

1G>G
g-g"

i)
dontisiimleri siirekli ise G ye bir topolojik grup adi verilir.

Tamm 1.2.18.[22]

G bir topolojik grup ve X bir topolojik uzay olsun. Bu taktirde
A:G XX —> X, A(g,x) = gAx == gx ile tamimlanan A doniligiimii siirekli ve

Vg1,9, € G, Vx € X i¢in;

1) g1(g2x) = (9192)x
i) eAx = x
kosullar1 saglaniyor ise (G, X, A) ii¢liisiine bir topolojik doniisiim grubu ad verilir.

Yukaridaki kosullar saglaniyorsa G ye X iizerinde hareket ediyor veya G, X
tizerinde bir hareket grubudur denir. Bu yapiy1 (G,X,A) yerine kisaca (G,X) ile

gosterecegiz.
Tamm 1.2.19.

(G, X) bir topolojik doniistim grubu ve x,y € X olsun.

"~" bagintist X lzerinde bir

x = y:< 3g € G:y = gx olarak tanimlanirsa
denklik bagintisidir. ' = "' bagintisinin her bir denklik sinifina hareketin yoriingeleri adi
verilir. x € X noktasini i¢eren yoriingeye x in yoriingesi ad1 verilir ve bu [x] ile gosterilir.

Boylece [x]={y e X:x = y} = {y € X:3g € G,y = gx} = Gx dir.



Tanim 1.2.20.

(G, X) bir topolojik doniisiim grubu, G, X {lizerinde hareket etsin ve x,y € X keyfi
olsun. g(x) =y olacak sekilde bir g € G elamanm varsa G ye X iizerinde gegisli

olarak(transitif) hareket ediyor denir.
Tamm 1.2.21.[22]
(G, X) bir topolojik doniisiim grubu ve x € X keyfi olsun.
G, = {g € G|gx = x} kiimesine x noktasinin sabitleyeni denir.
Tamm 1.2.22.

G bir grup, H ve M G nin iki alt grubu olsun. H = gMg~? olan bir g € G varsa H

ve M alt gruplarina eslenik alt gruplar denir.
Lemma 1.2.23.

(G, X) bir topolojik doniistim grubu ve x, y € X, g € G olmak tizere y = gx olsun.
Bu taktirde, Sy, = gSyg~" dir. Yani bir yoriingedeki farkl iki elemanin sabitleyenleri

eslenik alt gruplardir.
Tanim 1.2.24.

Hiperbolik geometride iki noktayr birlestiren minimal uzunluklu egrilere

geodezikler denir.
Tanim 1.2.25.

n €N igin 1 < a <nve (a,n) = 1 olan a tamsayilarinin sayisi ¢ (n) ile gosterilir

ve bu ¢ fonksiyonuna Euler fonksiyonu ad1 verilir.
Sonug 1.2.26.[38]

U,={a€N:1<a<n(an) =1} modn ye gore ¢carpma islemine gore bir

gruptur ve m = p;"1.p,"2 ... ps"s, m nin asal ¢arpanlara ayrilisi ise bu taktirde;

o(m) = m(1 —i) (1 —i) ...(1—1) =mIl p\m (1 - 1) dir.m

D1 D2 Ds p asal p



1.3. Oklidyen Olmayan Kristal Yapih Gruplar

G, C=CuU o genisletilmis kompleks diizleminin asagida verilen bi¢imdeki

dontistimlerin grubu olsun:

) b
I)ZH% a,b,c,d € Rad —bc=1
az+b

i) z+— &
cz+d

a,b,c,d € R,ad — bc = —1.

G nin her elemanm1 U ={z € C:Imz > 0} ist yar1 diizleminden kendine bir
komformal ya da anti-komformal homeomorfizmdir. i. tipindeki doniigiimlerin kiimesi G
de indeksi 2 olan bir alt grup olusturur. Bu grup G° ile ifade edilir. G° grubu genellikle
PSL(2,R) ile ifade edilir. Biz de galismamizda bu notasyonu kullanacagiz. G ye R* iin bir
alt kiimesi goziiyle bakarak yani, {(a,b,c,d):a,b,c,d € R,ad — bc = +1} kiimesi ile
ifade ederek, G {izerinde bir topoloji insa edilebilir. Dolayisiyla bu G topolojik grubu iki
bilesene sahiptir. Bunlardan biri PSL(2, R) digeri de G\PSL(2, R) dir.

Tanim 1.3.1.

G nin bir ayrik alt grubuna Oklidyen olmayan kristal yapili grup ya da kisaca NEC

grubu denir.
Tanim 1.3.2.
PSL(2,R) de igerilen bir NEC grubuna Fuchs grubu denir.

i) tipindeki elemanlar yon korurlar. Bu tipteki doniisiimler sabit noktalarina gére
asagidaki ii¢ tipten birine sahiptirler. Sabit noktalar, z = % ikinci dereceden denklemi

¢Oziilerek bulunur.

i. Eger |a + d| = 2 ise doniisiime paraboliktir denir. Bu durumda genisletilmis reel

sayilar iizerinde tek bir sabit nokta vardir.

ii. la+d|> 2 ise doniisiime hiperbolik denir. Bu durumda genisletilmis reel

sayilar lizerinde farkli iki reel sabit noktas1 vardir.

iii. |a + d| < 2 ise dontisiime eliptiktir denir. Bu durumda biri {ist yar1 diizlemde

olan iki kompleks eslenik sabit noktasi vardir.



1.4. PSL(2,R) deki Parabolik ve Eliptik Alt Gruplar:

Teorem 1.4.1.[22]

PSL(2,R) nin bir parabolik (eliptik, hiperbolik) elemanmnin PSL(2,R) deki
merkezleyeni, ayni sabit nokta kiimesine sahip tim parabolik (eliptik, hiperbolik)

elemanlardan olusur.

Teorem 1.4.2.[22]
Her abel Fuchs grubu devirlidir.

Yukaridaki iki teoremden, PSL(2,R) deki bir Fuchs grubunun asagidaki gibi ii¢

¢esit oldugunu goriiriiz.

C, PSL(2,R) nin herhangi bir alt grubu olmak iizere C ye abeldir denir ancak ve
ancak C devirlidir. Boylece C nin birimden farkli tiim elemanlar1 ayn1 sabit nokta kiimesine
sahiptir ve aym tiptendir ki bunlar parabolik, eliptik veya hiperboliktir. Bir A Fuchs
grubunun parabolik (eliptik) alt gruplari, parabolik(eliptik) elemanlardan olusan C < A
birimden farkli devirli ve bu 6zellik altinda maksimal olan alt gruplar olarak tanimlanir. A
nin t (veya € ) parabolik (eliptik) sinif sayisi, A nin parabolik (eliptik) alt gruplarinin

eslenik sinif sayisidir.
Tamm 1.4.3.

Eger y(r) = r olacak sekilde A nin bir y parabolik elemani varsa bir r € Q noktasi
bir A Fuchs grubunun bir cusp 1 olarak adlandirilir. Benzer sekilde, eger o(z) = z olacak

sekilde bir o € A eliptik elmani varsa bir z € U noktasina A nin bir eliptik noktas denir.
Lemma 1.4.4.[22]
Eger A ve B, bir G grubunun alt gruplarive C = AN B ise |B: C| < |G: A|
Lemma 1.4.5.[36]

y € A hiperbolik ve t € A, y daki gibi bir ve yalniz bir sabit noktaya sahip olsun.
Bu durumda A Fuchs degildir.



Sonug 1.4.6.
A min parabolik sinif sayisi, A nin Q daki yériingelerinin sayisidir.

1.5. Ayrik Gruplar ve Riemann Yiizeyleri

PSL2 R) nin (“ Z) matrisini R* iin (a,b,c,d) noktasiyla ifade edecegimizi

soylemistik. Boylece PSL(2,R) bir topolojik grup olur ve U n Q = {I} olacak sekilde I
birim matrisinin PSL(2,R) de bir U komsulugu olan bir Q ayrik alt grubunu tanimlariz.
PSL(2,R) nin ayrik bir alt grubu Fuchs grup olarak adlandirilir. Sonlu es hacimli her sonlu

tiretilmis Fuchs grup asagidaki gosterime sahiptir.
Uretegler: ay, by, ..., ag, by, X1, o, Xy, D1y ooy Ds
Bagntilar: x,™ = x,™2 = - = x,™ =[], a;b;a;~th;* i=1 X [Te=1pk = 1

burada m, ..., m, = 2 tamsayilaridir. Bu durumda bu grubun simgesi (g; m, ..., m;; S)
seklindedir.

ay, by, ..., ag,bg elemanlar1 hiperbolik, my, ..., m, sirasina karsilik gelen xq, ..., x,

elemanlari eliptik ve py, ..., ps elemanlar1 paraboliktir [1].

I’ bir Fuchs grubudur ve (0; 2,3; 1) simgesine sahiptir. Parabolik elemanlar sonsuz

mertebeli eliptik elemanlar olarak diistintildiigiinden I" nin simgesini siklikla
(0; 2,3, )

seklinde yazariz. Ayrica, bir ayrik grubun her alt grubu ayrik oldugundan I' nin tiim alt
gruplar1 Fuchs grubudur.

Her A Fuchs grubu PSL(2, R) nin bir alt grubu oldugundan eliptik elemanlar harig
‘U tizerinde hareket eder ve standart topolojiyle boliim uzayi bir yiizeydir. U/A yiizeyini
bir Riemann yiizeyi yapmak i¢in gerekli olan kompleks yapiyr U iizerinden U/A yiizeyine
transfer edebiliriz. Eger A, eliptik elemanlara da sahipse sonug¢ yine bir Riemann ytizeyidir

fakat

U— U/A
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projeksiyonu dallidir. Bu prosediir igin ayrintilar1 [22] kaynakta gorebiliriz.
Tanmm 1.5.1.

X bir topolojik uzay olsun. X in bir értiim uzayi, bir X uzayindan olusan bir ikilidir

ve siirekli p: X — X doniisiimii asagidaki sart1 saglar:

Her x € X, p~1(U) nun her yay bileseni p tarafindan U iizerine topolojik olarak

resmedilecek bi¢imde bir yay baglantililigi U agik komsuluguna sahiptir.

Basit baglantili bir Ortliim uzayi, evrensel Ortim uzayir olarak adlandirilir ve

ortlimlerin izomorfizmine gore tektir [39].

Ozellikle, her Riemann yiizeyi bir evrensel drtiime sahiptir. Bu evrensel ortiim, basit

baglantili bir Riemann yiizeyidir ve konform denklige gore yalnizca {i¢ ylizey vardir.
Teorem 1.5.2.[22]
Her basit baglantili Riemann yiizeyi asagidakilerden birine konform esdegerdir:

(1) ¥ Riemann yiizeyi
(i) € Kompleks Diizlem

(i) U st yar diizlem
Bu Riemann ylizeylerinin otomorfizm gruplari asagidaki gibidir:
Teorem 1.5.3.[22]

()  Aut(X) = PSL(2,C)
(i) Aut(C)={z->az+b:a,b€Ca =0}
(i)  Aut(U) = PSL(2,R)

1.6. Modiiler Grup

Tanmm 1.6.1.

b A vy - e e ..
w = %, a,b,c,d € Z,ad — bc =1 formundaki tim mobius doniisiimlerinin

kiimesi modular grup olarak adlandirilir ve I ile gdsterilir. Bu grup asagidaki gibi 2 X 2

tipinde tamsayilar matrisi ile temsil edilir. Yani;
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A= (‘; Z), det A = 1 dur.

A ve - A ayn1 dontisiimii temsil ettiginden s6z konusu matris negatifi ile es alinir.

Boylece, matris ve doniisiim arasinda bir ayrim yapilmayacaktir.

Teorem 1.6.2.[42]

2 _p3 _ 7 i . _ (0 1 (0 -1
I' modular grubu, A° = B® =1 ile verilen A—(_1 0) ve B—(1 1)

elemanlari tarafindan uretilir.

Ispat:
d(2) = Z:Z ;a,b,c,d €Z ve ad —bc =1 doéniisiimlerinden olusan G —grubu
(z)=z+1,0(2) = —i doniisiimleri ile tretilir.

Ug durumda inceleyelim;

1.a = 0 olsun. Bu durumda,

bc =-1
=b=—c=1
=b=—-—c=-1
. +1 +d
Boylece ®(z) = =0T (2).
Gergekten de;
11y a8 (1 2 dr~_ (1 d
(2) = (0 1),7,' (2) = (O 1),...,r (2) = (O 1)

o(z) = ((1) _01) oldugundan

ot = ((1) _01) ((1) Cli) = —ﬁ bulunur.

Burada ©(z) = z + 1 oldugundan 77 1(z) = z — 1 dir. Yani, t71(2) = ((1) _11) dir.
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@ =1@=( )G T)=( ) Boviece

742 = (é _1d) olur.

=1 ) =0 ===
2. |a| = 1 olsun.

—azb _ 224D 5 des olduklarindan a = 1 alabiliriz, Boylece d — bc = 1. Burada
—cz—d cz+d

z+b o —cz—d < 1
- - —
cz+d zZ+b z+b

d(2) =

Gergekten, ((1) _01) (i Z) = (_C _bd) ve 1€(z) = (é i) oldugundan

((1) i) (_1C _bd) F <(1) bc_bi d> = (2 _bl) Bu yiizden, a1¢ ®(z) = _ﬁ

ile 2. durumu 1. durumuna doniisiir. (Orada @ nin o ve t ile tretildigi gosterilmisti.)

3. |a] > 1 olsun. Bu durumun 2. duruma indirgenebilecegini gosterecegiz.

.. e L b .. .
Strateji su: @ —doniisiimiinden, yeni bir ®,(z) = C:lzz—:dl oyle ki |a| < lal,|ci| < |c|
1 1

ozelliginde doniigiim tanimlamak. Eger bu miimkiin olursa |a, | gittikge 1” e yaklasir ve
tekrarli bu islem yapildiginda, en sonunda ®,, — doniisiimiinde |a,,| = 1 olur.

@, — dontisiimiini alalim. |a| > |c| oldugunu varsayalim. Aksi durumda |a| < |c]| ise ®
yerine g® alinir.

»=(4 Z) iken od = ((1’ _01) @ 2) =(F _bd).

Simdi iddia: 3n € Z 6yle ki |a — nc|, hem |a|, hem de |c|” den daha kiigliktiir. (Aslinda

n = [[%]] dir.)

Ornegin, T = (7

9 i) alinirsa 7.1 —3.2=10lup T € &’ dir.
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17] > 12| ven = H — 3 almirsa |a — nc| = |7 — 32| = 1.

a—ncterimit™"(z) = ((1) —1n) oldugu hatirlanirsa
n _ (1 —n\(a b\ _(a—cn b—dn\ _ (a—cn)z+(b—nd)
T Q)(Z) o (O 1 )(c d) - ( c d ) - cz+d

Burada o ile isleme girdiginde (daha once gosterildigi gibi) (a —cn) ile ¢’ nin yer

degitirdigi goriliir. Dolayisiyla,

—cz—-d

¢1(Z) = O-T_nQ)(Z) - (a—cn)z+(b—nd)

donilistimii, stratejide bahsi gecen, aranan

@, —dontisimidiir. ... (*)
Yine, 6rnegimiz tizerinde degerlendirelim; |a| > |c| idi.

2 -1

L 0) ve ®,(2) = (_1 0 ),a1 = —2 olup a =7 dikkate alindiginda

TD(Z) = (2 .

|—2| < |7| saglanmus olur.

Stireci 2. Tekrarla devam ettirelim; |—2| > |1|. Burada yalnizca ¢’ y1 uygulamak

yetecektir:
_(—1 0 _
od,(z) = (_2 _1) vedet=1€®
la,| = |—1| = 1 olup, arzu edilen 2. durumuna indirgenme gergeklesmis olur.
Tanim 1.6.3.

Bir A Fuchs grubu verildiginde, asagidaki o6zellikleri saglayan bir F < U kapali

kiimesine A nin bir F temel bolgesi denir:

D UreaT(F) =U
i)V T eA\{}igin FNT(F)= 0

Buna gore; F = {(x,y) eR%Lx2+y%2 >1, x| <=, y> O} kiimesi I" modiiler

N |-

grubu i¢in bir temel bolgedir.
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Sekil 1. T nin F temel bolgesi

T(z) =z + 1igin T(sy) = 5," ve U(z) = —~ igin U(s,) = s’ oldugundan (sy,s,")
ve (s,,5,") kongrii kenar giftleridir. Bu nedenle T ve U doniistimleri I" modiiler grubunu

tiretir.
Teorem 1.6.4.[23]
i) I' min Q iizerindeki hareketi transitiftir.
i) Q nin herhangi bir noktasinin sabitleyeni sonsuz devirlidir.
Ispat:

)Vv= %, w = 2 € Q elemanlari icin T (%) = 2 olan Te I' doniistimiiniin varligini

gostermeliyiz. Bunun icin Vv = - € Q elemanimin I'(0) = {g(o): g € I'} da oldugunu

SRS

gostermemiz yeterlidir. Ciinkii; k(o) = % ve [(o0) = 2 olan k,l e I' mevcut ise T := lk~1
ile T(%) = 2 dir. v =% € Q olsun. Bu durumda (a, b) = 1 oldugundan 3 x,y € Z Syleki

ax — by = 1dir. Boylece, g = (Z ;) el dir ve (Z ;) ((1)) = (Z) oldugundan

g (o) =% dir. Dolayisiyla %,oo un yoriingesindedir.Yani; I' nin @ iizerindeki hareketi

transitiftir.

i) @ nin herhangi iki elemaninin sabitleyenleri I' da eslenikolduklarindan oo un

sabitleyeni olan I, u gbz oniine almak yeterlidir. [, = {((1) ll)) : beZ} = ((é })) dir.
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Gergekten; T = (z Z) € I, olsun. O halde T () = oo dur.
(Ccl 2) ((1)) = ((1))::»(3) = (é):a =1 ve ¢=0 dir ve ayrica (Ccl Z) el,crl
1 b

oldugundan ad —bc =1 dir. 1.d —b.0=1=d = 1 dir. O halde T=( ) bel

0 1

formundadir. Yani; I, = {(1 b) :be Z} dir. Boylece I,z = (1 1) eleman ile tretilen

0 1 0 1
sonsuz devirli bir gruptur. Dolayisiyla @ da herhangi bir noktanin sabitleyeni sonsuz
devirli bir gruptur.

1.7. T (N) ve I'y(N)Kongriians Alt Gruplari
Tanim 1.7.1.

N pozitif bir tam say1 olmak tizere,modiiler grubun I'(N) temel kongriians alt grubu

asagidaki kiime ile tanimlanir:

(¢ Derl+@ 2= 1) moan)

ve modiiler grubun I'(N) temel kongriians alt grubunu iceren herhangi bir alt grubuna

kongriians alt grubu denir.
Baz bilindik kongriians alt gruplar asagidaki sekildedir:
I[L(N) = {(? 2) € Fl a=d=1modN,c = OmodN}
ve
_(fa b _
I,(N) = {(C d) € r| ¢ = 0mod N}.

I[M(N) nin taniminda yer alan d =1mod N kongriiansi, a =1mod N,
¢ =0mod N kongriianslar1 ve ad — bc =1 determinantindan elde edilebilir. Agikca

goriliir ki bu alt gruplar arasinda I'(N) < I';(N) < I(N) < T bagmtis1 vardir.

Diger yandan I'(N), I' nin bir normal alt grubudur ve dolayisiyla da I;(N) ve

[y (N) nin de normal alt grubudur.
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Ayrica I'; (N) de Iy (N) nin normal alt grubudur. Burada I"(N) nin, I' nin bir normal
alt grubu oldugu asagidaki sekilde gosterilebilir:

Y:Z — Zy dogal halka homomorfizmi, I' dan PSL(2,Zy) ye tanimli asagidaki

seklide bir 1) grup homomorfizmi tanimlanmasina yardimei olur:

~ b a b
Ui T — PSL(2,Zy), (CC‘ d) — (cz dl,o'

Buradan 1 nin ¢ekirdeginin I'(N) oldugu gériilebilir. Ayrica , I,(N) alt grubu N > 1 iken
I' nin bir normal alt grubu degildir. Diger yandan, I'(N),T;(N) ve I5(N) gruplarinin I’
daki indeksleri sonludur. N > 2 igin

- .. . N3 1
T'(N) nin I" daki indeksi [T: I'(N)| = — T,y (1 _ F)’
I, (N) nin I" daki indeksi |T:Ty(N)| = N [T,y (1 + %)

I;(N) nin I" daki indeksi |T: T, (V)| = ”;pr (1 - pi) dir. N = 2 icin bu indeksler

IT:Ty(2)] = 3, IT:T,(2)] = 3,IT:T(2)| = 6

seklindedir. Diger alt gruplarin birbirlerindeki indeksleri ise yukaridaki formiiller

kullanilarak hesaplanabilir. N > 2 i¢in

Lo N 1 N
v = LN L) e
pIN

ML (V)] p/ 2
ve
. _rraol -
|IT,(N):T(N)| = ] N elde edilir.

1.8. I'g(N) Normalliyenin Yapisi

PSL(2,R) nin ayrik alt gruplarina Fuchs grubu denir. Literatiirde en iyi bilinen
Fuchs grubu I' modiiler grubudur. I' modiiler grubu olduk¢a zengin bir alt grup ailesine
sahiptir. Bilhassa kongriians alt gruplar1 ve kuvvet gruplar1 {izerine yapilmis pek ¢ok

calisma mevcuttur.
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Kongriians alt gruplarindan biri olan I'y(N), 6zellikle Klein, Fricke ve diger kisiler
tarafindan genis olarak ¢alisilmigtir. Bu boliimde, [, (N) nin PSL(2, R) deki normalliyeni
olan I'z (N) nin yapis1 hakkinda bilgi verecegiz.

I3 (N) normalliyeni ilk olarak [34] de tanimlanmistir. [8] deki tanim kullanilirsa

normalliyen,

(e e )

matrislerine karsilik gelen doniisiimlerden olusur ki burada tiim elemanlar tam sayidir, h
ise h%|N sartim saglayan, 24 {in en biiyiik boleni ve e > 0, N /h? nin tam bolenidir. Ayrica
determinanti e dir. (Eger m|K ve (m,K/m) =1 ise m ye K nin tam bdleni denir ve bu

m||K ile ifade edilir.) Iz (N), birinci ¢esit, sonlu {iretilmis bir Fuchs grubudur.
( ae b/ h)
cN/h de
matrisi bir Mdbius doniisiimii temsil eder ve bu tipteki tiim matrislerin kiimesi matris
carpimi ile bir grup olusturur.

1.9. Kuadratik Kalanlar

Tamm 1.9.1. [27]

p bir tam say1 olmak {izere, eger p > 1 ve p nin 1 ve kendisinden bagka bir béleni
yok ise p ye asal say1 denir. 1 den biiyiik ve asal olmayan sayiya bilesik say1 denir. a ve b
iki tam say1 ve ortak asal ¢arpana sahip degilseler a ve b ye aralarinda asaldir denir. a € Z

vea < —1ise, a = (—1)b ve b asal veya bilesik sayidir.
Lemma 1.9.2. [27]
1 den biiyiik her tam say1 ya asaldir ya da asal sayilarin bir ¢arpimudir.
Ispat :

Asal olmayan ve asal sayilarin ¢arpimi olarak yazilamayan sayilarin en kiigiigli k

olsun. Dolayistyla aciktir ki k bir bilesik sayidir.
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Bu durumda, k = ab olacak sekilde a ve b tam sayilari vardir. a < k, b < k dir. O halde a
ve b ya asaldir veya asal sayilarin bir ¢carpimidir. Bu durumda da k iki(veya daha ¢ok) asal

sayiin ¢arpimidir.
Teorem 1.9.3.
Sonsuz ¢oklukta asal say1 vardir.
Tanim 1.9.4.
a,b,m € Z , m > 0 olsun.
a = b(modm) & m\b —a

olarak tanimli bagintiya kongriians, m ye mod, b ye de a nin m- modiiliine gére kalani

denir.
Lemma 1.9.5.

Bir m pozitif tamsayisi i¢in, a = b(m) ifadesi bir denklik bagintisidir. (Yansiyan,

Simetrik, Gegigken)
Tamm 1.9.6. [27] (Derecesi Iki Olan Kongriianslar)

p bir asal sayr olmak iizere ax? + bx + ¢ = 0(modp) kongriianslarin1 ele
alacagiz. Burada akla ilk gelen ax? + bx + ¢ = 0(modp) kongriiansinda goriilen ikinci

dereceden formuldiir.

Buise ax?+ bx + ¢ =0 denkleminin ¢dziimlerinin

—b +Vb?% — 4ac
x:
2a

seklinde oldugunu verir.

Eger reel ¢oziimlerle ilgilenilirse bu taktirde b? — 4ac ifadesi negatif, sifir veya
pozitif olacaktir. Halbuki ax? + bx + ¢ = 0(modp) kongriiansinin x tamsay ¢dziimleri
aranmaktadir. Tabii ki b? — 4ac tam kare degilse bu takdirde tam kokler olmayacaktir.

Bunun i¢in b? — 4ac ifadesinin modulo p ye gore bir y sayisinin karesine denk olmasi

yeterli olacaktir. O halde x = %:y aliabilir.
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Fakat x = % esitliginin bir tamsay1 oldugunu sdylemek heniiz miimkiin degildir. Yani

2ax = —b + y (modp)
Kongriiansinin tamsay1 ¢éziimii var midir? Bu tip bir kongriiansin ¢dziimiiniin olmasi i¢in
[(a,m) = 1ise ax = b (modm) kongriiansi tam birtek ¢6ziime sahiptir.]
(2a,p) = 1 olmalidir. p t a oldugunu kabul edebiliriz. Aksi halde
ax? + bx + ¢ = 0(modp)
kongriians1 ikinci dereceden kongriians formuna uymaz.
Eger p = 2 ise bu taktirde kongriiansin ¢éziimiinii bulmak kolaydir.

Eger y? = b%? — 4ac(modp) ve x,2ax = —b + y(modp) nin bir ¢oziimii ise bu

taktirde x, ax? + bx + ¢ = 0(/modp) kongriiansinin bir ¢dziimiidiir.
ax? + bx + ¢ = 0(modp) kongriiansinin biitiin ¢éziimleri bu yolla bulunabilir.
Tanmm 1.9.7.
Bir p € P asal sayisinin x,y € Z olmak {izere

p = x? + y? formundadir & p = 1(mod4). Bu kosulu saglayan asallara Pisagor asallari

denir.
5=12 422 17 = 12 + 42 37 =12 4+ 62
13 = 22 + 32 29 =22 4 52 41 = 4% 4 52

» p = 3(mod4) asallarinin higbiri boyle ifade edilemez.
3,7,11,19,23 ve 31
Tamm 1.9.8. (Karesel Sayr)
Bir tam sayimin karesi olan sayilardir.

1,4,9,16,25, ...
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Tamm 1.9.9. [27]
p t aolsun.

Eger; x% = a(modp)kongriians1 ¢oziilebilirse a ya (modp) nin bir kuadratik

kalan1 (rezidii) denir.

Eger, x? = a(modp) ¢oziime sahip degil ise a ya (modp) nin bir kuadratik

non-rezidi denir.

» Bir q € Z ye (modn) kuadratik rezidii denir, eger (modn) e gore bir karesel sayiya

kongrii ise. Yani, 3x € Z dyle ki x? = q(modn)

Teorem 1.9.10. [27]

1<a<p-—1 ecsitsizligini saglayan a sayisinin tam yarisi (modp) ye gore

kuadratik kalandir.
Teorem 1.9.11.[48] (The Fundamental Theorem of Arithmetic)

Bu teorem Euclid tarafindan ortaya atilmig, Gauss tarafindan da ispatlanmistir. Bu
teorem der ki; herhangi bir dogal say1 (1 olmasin), bir takim asal sayilarin ¢arpimi olarak
yazilabilir. Yani her dogal sayinin agilimi, benzersizdir. Bu teorem, benzersiz ¢arpanlara
ayirma  teoremi  olarak da  adlandirilir. Aritmetigin  temel  teoremi, Oklid

teoremlerinin ilkinin bir sonucudur [18].
Ispat:

Bu durumda teoremin ispati, 2 ifadeden olusur. Birincisi; her dogal saymin (1
hari¢) bir takim asal sayilar tarafindan ¢arpim halinde yazilabilmesi, ikincisi ise benzersiz
olmasidir. Oncelikle asal garpanlara ayirmanin varligim kanitlayalim. 2 dogal sayisi ile
baslayalim. 2 zaten bir asal say1r oldugu icin 2 = 2 olarak asal carpanlarmna ayirdik
diyebiliriz. Farz edelim ki bu teoriyi ¢liriitecek en kiigiik dogal say1 n olsun. Eger n asal
ise, kamtlanmistir. Eger n bilesik ise, 1 ve kendisi igin asal bdlenleri vardir. Oyleyse a ve

b olan 2 dogal say1 vardir.

a.b=nveaqb<n.


https://mathworld.wolfram.com/EuclidsTheorems.html
https://mathworld.wolfram.com/EuclidsTheorems.html
https://mathworld.wolfram.com/Corollary.html
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Timevarimdan yola ¢ikarak a ve b ’yi asal ¢arpanlarina ayiralim. p; ve q; asallar igin a =

P1-D2--Pn V€ b =(q1.q3. ... Qs .

Oyleyse, (p1.P2.-..Pn) X (q1.q3.....qs ) =n ile gosterilebilir. Bu da, n ’nin asal

carpanlaria ayrilmasi i¢in gereklidir.

Boylece matematigin tiimevarim yoOntemine gore herhangi bir sayi, asallarin

carpimina gore aciklanabilir.

Sirada, herhangi bir dogal saymin asal ¢arpanlarina ayrilmasinin her dogal say1 icin
benzersiz bir asal dizilime sahip oldugunu gosterecegiz. Bunun igin iki yardimci

ifadeye(teoreme) ihtiyacimiz var.
Lemma 1.9.12.

Iki pozitif tamsay1 olan a ve b nin biitiin tamsayilarla olan seti {ax + by}, a ve b
‘nin x Ve y katsayilari ile lineer kombinasyonlaridir. Bu tamsay1 kiimesini S ile gosterelim.
Bu S kiimesinin i¢indeki elemanlarin da 0’dan biiyiik elemanlarinin oldugu alt kiimeyi P
ile gosterelim. Bu alt kiime P ’nin i¢inden d = min{ax + by} alalim. Oyleyse d, a ve

b'nin en biiyiik ortak bdleni olur.
ispat:

Oncelikle d ’nin a ’y1 boldiigiinii gosterelim. Tamsayilarn bdliinmesinin genel
formiiliinii uygularsak a =md +r , 0 <r <d ...(1). Bolme isleminden kalanimiz olan
r’nin, 0 oldugunu gosterecegiz. x ve y tamsayilari ile d = ax + by yazilabilir. Bunu da
(1) esitliginde yerine yazalim. a = m(ax + by) +r = (m.a.x) + (m.b.y) +r olur.
Bunuda r = —(m.a.x) — (m.b.y) + a olarak yazabiliriz. Buradan da son esitlikteki r
‘nin a ve b katsayilarina da baktigimizda S kiimesine ait bir elemandir. Farz edelim ki r >
0, dyleyse r , P ’nin bir alt kiimesine aittir. Bu sebepten r , d ’den ya biiylik ya da esit
olmali. Ciinkii d , P’nin en kii¢iik elemaniydi. Bu da (1) deki r < d ile ¢elisir. Oyleyse
r = 0 ’dir. Boylece d’ nin a’ y1 boldiigii gosterilmis olur. Benzer sekilde d , b’ yi de boler.
Boylece d , a ve b’ nin ortak bir boleni olur. d = ax + by gibi bir forma sahip
oldugundan a ve b’ nin herhangi bir ortak bdleni de d ’yi bdler. Bundan dolayi da d, a ve

b’ nin en biiyiik ortak boleni olur. Sonug olarak Lemma 1 kanitlanmis olur.
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Lemma 1.9.13.

p asal sayisi; a ve b sayilarinin ¢arpimi olan a.b’ yi bolerse, a veya b’ yi de

boler.

Ispat: Diyelim ki p asal sayimiz a’ y1 bolemiyor. Oyleyse b’ yi bélmeli. p , a’ y1

bolemediginden ve asal oldugundan en biiyiik ortak bdlenleri 1’ dir.

Oyleyse x ve y tamsayilar1 ve (p.x) + (a.y) = 1 gibi bir form olmali. Her iki
tarafi b ile garparsak (p.b.x) + (a.b.y) = b olur. Varsayimdan p’ nin a. b’ yi boldiigiinii
biliyoruz. Oyleyse p , a.b.y ’ yi de boler. Oyleyse p , p.b.x’ i ve dolayisiyla b’ yi de

boler. Sonug olarak Lemma 1.8.13. kanitlanmis olur.

Simdi, herhangi bir dogal saymin carpanlarina ayrilmasinin benzersizliginin
kanitin1 basit¢e agiklayabiliriz. Varsayalim ki carpanlarina ayrilmis bir dogal sayimiz var.
Bu varsayim altinda da en kii¢ilk dogal sayimiz olan n’ nin bir ka¢ ¢arpani vardir.
n = (p1.pz. .. Pn) = (@1 q3. ....qs ) olsun. Oyleyse py, q1.qz.....q, yi bdler. Lemma
1.8.13" den p;, qs yi boler. Ayrica diyelim ki py, q; i boler. p; ve g, asal oldugundan
p1=q:1(n/py)’ in (n/p;) <nve (n/py) =Pz .e.Pn = qo. ... Qs gibi iki farkli sekilde
carpanlarina ayrilmig olsun. (n/p;), n den kiigiik oldugundan; varsayimsal olarak en

kiiciik dogal sayinin iki farkli ¢arpanlara ayrimi vardir.

Yukaridaki (n/p,) ig¢in ¢arpanlarina ayirma islemi aslinda Ozdestir. Yani tim
i=2,..,r=s5i¢in r =5 ve p; = q, dir. Boylece n’ nin ¢arpanlar1 aslinda 6zdestir.

Dolayisiyla herhangi bir pozitif tamsayinin ¢arpanlarina ayrilmasi tektir. m

Elemanter sayilar teorisinin en giizel teoremlerinden birisi Fermat’ i iki kare

teoremidir.
Teorem 1.9.14. (iki Kare Teoremi)

Bir p — asali iki kare toplami olarak ifade edilebilir < —1(modp) ye gore bir

quadratik rezidii ise. (3x € Z: x? = —1(modp))

Bu teorem [18] da birkag¢ yolla kanmitlanmis ve keyfi n € Z genislemesi de
saglanmistir. n = u? + v? ise (u,v) = 1 ve —1(modn) bir quadratik rezidii.Burada bu

teorem i¢in yeni bir kanit verecegiz.
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Bu kanit M = PSL,(Z) — modiiler grubunun bir serbest ¢arpim yapisina sahip
olmasindan yararlanir. Bu kanit birka¢ nedenden 6tiirii ilgingtir ; birincisi, temel olarak
sayilar teorisinden bagimsizdir, ikincisi, genel tam sayilar i¢in sonucu dogrudan ve

cabucak ispatlar.

Son olarak, ispattaki teknik Z den daha genis kare toplam 6zelligine sahip halkalari
dikkate aldigimizda da kullanilabilir.

Iki kare teoremini saglayan halkalar (genel yapilari asagida verildi) kare toplam
halkalar1 diye adlandirilip [12] incelendi. Genel bir kural olarak; bir halka {izerinde tanimli
2 X 2 oOzel lineer grubu bir serbest carpimla ayrisabiliyorsa, o halka kare toplam

ozelliginide saglar [12].
Teorem 1.9.15.[11]

Bir n € Z* iki kare toplamidir, eger —1(modn) bir quadratik rezidii ise. Tersine
n=u?+v?% (u,v) = 1ise —1(modn) bir quadratik rezidiidiir.
Ispat :

;) _ az+b
cz+d ’

a,b,c,d €Z ve ad —bc =1 lineer kesirli dontisiimlerin
M = PSL,(Z) — modiiler grubunu g6z oOniine alahm. [35] ve [41] biliyoruz Ki
M, 2 —devirli bir grupla 3 —devirli bir grubun serbest ¢arpimidir (M = Z, * Z3). Ustelik
bu gercek sayilar teorisinden bagimsiz olarak siireksiz gruplarin metotlariyla ¢oziilmiistiir
[35],[41]. Bu yiizden M’ de grup olarak 2 mertebeli her eleman konjugedir [41].
Simdi

T = (z’ = —2) 2 mertebeli olup, M’ dedir. Dolayisiyla 2 mertebeli her eleman T’ ye

konjuge olmak zorundadir.

U= (z’ = %) € M olsun. U ve T konjuge olacagindan,

az+b>( 1)(dz—b)_—(ac+bd)z+(a2+b2)

cz+d —cz+d/) D

UTU ! = (
—(c?+d?)z + (ac + bd)

VA

Burada ¢arpim matris ¢arpimi yardimiyla yapilir.
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=@ =0 Dur=(L D)

o= (5 o)) =G b)

i} by(—¢ @\ _ (—ac—bd a?+b?\_ (—(ac+bd) a*+b?
uTu-t = (¢ = ( ) = ( )
(c d) (—d b) —c?—d? ac+bd —(c?*+d?» ac+bd
Goriildiiaii i UTU-! = —(ac+bd)z+(a?+b?) 1dus Kt
oriildiigii iizere = Tttty Oldugu agikur.

Bu yiizden M’ de 2 mertebeli her eleman (1) —formunda olmak zorundadir. n > 0 ve n €

Z olsun. —1(modn)’ e gore bir quadratik rezidi olsun. Bu durumda

3L,k € Z 6yle ki I? + 1 = kn. Bu yiizden z’ = _lf::l ..(2)

Katsayilar1 tam say1 olup, determinant: +1 dir, bu yiizden de M’ dedir. Ustelik iz(trace)’ i
0 dir. M’ de izi= 0 olan elemanlarinin mertebesi 2 dir [41]. Dolayisiyla bu doniisim 2
mertebeli olup T ye konjugedir. Bu yiizden (2),(1) formunda olup a,b € Z igin
n=a?+ b? esitligi elde edilir.

Tersine a,b €Z ve (a,b) =1 olmak iizere n =a?+ b? olsun. (a,b) =1

oldugundan 3¢, d € Z 6yle ki ad — bc = 1. Bu yiizden

_az+b
T cz+d’

4

.(3)

doniisiimii M* dedir. (3) ile T = (z’ = —i) nin konjugasyonu, n = a? + b? oldugundan,

, _(ac+bd)z+(a®+b?) az+n
z  —(c24+d>)+(ac+bd) mz—a

doniisiimiinii verir. Konjugasyon determinanti korudugundan —a? —mn = 1 veya a? +

1 = —mn. Bu yiizden —1(modn)’e gore bir quadratik rezididiir.
Tamim 1.9.16.( Altyoriingesel graflar)

X # @ bir kiime ve Ac X X X bir bagmt1 olsun. G = (X, A) ikilisine bir graf denir.
X’in elemanlarina grafin koseleri ve A’nin elemanlarina grafin kenarlar1 denir. (a,b) € A

ise bu durum a — b ile gosterilir. a = b veya b — a ise a ile b bir kenar ile baglanmistir
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denir. Bu durumda a ve b ye komsu koseler denir. a = agy, aq, -+, a, = b bir G grafinin

koselerinin bir dizisi olsun.

Her 1 <i < nigin a;_; ile a; bir kenar ile baglanmiglarsa a’dan b’ye n uzunluklu bir yol
vardir denir. Eger a = b ve ay, a4, *+, a,_1 koselerinin tiimii farkli ise bu yola n kenarl bir
devre denir. Ayrica a;, a;4; ikilileri i¢in a; = a;;; ise bu devreye yonlenmis bir devre

denir.

[23]’de T Modiiler grubunun cusp kiimesi olan @ = Q U {oo} genisletilmis rasyonel
sayilar kiimesi lizerindeki grup hareketinin neticesinde ortaya c¢ikan altyoriingesel graflar
incelenmis, bunlarin literatiirce iyi bilinen Farey grafinin bir genellemesi oldugu
gosterilmistir. Bu ¢alismadan sonra diger sonlu iiretilmis Fuchs gruplarinin altyoriingesel

graflar1 da benzer sekilde incelenmistir [3, 4, 7, 14, 15, 16, 17, 24, 25, 26, 28, 29, 30, 31].
Tamm 1.9.17.(Grup Hareketi)

Q ‘nin her eleman: 3 :x,y € Z ve (x,y) = 1 oldugu biliniyor. Burada

0 =1/0 = —1/0 ile gosterilmistir. I' ‘nin Q iizerindeki grup hareketi ' x Q — Q ise

+b
(Z Z)’gHde;

b
d

indirgenmis formda olur.

ile tanimlanir. det (Z ) =1 ve (x,y) = 1 oldugundan elde edilen rasyonel her zaman

Tamm 1.9.18.( Transitif Hareket)

“Her a,f € Q i¢in 3g €T &yle ki g(a) = £ kosulu saglamyorsa ilgili grup
hareketi transitif(gecisli) denir. T' ‘nin Q iizerinde transitif hareket ettigi [23]’de Bezout

esitliginin yardimiyla gosterilmistir.
Tamim 1.9.19.( Imprimitif Hareket)

G bir grup, Q bostan farkli bir kiime olmak tizere (G, Q) herhangi bir permiitasyon
grubu olsun. Q iizerinde tanimli bir = denklik bagmtisina G-invaryant denir:

“a = B(a,pB € Q)oldugunda Vg € G igin g(a) = g(B)” saglaniyorsa.
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Birim ve evrensel denklik bagintilar1 bu kosulu otomatikman saglar. Eger bunlarin diginda
bir G-invaryant denklik bagintis1 mevcutsa (G,{) ya bir imprimitif permiitasyon grubu

denir.

Transtiflik ve imprimitiflik arasindaki iliskiye gelince, (G,Q) imprimitif ise
otomatikman transitiftir, ancak tersi dogru degildir. Tersinin de dogru olabilmesi i¢in gerek

ve yeter sart asagidaki teoremle verilmistir;
Teorem 1.9.20. [23]

(G, Q) transitif permiitasyon grubu olsun. (G, Q) nin primitif olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul Va € Q) i¢in a nin G deki sabitleyeni G,, G nin bir maksimal altgrubudur.
Buna gore,
Go, <H<G

alindiginda G transitif hareket ettiginden Q ‘nin her eleman1 g(a) seklinde yazilabilir. Bu

yiizden Q iizerinde iyi taniml1 bir G-invaryant denklik bagintisi:

g1(a) = g,(a) © g, € g,H

ile tanimlanabilir ve boylece (G,Q) transitif ve imprimitif permiitasyon grubu olur.
Transitif hareketten otiirii tek yoriinge mevcutken imprimitif hareketin neticesi olarak
olusan denklik simniflar1 nedeniyle yoriinge bloklara pargalanir. Bloklarin sayisi |G: H|

indeksi ile hesaplanir.
Tamm 1.9.21.( Blok Dizayni)

Bu boliimde (F, @) transitif permiitasyon grubunu goz Oniine alacagiz. Keyfi

eleman olarak co’un I'" ‘daki sabitleyeni (? Z) (é) = (é) esitligi kullanilarak

[ = (((1) D) olarak kolayca hesaplanir. Béylece H grubunun secimi i¢in modiiler grup

ve kongriians alt gruplarinin anlatildig1 béliimden de goriilecegi lizere I';(n) ve Ih(n) en
dogal adaylardir. [4], [23]° de T, <Ty(n) < I' bagintis1 c¢ahsilirken [28]° de
[ <Ti(n) < T bagmtist c¢alisgilmistir. Bu segimlerin graflar iizerindeki etkisi ise

asagidaki gibidir. |I": Ty(n)| indeksi |T': T; (n)| indeksinden daha kii¢iik oldugu i¢in birinci
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durumda daha az blok sayisi olmasina karsin altgrafin devre agisindan daha zengin olmasi
muhtemeldir. Nitekim ilgili ¢caligmalar da bu diisiinceyi desteklemektedir. Ancak hangi

grafin daha makbul oldugu calisilan problemin tabiatina bagli olarak degiskenlik gosterir.
Tamm 1.9.22.( Devreler)

(G, Q) bir transitif permiitasyon grubu olsun. G nin Q X Q iizerinde g € G ve

(a, B) € Q x Q olmak iizere

g:(a,B) - (g(a),g(B))

ile taniml1 hareketini gbz Oniine alalim. Bu hareketin yoriingelerine G nin alt ydriingeleri
denir. (a,B) w1 igeren alt yoringe O(a, ) ile gosterilsin. O(a,B) dan bir G(a,p)
altyoriingesel grafi asagidaki gibi elde edilir: G(a, 8)’nin koseleri 0 nin koseleridir ve
x,y € Qi¢in (a,B) € O(a, B) ise x den y ye yonlenmis bir kenar vardir denir, x — y ile

gosterilir. Bu kenar H st yar1 diizleminde bir hiperbolik geodezik olarak ¢izilir.

v; € Q olmak izere vy > v, > vy, > v, Ve v # vj(i #j) konfiglirasyonuna n
uzunluklu bir devre denir. [4]’ de grubun alt yoriingesel graflarindaki devrelerle, eliptik
tiretegleri arasindaki iliski ortaya konmustur. Bu iliski, eliptik elemanlarin mertebelerinin
grubun invaryantlarindan biri olmasi nedeniyle, simge problemi agisindan son derece

Onemlidir.



2. YAPILAN CALISMALAR

Oncelikle ¢izgenin elde edilmesi icin izlenen metot asagidaki 4 asamada

Ozetlenmistir. Bu metodu daha ayrintili incelemek igin [23] ¢alismasina bakilabilir.
2.1. Transitif Hareketin Saglandig1 Kose Kiimelerinin Belirlenmesi

Uggen grup oldugunda Q iizerinde transitif hareket otomatikman saglanmaktadir. Q
tizerinde transitif hareketin saglanmadigi durumlarda ise transitifligin saglandig1 maksimal

altkiimeyi bulmak tizere [14]’de yapildig1 gibi, 6ncelikle [, (n) nin yoriingeleri;
Teorem.[14] d|N olsun. (a,d) =1 olmak iizere % rasyonel sayisinin I'g(n) altindaki
oriingesi {f €eQ: (N,y)=d,a =xZmod(d N/d)} kiimesidir. ~ Burada (a)
y y ) ) - d ) . d
yoriingelerinin sayisi ¢ (n) Euler fonksiyonu olmak tizere ¢(d, N/d) sayisidir.

ile elde edilir. Sonraki adimda bu yoériingeler, Nor(N)’nin elemanlar1 ile birlikte
degerlendirilerek, ki bu durumda N’nin se¢imine bagli olarak bir siirii varyasyon ortaya

¢ikacaktir, maksimal altkiimeye ulasilir.
2.1.1. imprimitif Hareket ve Blok Sarti

Burada Nor(N)’nin altgruplarinin grup yapisini bilmek 6nemlidir. co’un

1
Nor(N)’ deki sabitleyeni Nor(N), = ((1 / h)) seklinde oldugu biliniyor. Bu
0 1

bolimde Nor(N), < H < Nor(N) sartimt saglayacak H altgruplarimin  seg¢imi
yapilacaktir. Blok sayisi1 |[Nor(N): H| indeksi ile belirlendiginden, indeksin kii¢iik olmasi
bloktaki kdse noktalarinin sayisinin artmasi ve devre olugsma ihtimalinin artmasini saglar.
Bu nedenle kapsama bagintisina goére Nor(N)’e en yakin altgrup secilmeye caligilacaktir.
Ih(n), Iy (n), I (n) altgruplart H i¢in dogal adaylardir. Calistigimiz gruplarin hepsi sonlu
tiretilmis olduklarindan eleman bazinda yapilacak ekleme-¢ikarma ile istenen blok dizaym

saglanacaktir.
2.1.2. Kenar Sartinin Elde Edilmesi

Graflarda devrelerin varolup olmadigini test etmede temel arag, kenar sartidir.
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Transitif hareket nedeniyle altgraflarin hepsi birbirine izomorftur, bu nedenle tek
bir altgraf iizerinde ¢alismak yeterlidir. islem kolaylig1 agisindan, simdiye kadar oldugu
gibi oo blogu tizerinde galismak oncelikli tercih olacaktir. Buna gore, her yoriinge v = u/n
ve (u,n) = 1 olmak tizere bir (oo, v) ¢iftini i¢ereceginden (o0, u/n) ¢iftini (r/s,x/y)
ciftine resmeden g € Nor(N) doniisiimleri ve bunlarin koseler tizerinde doniisiimiin
tabiatindan kaynaklanan kisitlamalar1 elde edilecektir. Burada N’ nin se¢imine bagli olarak
kenar sartlarinin sayisi artig-azalis gostermektedir.

2.1.3. Devrelerin Elde Edilmesi

Bu boéliimde eliptik eleman ve devre arasinda 1 — 1 bir iligki oldugu varsayimi
altinda, N’nin se¢imi hangi tiggen gosterimi veriyorsa, o gosterimin isaret ettigi devrenin
varlig1 gosterilmeye calisilacaktir. Burada izlenen metod: ilgili devreyi temsil eden keyfi
konfigiirasyonu transitif hareket sayesinde, o ile baslayip- biten temel konfigiirasyona

resmetmek ve sonrasinda bu konfigrasyon iizerinde kenar sartin1 uygulamaktir.

Nor(N) de determinanti 1 olan doniisiimlerin kiimesi Nor(N) nin bir alt grubudur ve

I'c(N) ile gosterilir.

/e = N (; )

C-(N), (g (1’) ile T, (N /h2) nin bir eslenigidir.

ae
cN

Iy (N) ile gosterilir, burada e || N ve detW, = e > 0 dir. I}, (N) nin elemanlari

W, = ( ;e) bi¢imindeki matrislere karsilik gelen doniisiimlerin kiimesi bir gruptur ve
Atkin-Lehner doniisiimleri olarak adlandirilir.

Teorem 2.1.3.1.

N keyfi bir pozitif tam say1 olsun. Bu durumda Nor(N) yalnizca 2, 3, 4 ve 6 mertebeli

periyotlara sahip olabilir ve iistelik;

a) Nor(N), 4. mertebeden en ¢ok bir periyoda sahiptir. Nor(N) nin 4. mertebeden bir

periyoda sahip olmasi igin gerek ve yeter sart,

N/h? = 2p,%*2 ...p,% vei = 2,.., 7 olmak iizere 2 || N/h? ve p; = 1(mod4).
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b) Nor(N), 6. mertebeden en g¢ok bir periyoda sahiptir. Nor(N) nin 6. mertebeden

bir periyoda sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
N/h? = 3p,* ...p,% vei = 2,.., 7 olmak iizere 3 || N/h? ve p; = 1(mod3).

c) Nor(N), 3. mertebeden en ¢ok bir periyoda sahiptir. Nor(N) nin 3. mertebeden

bir periyoda sahip olmas1 i¢in gerek ve yeter sart,

N/h? = p3% ..p,.% vei = 3,...,r olmak iizere p; = 1(mod3) olmasidir [1].

b
. ae
Ispat : Nor(N) nin elemanlar N /h bicimindedir, burada e || N/h?,
N/, de
det = e > 0 ve h, h?/N sartim saglayan 24 iin en biiyiik bolenidir. Buradan basit bir
ae b/ h

hesaplamayla, E = <
de

N/ ) bir eliptik eleman ve a+d =0 ise E? = I oldugu
h

goriilir. a +d = +1 farzedilirse E eliptik elemani i¢in asagidaki ii¢ olasilik  s6z

konusudur ;

e=1ise E3 =1
ie=2ise E* =1
ii)e=3ise E® =1

i), i), iii) i¢in benzer yolla hesaplamalar yapalim. e =1 oldugundan vea+d =1

a b/h

kabul  edebilecegimizden E =
cN /h d

b
EZ_(a—l /h

\Np o d-1

) dir. detE =1 kullanildiginda

) ve E3 =1elde ederiz. a+d+0 ve e>3 olan durumlara

baktigimizda |(a + d)\/zl > 2 elde edilir. Buna gére E ya parabolik ya da hiperboliktir.

Dolayisiyla her iki durumda da E sonsuz mertebelidir.

a) Farzedelim ki Nor(N) nin 4. mertebeden bir periyoda sahip olsun. Bu durumda e = 2

2a b
dir. Buna gore 2N ve k=1,3,5,7 dir. Boylece E eliptik elemani N /h
N/ 2d

bigimindedir ve detE =4ad —bcN/h* =2 dir. d =1—a esitligi kullanildiginda
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(2a — 1)? = —1(mod N /h?) denklemi elde edilir. Bu kongriians denkleminin bir ¢dziimii
olmas! i¢in gerek ve yeter sart p; = 1(mod4) olmak iizere N/h? = 2p,%? ...p,% ve i =

2, ..., olmasidir. Diger durumlar benzer sekilde elde edilir.
2.2.N = 26.p?

N = 2°.p? olsun.

a =6, =0,h =2min33) 3min{t0} = 23 = g

N/h? = 64p?/64 = p?,e = 1,p?

T1=( a b/8) | T2=(ap2 b/8)

8p%c d 8p2c dp?
ad — bcp? =1 adp* — bcp? = p?
(adp? — bc = 1)

Tablo 1. 2%.p? igin bolen sayis1 7 X 3 = 21

1 2 22 23 24 R 26
p 2.p 22.p 23.p 2% p 25.p 2%.p
p2 2p2 22.p2 23.p2 24.p2 25.p2 26_p2

Tablo 2. (d,N/d) —durumlari :

d=1 (1,64p?) = 1 (1)
d=2 (2,32p?) = 2 (%)
d=4 (4,16p?) = 4 2 tane (2*2)
d=8 (8,8p%) = 8 4 tane (2*3)
d=16 (16,4p?) = 4 2 tane (2*4)
d =32 (32,2p%) = 2 (215)




Tablo 2’ nin devam
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1
— 2y} —
d = 64 (64,p?) = 1 (26)
*
d=p (p,64p) =p p — 1 tane (p)
*
d=2p (2p,32p) = 2p p — 1 tane (Zp)
E3
d = 4p (4p, 16p) = 4p 2p — 2 tane (4p)
*
d=8p (8p,8p) =8p 4p — 4 tane (Sp)
d = 16p (16p, 4p) = 4p 2p — 2 tane (16p)
E 3
d=32p (32p,2p) = 2p p — 1 tane (32p)
*
d = 64p (64p,p) =p p — 1 tane (64p)
1
d=p’ (268 = 1 (,2)
d = 2p? (2p%,32) =2 ( 12)
2p
*
d = 4p? (4p?,16) = 4 2 tane (4p )
*
d = 8p? (8p?,8) = 8 4 tane (8p )
d = 16p (16p2,4) = 4 2 tane (16p )
d =32 (32p%,2) = 2 (1)
p p-, 25p2
d = 64 (64p%,1) = 1 <1>
14 p-, 26p2

2 r=(1) v (5
) v (25-1192) v (26-1172)

(.2)V (2

22)V () (32) v

( ) 'in Nor(2°.p?) ile hareketine bakalim.

25) Y (56) 0 () (292) 0 ()
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1Tip T, = (8;% bf) , detT, = ad — bep? = 1

( a b/8)(1): a+b/8 _ 8a+b )
8p%c d J\1) 8p%c+d 23(8p%c+d)
. YV 8a+b 1

1.b tek ve d tek ise %= Feprerd) © (23)

. . o 8a+b 1
2.btek, dgiftve 2l d ise *= 2 € ()
3.b tek, d gift ve 22 | d ise =€ (55)

0

. 3 . . 8atb 1

4.b tek, d cift ve 2° || d ise %= Frerdy € (26)
. - Y. 4a+b0 1
5.b Qlft, d tek ve 2 I b ise x= m (S (22)
. 2 - S 2a+b0 1
6.b cift, d tek ve 2 || b ise %= 2Eprerd) € (2)
7.b gift, d tek ve 23 || b ise %= SZ;CI’fd € (i)
2
. ap® b/8
2.Tip T, = <8pzc dp2> , det T, = adp? —bc =1
<ap2 b/8> (1) 3 ap®> +b/8 3 8ap? + b (%)
8p2c dp?/\1/  8p2c+dp? 23.p2(8c+d)

. . 8ap®+b 1
1.b tek ve d tek ise %= T pr@erd) © (23p2)

. . . 8ap%+b 1
2.b tek, d ¢iftve 2 || d ise %= T2 (actdy) € (24}92)

: 2 dise sttt (1
3.b tek, d cift ve 2° || d ise %= T p2(20d) € (25]02)

: 30 dise x= 20 (1
4.b tek, d gift ve 2° || d ise %= 2502 (et da) € (Zspz)

. . . 4ap?+by 1
5.b ¢ift, d tekve 2 || b ise %= T2 Gord) € (22)02)
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. 2 - o 2ap2+b0 1
6.b cift, d tek ve 2 || b ise %= 2@t d) € (sz)

. 3 . . ap®+bg 1
7.b gift, d tek ve 2° || b ise %= S erd) € (pz)

h =8 N/h? = p? oldugundan p = 1
e=1, & =0 oldugundan t = 3/2

indeks = 2.82.% =192, [To(N):To(N)| = h?t = 82.§ =96, [Tg(N): To(N)| = 2

ve Gy, = (((1) 1{8))

a b
T = (64p2c d) € [L(N) , g% —16.bcp? =1

a b/8 8ta (Ty)
T. =< )EFN ., ad —bcp® =1,
2= \gpze a JETeWD o gd mberT=Log (7

Kenar :r/s , x/y € [®] , r/s+— x/y € F(o,u/p?) <
(i) 64p2 | s = x = + ur (mod p?), y = + us (mod p?), ry — sx = & p?
(ii) 8p2 | s = x = +8ur (mod p?),y = +8us (mod p?),ry — sx = & 8p?
(iii) p? Il s = x = +64ur (mod p?), y = +64us (mod p?), ry — sx = & p?
ispat : r/s+ x/y € F(o,u/p?) ve

I.durum

T
64p? || s olsun. Bu durumda (o,u/p?)—> (r/s+—x/y) olan T =T,

e D01
64p%c dJ\0/ " 6apic  s—> 1 s=64p’c
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( a b)(u) au + bp? x = ur (mod p?)
= e
p

64p%c d)\p?) ~ 64p?cu + dp? y = us (mod p?)
det =1 ve (u,p?) =1'den ry —sx = p?
II.durum
8p? |l s olsun. Bu durumda

T2=( a b/8

8p2c d) , a—tek olur.

b/8 a T r=a
(8pC ) )_8p2c_E ={ = apc

( b/8> )_ au+bp?/8  8au+bp®  «x

8p?cu + dp? 64p cu+8dp? y

x = 4+8ur (mod p?) y = +8us (mod p?)

(8a b)(l u) <8a 8au+bp> <8r X
8p*c d)\0 p? 8p?c 8p?cu + dp? s y/8

)

det = 8det = p?ry — sx = 8p?

IHI. durum

p? |l s olsun. Bu durumda

T3=( a b/S) . a—cift (8la) olur.

8p%c d
b/8 a ao r r=a,
(o5 IO -smem L -7
8pic 8p2c8lap?c s §s=p°c
( b/8> ): au + bp?/8 _ 8au + bp? _x
8p2cu + dp? 64p?cu+8dp? 'y

x = +64ur (mod p?) y = +64us (mod 24p?)

(8a b)(l u>_<8a 8au+bp2)_<64r X
8p*c d)\0 p? 8p%c 8pZcu + dp? 8s y/8

8(ry —sx) =8p? = ry-—sx= p?
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Devre : Uggen igerir & 64u? + 8u+ 1 = 0 (mod p?)
Ispat : Transitif hareketten:

u
p?

<
- -

l
Ol =

S| -
IR

% - % kenari igin y = pz veyay = 8p2 elde edilir.

y = p? olsun. Bu durumda iiggen

halini alir.

u < x
__)_
p? p?

64u? + u + 1 = 0 (mod p?) bulunur.

kenar1 i¢in x = —64u? (mod p?) ve x =u+1 elde edilir. Buradan da

% - % kenar1  igin = —64ux (mod p?) bulunur. x=wu+1 kullanilirsa
64u? + 64u + 1 = 0 (mod p?) elde edilir ki bu 64u? + u + 1 = 0 (mod p?) olmasiyla

celisir.

O halde y = 8p? dir ve iiggen

1 uUu < x 1
—_— s —a— 5 =
0 p> 8p%2 O
seklindedir.
<
% - Sx? kenari i¢in x = —64u? (mod p?) ve x = 8u + 1 elde edilir. Buradan da

64u? + 8u + 1 = 0 (mod p?) bulunur.

X

oz % kenar1 i¢in 1 = —8ux (mod p?) bulunur. x = 8u + 1 kullanilirsa

64u? + 8u + 1 = 0 (mod p?) elde edilir.

1 u 8u+1 1
Sonu¢ : - — = — — -
0 p? 8p? 0

Teorem 2.2.1.

u € Z olmak iizere 64u? + 8u + 1 ifadesinin asal bolenleri p = 1(mod3) formundadur.
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Ispat. u € Z keyfi ve p | 64u® + 8u + 1, p € PP asal olsun. Bu durumda yukaridaki devre

varliginin yeter sart1 dikkate alindiginda Nor (2°. p) grubunda, Nor(26.p?)’ de oldugu

gibi

_ (—26.u (64u? + 8u + 1)/p>

—2%.p 64u + 8u

3. mertebeden eliptik iiretecin varligi bilinmektedir. Buradan [2] Teorem 2’nin

sonucu olarak p = 1(mod3) oldugu ortaya ¢ikar.
2.3. N = 24,32, p?

N = 2%.32.p% olsun.
a=4,p=2h=2mnB34 3mnll =22 3 =17

N/h? = 2%.3%2.p?/2%.32 = p?,e = 1V p?

T _( a b/12) T _( ap? b/12)
' \12p%c d © 27 \12p%c dp? '
ad —bcp? =1 adp* — bcp? = p?

Tablo 3. 2%.32%.p? igin bolen sayis1 5 X 3 X 3 = 45

1 2 2?2 23 24

p 2.p 22.p 23.p 2% p
p? 2.p? 22 p2 23 p2 2% p2

3 2.3 22.3 23.3 2%.3
3.p 2.3.p 22.3.p 23.3.p 2%.3.p
3. p? 2.3.p? 22.3.p? 23.3.p? 2%.3.p?

32 2.32 22,32 23.32 24.32
32.p 2.3%p 22.3%.p 23.3%.p 2%.3%.p
32.p? 2.3%.p? 22,32 p? 23.32,p? 24,32, p?
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Tablo 4. (d,N/d) — durumlar :

d=1 (1,144p?) =1 (1)
1
d=?2 (2,72p?) =2 (;)
; o®) =22(1-1/,) =2
d=4 (4,36p°) =4 (1) (3)
4)'\4
d=8 (8,18p?) = 2 (1)
8
d =16 (16,9p2) = 1 (116)
d=p (p,144p) =p (1> (2> (p-1>
p) \p)"""\_p
d=2p (2p,72p) = 2p p(2p)=p-—-1
(Zk—kl)
2p
d=4p (4p,36p) = 4p p(4p) =2p -2
(Zk—kl)
4p
d=8p (8p,18p) = 2p p@Bp)=p-—-1
(Zk—kl)
4p
d = 16p (16p,9p) =p p(l6p) =p—-1
(Zk—kl)
8p
d = p? (p?,144) =1 (g)
p
d = 2p* (2p%,72) =2 ( : )
2p?
d = 4p? (4p%,36) =4 p(4) =2
1 3
<4p2)’(4p2)
d = 8p*? (8p?,18) =2 ( 1 >
8p?
d = 16p* (16p%9) =1 ( ; )
16p*>
d=3 (3,48p?) = 3 ¢§)32
) G)
d=6 (6,24p%) =6 <p§6) =52
() ()
d=12 (12,12p2) = 12 1

(12)

(1,

-3

)' (152) ’ (172) ’ (

1-=

11
12

)

3

)
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d =24 (24,6p2) = 6 (214) , (gi)
d =48 (48,3p%) =3 1Y\ (47
(4g) (45)
d=3p (3p,48p) = 3p ¢ (3p) 2=k2p —2
<3p>
d=6p (6p,24p) = 6p @ (6p) = 2p —2
(6p)
d = 24p (24p, 6p) = 6p @(6p) =2p-2
(24p)
d = 48p (48p,3p) = 3p »(3p) =2p-2
(48p)
d = 3p? (3p%,48) =3 ( 12) ( 22>
3p“)’\3p
d = 6p? (6p2%,24) = 4 (1)(5)
6p2 ) 6p2
d = 12p? (12p?,12) = 12 @(12)=4
(1292): (122)- (122) - (1202)
12p% )’ \12p?)’ \12p?)’ \12p?
d = 24p? (24p?,6) = 4 ip(4) =223
(24p2)’(24p2)
d = 48p? (48p?,3) = 3 ( a, ) ( a, )
48p? )’ \48p?
d= (9,16p2) =1 (1)
9
d=18 (18,8p?) = 2 ( 1 )
18
d =36 (36,4p?) = 4 (316)' (32)
d=72 (72,2p%) = 2 ( 1 )
72
d = 144 (144,p%) =1 ( 1 )
144
d=9p (9p,16p) =p (1><2) (P—l)
9/’ \9p/)’ "'\ 9p
d=18p (18p,8p) = 2p ( “ ), ( v )
18p) - \18p
d =36p (36p,4p) = 4p p(4p) = 2pa— 2
aq p
(36p) -+ (360)
d=72p (72p,2p) = 2p p(2p)=p—-1

(%p) e (7apr>
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d =144p (144p,p) =p ( a; ) ( ap )
144p)’ ' \144p
d = 9p? (9p%16) =1 ( 12)
9p
d = 18p? (18p2,8) = 2 ( 1 2)
18p
d = 36p? (36p2,4) =4 p(4) =2
a, a,
(36p2>' (36p2>
d = 72p? (72p?,2) =2 ( 1 2)
72p
d = 144p? (144p%,1) =1 ( 1 )
144p?
Q(2*.32.p?) =

(DY) () (s
v (21192> v (23.1;92) ” (24.

1
v (24. 32.p2>

1

. a
L.Tip (12p2C

a b/12\ /1
(12p2c d )(1)=
1. ad—tek ve 61 b ise x=
2. 20dve3llb ise x=
3. 410dve3lb
4. 31lldve4lb

5. 3lldve2lb

312) v (2.132) v (23. 32

)0 (522) 0

(1) 'in Nor(2*.32.p?) ile hareketine bakalim.

, det = ad — bcp? =1

a+b/12 12a+b

12p2c+d  12(12p2c+d)

2(12p2c+d)

4a+b0 E ( 1
23(6p c+dgp)

= e ()

2)

3a+b0 (
32(4p c+dy)

1
32
6a+b0 (
2 32(4p2c+dy)

2.32.p?

2a+b0 (

U () ()
24,32 p?

1
Y 23.32.p2>
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6. 61|d ve b,c—tek ise %zﬁe( 1 )

23.32(2p2c+dy) 23 32
7. 1211d ve b,c— tek ise x= ol g ( 1 )

2432(p2c+dy) | \2% 32

2. tip elemanlar ve a, b, c,d nin ayni segimleri ile diger yoriingeler benzer sekilde
hesaplanir.

h=12 N/h*=p? oldp=1
€1=1,£2=1 Old T=3/24/3=2

indeks = 2.144.2 = 576

H =T.(2*%.3%2.p2) secilirse |[Tg(N):T(N)| =2 , Go = (((1) 1/112))

0] = (D . G) v (213) E (214) v (312) 4 (2.132) v (23.132) 4 (24.132)
leo] = (p12> v (22192) v (23-1p2) 3 (24-1p2) v (32-1192) v (2-3%-102)

O (.52.02) (2. 22.02)
23.32.p2) 24,32, p2

(2% 3%.p?)' deki iig tip eleman:

T1=( a b)e[‘o(N), ad — bcp?. 144 = 1

144p%c d =
([ a b/12 -
T2’3_(12p2c d )EFC(N) @ —hepm=1
\%
cift
olabilir

Kenar : r/s , x/y € [©] , r/s+> x/y € F(o,u/p?)
() 2%32%.p?%|ls = x =+ ur (mod p?), y = + us (mod p?), ry — sx = + p?
(ii) 22.3.p% Il s = x = £22.3.ur (mod p?),y = +22.3.us (mod p?),
ry — sx = + p?
(i) p? Il s = x = 4+ 2%. 3% ur (mod p?), y = +2%.32.us (mod p?),
ry — sx = + p?

Ispat : r/s+— x/y € F(oo,u/p?) ve
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T
2*.3%2,p2 I s olsun. Budurumda (co,u/p?) - (r/s+—x/y) olan T =T,

a b\ r1 _ a _ r a-tek
(144p2c d) (0) T 144p2c s

.
a b\ uy  @Qu+bp?
(1442920 d) (pz) ~ 144p2cu + dp?

N

II.durum
12p? Il s olsun. Bu durumda

T _( a b/12
27 \12p%c d

b/12 -
(12;19% /d )((1)):122%22 = {

) , ad —tek olur.

X
y

r=a

r=a

s = 144p?c

ur (mod p?)
us (mod p?)

ry — sx = p?

s = 12p?c

12au + bp?

( a b/lZ)(u)_ au + bp®/12 B
~ 12p%cu +dp?  144p%cu + 12dp?

12p%2¢ d ) \p?

x = 12ur (mod p?) y = 12us (mod p?)

( 12a b)(l u)_( 12a  12au + bp? )_
~ \12p%c 12p2cu+dp?/

12p%c d)\0 p?
det =12 det = p?
II1.durum

p? Il s olsun. Bu durumda

b/12
T3=( ¢ / ) ve 12|a olsun.

<1§r y/12)

X
y

ry —sx = 12p?

12p%c d
a b/12\(1\ _a a T {r=a0
(12p2c d )(0) "~ 12p2%c 12|a p?%c s = | s=p%
( a b/lZ)(u)_ au + bp?/12
12p2c  d ) \P?) " 12pZcu + dp?
12au + bp? 144a4u + bp? x

~ 144p?cu + 12dp? 12|a 144pZcu + 12dp®  y

x = 144ur (mod p?)
y = 144us (mod p?)
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r

(a b/12)><12_( 12a b) 144a; b (1 0)
12p%2c d /x12 ~ \144p%c 12d)12|a\ 144p°c 12d |\u p?

N

+ 144

:(Z ;C]) = ry-—sx = 4p?

Devre : Uggen icerir < 144u? + 12u + 1 = 0 (mod p?)
Ispat : Transitif hareketten:

1 u x 1

6—>?—>W—>6 , y =1 veya 12
1.durum

u
P2

olr

X 1
- — — - = olsun.
p2 "0

2. kenardan, p? |l s old. up? — xp? = —p?
u—x=-1
==x=u+1

Ustelik,  u+ 1= —144u2(mod p?)

144u? + u+ 1 = 0(mod p?) ...(1)

2.durum

[uy

T olsun.

e d

u x
_Zﬁ
4

olr

2. kenardan 12up? — xp? = —p? (p? Il s)

=>x=12u+1

12u+1 1
3. kenardan, ——= - =
12p2 0

1= —12u(12u + 1)(mod p?)
Sonuc¢ :  144u? + 12u + 1 = 0(mod p?)
3. kenardan, p? Il s old. 1= —144u(u+ 1)(mod p?)

144u? + 144u + 1 = 0(mod p?) ..(2)
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(1) ve (2)' den 143u + 1 = 0(mod p?)
13.11.u + 1 = 0(mod p?) ve (u,p?) = 1 oldugundan celiski
(karesiz)

Teorem 2.3.1

u € Z olmak iizere 144u? + 12u + 1 ifadesinin asal bolenleri p = 1(mod3)

formundadir.

Ispat. u € Z keyfi ve p | 144u? + 12u+1 , p € P asal olsun. Bu durumda yukaridaki
devre varhginin yeter sart1 dikkate alindiginda Nor(2*.3%.p) grubunda, Nor(2*.3%.p?)’
de oldugu gibi

B (—24. 32.u  (144u? +12u + 1)/p)
- \—2%.32.p 144u + 12u

3. mertebeden eliptik iiretecin varligi bilinmektedir. Buradan [2] Teorem 2’nin sonucu

olarak p = 1(mod3) oldugu ortaya ¢ikar.
2.4.N = 2632 p?

N = 2°.32%.p?% olsun.
a=6,p=2nh=2mnB3 3mnlY =23 3 =24
N/h? = 26.32.p%2/26.32 =p?,e =1V p?

T _( a b/24) T _( ap? b/24)
17 \24p%c  d ©2 T 24pte dp?)

ad — bcp? = 1 adp* — bcp? = p?

Tablo 5. 25.3%.p? igin bolen sayis1 7 X 3 X 3 = 63

1 2 22 23 2* 2° 26

p 2.p 22.p 23.p 2% p 25.p 2%.p
p? 2.2 22 p? 23 p? 2% p? 25 p? 26,2
3 2.3 22.3 23.3 2%.3 2°.3 2.3
3.p 2.3.p 22.3.p 23.3.p 2%.3.p 25.3.p 26.3.p




Tablo 5’ in devami

45

3.p% | 23.p% | 22.3.p% | 23.3.p% | 2%3.p% | 25.3.p% | 28.3.p%
32 2.32 22,32 23.32 24,32 25.32 26,32
32.p | 23%p | 22.3%p | 23.3%p | 2%.3%p | 25.3%p | 2853%p
32.p2 | 2.3%.p% | 22.3%2.p% | 25.3%2.p% | 2%.32.p2 | 25.3%.p2 | 26.3%.p?

Tablo 6. (d,N/d) — durumlar :
d=1 (1,576p%) = 1 (1)
1
d=2 (2,288p%) = 2 (1)
2
d=4 (4,144p?) = 4 p4) =2
1\ /3
(s)- ()
d=8 (8,72p%) = 8 0(8) = 4
1N\ 3\ (5 (7
(8): () () (5)
d=16 (16,36p2) = 4 0(4) =2
1 15
(16)(1e)
d =32 (32,18p?) =2 p2)=1
(52)
32
d =64 (64,9p2) = 1 ( i )
64 _
d=p (p,576p) =p p — 1 tane (p)
— —_ E3
d=2p (2p,288p) = 2p p—1tane ()
d=4p (4p,144p) = 4p 2p — 2 tane (4?;)
d=8p (8p,72p) = 8p 4p — 4 tane (8*p)
d=16p (16p,36p) = 4p 2p — 2 tane (12;})
— — *
d=32p (32p,18p) = 2p p — 1 tane (sz)
d = 64p (64p,9p) =p p — 1 tane (6:}9)
d = p? (p?,576) =1 (1>
pZ
d = 2p* (2p?288) =2 ( : )
2p?
d = 4p? (4p%,144) = 4
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d = 8p? (8p%,72) =8 ’
4 tane (8p2)
d = 16p? (16p?,36) = 4 ( 1 )
2 tane 16p2
d = 32p? (32p2,18) = 2 ( 1 2)
32p
d = 64p? (64p%,9) = 1 ( 1 )
64p*
d=3 (3,192p?) = 3 <.0§3) =22
(3)-3)
d=6 (6,96p%) = 6 <p§6) =2
| ¢
d=12 12,48 =12
( PZ) 4tane (1*2)
d =24 24,24p~) = 24
( PZ) 8 tane (2*4)
d =48 48,12 =12
( PZ) 4 tane (4*8)
d =96 96,6 =6
(96,6p 2) 2 tane (9*6)
d =192 192, 3 =3
( p°) 2 tane (192)*
d=3p (3p,192p) =3p 2p — 2 tane (3 )
— — *
d = 6p (6p,96p) = 6p 2p — 2 tane (6 )
d=12 12p,48p) = 12 — :
p (12p,48p) 14 4p — 4 tane (12p)
d = 24 24p,24p) = 24 — *
p (24p, 24p) p 8p — 8 tane (24p)
d = 48 48p,12p) = 12 — *
p (48p, 12p) 14 4p — 4 tane (48p)
d = 96 96p, 6p) = 6 _ i
p (96p, 6p) p 2p — 2 tane (96p)
d =192 192p,3p) = 3 _ y
p (192p,3p) =3p 2p — 2 tane (192p)
— 22 2 = *
d=3p (3p2,192) = 3 2 tane <3p2)
d = 6p2 6p%,96) = 6 "
p (6p2,96) 2 tane (6p2)
d = 12p? 12p2,48) = 12 §
p (12p*,48) 4 tane (12p2)
— 2 2 = *
d = 24p (24p?,24) = 24 stane (4,2)
d = 48p2 48p?%,12) = 12 *
p (48p©,12) 4 tane (48p2)
d = 96n2 96p?,6) = 6 *
p (96p~, 6) 2 tane (96p2)
d = 192p2 (192p%,3) = 3 ( h )
2 tane
192p?
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Tablo 6’ nin devami

d=9 (9,64p?) = 1 (1)
9
d=18 (18,32p?) = 2 ( 1 )
: 18)_
d =36 (36,16p°) = 4 2 tane
_ 2 G
d=72 (72,8p°) =8 4 tane (72)
d = 144 (144,4p?) = 4 2 tane (11 4)
d = 288 (288,2p%) = 2 1
(25132)
d =576 (576,p*) =1
()
d=9p (9p,64p) =p p — 1tane (9p)
d =18p (18p,32p) = 2p p — 1 tane (1§p)
d = 36p (36p, 16p) = 4p 2p - 2tane (3q,,)
d = 144p (144p, 4p) = 4p y

2p — 2 tane (144p)

d = 288p (288p,2p) = 2p p — 1 tane (28*8p)

d = 576p (576p,p) =p p — 1tane (57*6p)
d = 9p? (9p%,64) = 1 (912)

d = 18p? (18p?%,32) =2 (121 2)

d = 36p> (36p?,16) = 4 2 tane (26* 2)

p

d = 72p? (72p%,8) = 8 4 tane (72*p2)

d = 144p? (144p% 4) = 4 2tane (1442
— — +

d= 288pz (288pz, 2) =2 (Zggpz)

d = 576p (576p% 1) = 1 (576,2)

Q(28.3%.p») =

G) v G) v (215) v (216) Y (312) v (2.22) v (25.132) v (26.132) v (plz) v (2-;2>

0 (aeip2) U (osp2) v (52.52) © (232 2) (22,3 2) (20,32, 2)
25.p? 26.p? 32.p? 2.3%.p? 25,32, p? 26,32, p?
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(1) in Nor(26.32.p?) ile hareketine bakalim.

, a b/24 _ ,
1.Tip (24pzc d ) , det =ad — bcp” =1
a b/24 (1) _a+b/24 _ 24a+b o
24p?c d 1) 7 24p2c+d ~ 24(24pZc+d) " (%)
1. ad—tek ve 1211 b, c —tek ise %= —2Po _ e()
2(24p2c+d)

8a+b0

fco x— 1
2. 4lldve 3lb a-—tek,c—tek ise %= Feprordy © (25)
(1

_ _ . . 8a+b0
3. 8lldve 3llba-—tek,c—tek ise x=c—5""-€ 6)

3
5. 31dve4llb a—tek,c—tek ise sx=—%bo e(

4. 3lldveBlba—tek,c—tek ise %= g (1)
1
2.32(8p2c+dy) 3

32(8p2c+dy)
23%)

w A 24a+b 1
6. 121ld ve bc—tek ise =t € (25.32)

ise x— _2daxb (1
7. 241ld vea,b,c—tek ise x= 2632 (pZerdy) © (26.32)

2. tip elemanlar ve a, b, c,d nin ayni segimleri ile diger yoriingeler benzer sekilde
hesaplanir.

h=24 N/h*=p? oldp=1
eg=1,e=1 od t=2
indeks = 2.576.2

H =Te(28.3%.p%) segilise [N =2, G =((} V7))

(o
0= ()0 ()Y ()Y () Y (52) U (532) Y (5152) Y (e 52)
[oo] = <p12> v (2.1;92) v (25.1p2) v (26-1192) (32110 ) (2 321 p?

U (25. 312.p2) U (26. 312.192)

(2% 3%.p?)’ deki ii¢ tip eleman:
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_ a b , B
no= (576p2c d) € [L(N) , g’% — bcp©.576 =1

_ a b/24 2
Tos = (24p2c d ) € ?e% bep® =1
\%
¢ift
olabilir

Kenar : r/s , x/y €[] , /s +— x/y € F(o,u/p?)

(i) 576p?lls = x =+ ur (mod p?), y = + us (mod p?), ry — sx = + p?

(ii) 24p? Il s = x = +24ur (mod p?),y = +24us (mod p?), ry —sx = +24 p?
(iii) p? | s = x = + 576ur (mod p?), y = £576us (mod p?), ry — sx = + p?
Ispat : r/s+— x/y € F(oo,u/p?) ve

I. durum

T
26.3%2,p2 I s olsun. Budurumda (eo,u/p?) - (r/s+—x/y) olan T =T,

a b\ r1 i a _ r a-tek r=a
(576p2c d) (0) T 576p2c s { s = 576p?c

T
( a b)(u)_ du + bp? _ X= ur (mod p?)
576p%c d " 576p%cu + dp? y = us (mod p?)

S
ry — sx = p?
II.durum

23.3.p% || s olsun. Bu durumda

T, = ( @ b/24) , ad —tek olur.

24p%*c d
a b/24\ 1\ @ T a-tek r=a
(24p2C d )(0) - 24p2C - S { S = 24p2C
( a b/24)(u)_ au+bp®/24  24au+bp*  x
24p%c d p?) = 24p2cu + dp?  576p2cu + 24dp? vy

x = 24ur (mod p?) y = 24us (mod p?)

( 24a b) (1 u) _( 24a  24au + bp* >_ <Z4r x )
24p*c dJ\0 p?) " \24p2c 24pPcu+dp?)  \'s y/24

det = 24 det = p? ry — sx = 24p?
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IHI. durum

p? Il s olsun. Bu durumda

b/24
T3=( ¢ / ) ve 24|a olsun.

24p%*c d
a b/24\(1y _a a T {r=a0
(24p2c d )(0) T 24p?c 24la p2c s | s=p%
( a b/24)(u)_ au + bp?/24
24p%c  d ) \P?) T 24pZcu + dp?
24au + bp? 576ayu + bp?

- 576p?cu + 24dp? 24|a 576p?cu + 24dp? -

x = 576ur (mod p?)
y = 576us (mod p?)
—
( a b/24)x24_( 24a b)_ 576aq b (1 0)
24p’c  d )x24 \576p*c 24d) | 576p*c 12d |\u p?

N

_(576r x
~ \576s vy

Devre : Uggen icerir < 576u? + 24u + 1 = 0 (mod p?)
Ispat : Transitif hareketten :

1 u b 1

BAF_)W_)B , y=1veya24
1.durum

e

p2

X

> olsun.

5= =5

olr
olr

<

2. kenardan, p? |l s old. up? — xp? = —p?

u—x=-1
=x=u+1
Ustelik, u+ 1= —576u?(mod p?)
576u? + u+ 1 = 0(mod p?) ..(1)

3. kenardan, p? |l s old. 1= —-576u(u+ 1)(mod p?)

+576 2
> — ry—sx=4p

X

y
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576u? + 576u + 1 = 0(mod p?) ...(2)
(1) ve (2) den 575u + 1 = 0(mod p?)
23.25.u + 1 = 0(mod p?)
= p=>5yani p=1(4) , p = 1(mod 3) ile gelisir.
Diger p € P’ ler (u,p?) = 1 oldugundan olamaz.

2.durum

[N

u X
—— — = olsun.
p2 24p%2 0

(=N N

el

2. kenardan 24up? — xp? = —p?

=x=24u+1

24u+1 1
—_)_
24p2 0

3. kenardan,
= —24u(24u + 1)(mod p?)
Sonuc¢ : 576u? + 24u + 1 = 0(mod p?)
Teorem 2.4.1
u € Z olmak iizere 576u? + 24u + 1 ifadesinin asal bolenleri p = 1(mod3)

formundadir.

Ispat. u € Z keyfi ve p|576u? + 24u + 1, p € P asal olsun. Bu durumda yukaridaki
devre varhigimin yeter sarti dikkate alindigindaNor(26.32.p) grubunda, Nor(2°.32.p?)’
de oldugu gibi

B (—26. 32.u  (576u?+ 24u + 1)/p>
- \=26.32.p 576u + 24u

3. mertebeden eliptik iiretecin varligr bilinmektedir. Buradan [2] Teorem 2’nin sonucu

olarak p = 1(mod3) oldugu ortaya ¢ikar.



3. IRDELEME

Bir grubun bir kiime iizerine etkisi ¢alisilirken bazi ek cebirsel yapilar inga etmekte
miimkiindiir. Bunlar i¢inde en ¢ok uygulananlardan biri ¢izgelerdir. Cizge, koseler ve bu
koseleri birbirine baglayan kenarlardan olusan bir tiir ag yapisidir. Bu tez calismasinda
kompleks analizden iyi bilinen dogrusal kesirli lineer doniisiimlerin bazi 6zel alt
simiflarinin genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi iizerindeki gegisli grup etkisinin ortaya
cikardig1 yoriinge cizgeleri ele alinmistir. Bu yaklasim literatiirde ilk kez 1967°de C. C.

Sims tarafindan uygulanmistir.

Ote yandan kombinatorik, sonlu soyut nesneleri ele alip, belli kriterleri saglayan
nesnelerin sayilmasi veya optimum nesnelerin bulunmasi problemlerini temel alir. 1991°de
Jones, Singerman ve Wicks modiiler grubun grup etkisi neticesinde ortaya ¢ikan yoriinge
cizgelerinin Farey cizgelerinin bir genellemesi oldugunu gosterip, bu ¢izgelerdeki
kombinatoryal problemleri ele aldilar. Bu c¢alismada ise bir baska Fuchs grubunun grup

etkisi ve yoriinge ¢izgeleri ele alinmis, sayilar teorisindeki sonuglari iizerinde durulmustur.

Bu tezdeki sonuclar 118F018 kodlu “Bir Tiir Modiiler Grup i¢in Altyoriingesel
Graf Karakterizasyonu” adli TUBITAK-1002 projesinde kullanilmustir.



4. SONUCLAR

Bu tez caligmasinda

e 64u?+ 8u+ 1= 0(modp)

e 144u? 4+ 12u + 1 = 0(modp)
e 576u? + 24u + 1 = 0(modp)

tipindeki kongriians denklemlerinin ¢6ziimlerinin p = 1(mod3) formunda oldugu ispat
edildi. Burada sayilar teorisindeki klasik metotlar yerine Mobilis doniisiimlerinin bazi 6zel
alt siniflarinin grup 6zellikleri ve Farey ¢izgeleri kullanildi. Izlenen yéntemde C.B. Fine’mn
“Bir p — asal1 iki kare toplam1 olarak ifade edilebilir & —1(modp) ye gore bir quadratik

rezidii ise. (Elx € Z:x* = —1(m0dp))” teoremini kanitlamak icin,

I'= {(Ccl Z)|a,b,c,d € Z,ad — bc = 1}

modiiler grubun grup yapisini kullanmasi gibi, yine bu calismada da

L.(N ae b/h tiim har fler tamsayt, det =e
3(N) = (cN/h de )| e||N/h? sartimi saglayan 24'iin en biiyiik boleni

normalliyen grubunun tireteglerinden istifade edildi. Boylece asal say1 sikliginin arastirilma
probleminde {(z)-Riemann zeta fonksiyonunun oynadigi basat rol gibi, bir bagka
kompleks degerli fonksiyon, dogrusal kesirli lineer doniisiimlerin kimi kongriians

denklemlerinin ¢6ziimiinii verebilecegi ortaya kondu.



5. ONERILER

Bu tez ¢alismasinda ilgili grup hareketi i¢in I'y(N)’nin PSL(2, R)’deki normalliyeni
kullanilmustir. J. Conway’in “Understanding groups like I'y(N)” makalesinde belirtildigi
gibi sonlu {iretilmis ayrik(diskret) gruplarin bir¢ogu ile cebir ve sayilar teorisindeki
Oonemlerine atfen literatiirde pek c¢ok calisma yapilmistir. Ancak bunlarin ¢ogu klasik
cebirsel metotlar kullanilarak grup yapisinin 6zelliklerinin anlasilmasi iizerinedir. Oysa bu
calismada grup hareketinin iirettigi ¢izgeler temel alinmis ve sayilar teorisine ait sonuglar
elde edilmistir. Dolayisiyla yukarida bahsi gecen “benzer gruplar” alinarak grup

hareketinin iirettigi cizgeler calisilabilir. Ornegin
R(Z)=->veT(z)=z+A AER, 1= 2veyad =1, = ZCOSG),q €EN,g=>3

dogrusal kesirli lineer dontigiimlerin tirettigi ve "PSL(2,R)’nin ayrik alt gruplarint bulma”
probleminin cevabi olan H(A)-Hecke gruplar1 ¢aligilabilir. Literatiirde Hecke gruplarinin
cizgelerinin ¢alisildig1 yayinlar vardir. Ancak bunlar 1 < A < 2 durumlarinin ele alindig
kisitlanmiglardir(A = 1 durumu, H (1) = I'-Modiiler gruba tekabiil eder), 4 = 2 durumu hala
agik problemdir. Yine I'’'nin I'(n), I'; (n),Ty(n) temel kongriians alt gruplarinin ¢alisildig
gibi H(A) nin

Tp(Vm) ={T € H(vm)| T = +I(p)}

={( a Mb)_azdzil(p)

e d ) b=c=op) ad—bcm=1}

temel kongriians alt gruplari ¢alisilabilir. Bu istikametin 6nemi gelince, (G, Q) transitif
permiitasyon grubu ele alinirken grup kadar, iizerinde hareket edilen kiime de oldukca
onemlidir. ' ve Nor(N) gruplari igin cusp kiimesi Q idi. Ancak baska grup secimleri farkli
cusp kiimelerini beraberinde getirecektir. Ornegin Hecke gruplarinda A” ya bagl olarak
Q(\/H) quadratik cisimleri ile calisilmas1 muhtemeldir. Boylece Fine’1n iki kare toplamini
tamsayilarda ispatladiktan sonra ayn1 problemi “kare toplam halkalar1” diye adlandirdig:
halkalara genisletmesi gibi, buradaki sonuglar ve benzerlerini baska say1 cisimlerine

genisletme olanagi ortaya ¢ikacaktir.
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