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2021, 81 Sayfa

Bu tezin amaci TL — i —alt modiil ve TL — 8 — i-alt modiil yapilarin1 incelemek,
temel 6zelikleri ve sonuclar1 arasindaki iliskiyi arastirmaktir.

Bu ¢aligma iki bdliimden olusmaktadir. Birinci boliimde yapilan ¢alismalarin amaci,
calismamizda temel olan bazi tanim ve teoremler ifade edilmistir. Aragtirmanin ikinci
boliimi iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kissmda, TL — i —alt modil tanimlar verilerek
bunlara bagh ozellikler elde edilmistir. Ayrica TL — i —alt modiillerin kafes yapilarindan
ozellikle modiiler ve dagilimli kafes yapilar1 incelenmistir. Ikinci kisimda, TL — 6 — i —alt

modiil tanimlar1 verilerek bunlara ait cebirsel 6zellikler incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: TL-alt grup, TL-alt halka, TL-ideal, TL-alt modiil, TL — i-alt grup,
TL-alt halka, TL — i-ideal, TL — i-alt modiil, TL - 8 — i-alt modiil
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2021, 81 Pages

The aim of the present thesis is to examine the structures of TL — i-submodule and
TL — 6 — i-submodule, and to investigate the relationship between their basic features and
results.

This study consists of two main chapters. In Chapter 1, some definitions and
theorems which are crucial for our study are stated. Chapter 2 contains two parts. In the
first part, the definition of TL — i-submodule are given. Furthermore, their main properties
are presented. In addition, the lattice structures of TL — i-submodules, especially modular
and distributive lattice structures, are examined. In the last part, the definition of TL — 6 —

i-submodules are given and their algebraic characteristics are investigated.
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

1965 yilinda, Azeri asilli Amerikali Lotfi A.Zadeh [76] tarafindan gelistirilen
"bulanik kiime" kavrami, iki degerli mantik kuramlarina bir alternatif olusturmus ve
onunla dogrudan ilgili bilimlerde akil almaz derecede hizli gelismeleri tetiklemistir.
Bulanik kiime teorisi, 1967 yilinda Goguen [22] tarafindan {iyelik kiimesini [0,1] birim
araligindan kafeslere genisletmistir. Bulanik kiimeler teorisi baslangigtan bu yana genis bir
uygulama alani elde etti. Bu uygulama alanlarindan bazilari; bilgisayar bilimi, yapay zeka,
karar analizi, bilgi bilimi, sistem bilimi, kontrol miihendisligi, uzman sistemler, yonetim

bilimi, yoneylem arastirmasi ve robotiktir.

1971 yilinda Rosenfield [57] bulanik kiime kavramini teorik cebire uygulayan
onclilerden biri olarak bulanik alt grup kavramini tanimladi. O tarihten bu yana cesitli
bulanik cebirsel yapilara ait iiretimler hizli bir sekilde artmaya basgladi ve bu artig
giiniimiizde de devam etmektedir. Ornegin, Anthony [7] bulanik alt grup kavramini [0,1]
tizerinde t-normlara genisletti. Kuroki [37] bir yarigrup i¢in bulanik ideallerin 6zelliklerini
arastirdi. Liu [38, 39] bulanik alt halka, bulanik idealler, L-alt halka ve idealleri verdi.
Negoita ve Ralescu [53], bulanik alt modiil kavramlarini tanittilar. Katkaras [31] bulanik
vektor uzaylarini tanitti. Nanda [51] da bulanik cisimler ve bulanik alt vektdr uzaylarmi
tanitt1. Konuyla ilgili ileri detay igin [15, 20, 26, 34, 36, 39-41, 43, 44, 51, 52, 55, 59, 63,
69, 72] kaynaklarina bakilabilir.

Bulanik alt cebirsel yapilardan ozellikle yarigrup, grup, halka ve modiil teorisi
tizerinde genellestirmeler oldu. Bu genellestirmeler genel olarak [0,1] yerine keyfi bir tam
kafes ve yine bu tam kafes iizerinde keyfi bir t-norm alinarak yapildi. Genis bir kaynaga
sahip bu alanla ilgili baz1 ¢alismalar [1, 19, 25, 27, 48, 71, 73, 74, 77, 78] seklinde

verilebilir.

Cebirsel yapilardan gruplar teorisi, halkalar teorisi ve modiil teorisine ait alt
cebirsel yapilarinin kafes 6zelliklerini incelemek her zaman 6nemli olmustur. Bu alandaki

caligmalar 20.yiizyildan beri devam etmektedir. Ozellikle bir grubun alt gruplari, normal



alt gruplar; bir halkanin alt halkalari, (sol, sag) idealleri; bir modiiliin alt modiilleri " < "
bagintisi ile tam kafes olusturduklart ¢ok iyi bilinen 6zelliklerdendir. Bunlara ilave olarak,
bir grubun normal alt gruplari, bir halkanin (sol, sag) idealleri, bir modiiliin alt
modiillerinin kafesleri daima modiiler kafestir. Bununla birlikte bu alt cebirsel yapilara ait
kafeslerin dagilimli olmasi onlar1 6zel cebirsel yapilara tasimistir. Bu konularla ilgili daha
genis bilgi i¢in [17, 18, 53, 58, 60, 64] kaynaklarina bakilabilir.

Yukarida bahsi gecen alt cebirsel yapilara paralel olarak bulanik alt cebirsel
yapilarinin 6zellikleri incelendi. Ornegin, Ajmal [3-5] ¢aligmalarinda bulanik alt gruplarin
ve L-alt gruplarin kafeslerine ait modiilerlik 6zelligini inceledi. Ajmal [6] bir halkanin
bulanik ideallerinin kafesinin modiiler oldugunu gosterdi. Head [24] klasik modiilerlik
yapilarin bulanik alt cebirsel yapilarda dogru oldugunu gosterdi. Gupta [23] ve Ray [56],
bir zincir tam kafesi iizerinde sonsuz V-dagilimlhi T t-normu igin Quasi-Hemiltion
gruplarinda 6zel TL-alt gruplarin kafesinin modiiler oldugunu gosterdi. Majumdar ve
Sultana [42] bir halkanin bulanik ideallerinin kafesinin dagilimli oldugunu gosterdi. Kumar
[35] ve Zhang [79] ideallerin 6zel kafeslerinin modiiler oldugunu ve Majumdarin
sonucunun dogru olmadigina ait 6rnekler verdiler. Zhang [80] ve Jahan [29] farkli ispatlar
tireterek bir halkanin bulanik ideallerinin kafesinin modiiler oldugunu gosterdiler.
Tarnauceanu [61] L-altgruplarin kafesinin dagilimli olmasi ile ilgili bir karakterizasyon
verdi. Tarnauceanu [62] devirli p-gruplarin bir karakterizasyonunu bulanik alt gruplarla
elde etti. Jahan [30] dagilimli bir L tam kafesi lizerinde L-ideallerinin kafesinin modiiler
oldugunu gosterdi. Gao [21] dagilimli bir kafes ile iiretilen genisletilmis L-ideallerinin
dagilimli kafes yapisini inceledi. Bhambri [14] t-seviyeli bulanik alt modiillerin kafesinin
modiiler oldugunu gosterdi. Bayrak [9, 11] 6zel genellestilrilmis L-alt gruplarin kafesinin
modiiler oldugunu gosterdi. Bayrak [10] sonsuz dagilimli bir L tam kafesi lizerinde L-alt
modillerin kafesinin modiiler oldugu gosterdi. Bayrak [12] 6zel genellestirilmis L-alt
gruplarin kafesinin dagilimlilig1 ve yari-komplementligi ile ilgili 6zellikleri verdi. Bayrak
[13] sonsuz v-dagilimli kafesler iizerinde L-idealinin kafes yapisini inceleyerek kafesin

dagilimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart verdi.

Gruplar, halkalar ve modiiller tizerinde nihai genellestirmelerden TL-alt alt gruplar,
TL-alt halkalar, TL-idealler, T L-alt modiiller ve bunlarin kafes yapilarina ait bazi bilgiler
[10, 11, 32, 56, 65-68, 70, 75] ¢alismalarinda verilmis ve bu bilgiler bize yol gosterici
olmustur. Bunun diginda T'L-altgrup ¢esitleri Ray [56] ve Bahadir [8] tarafindan incelendi.



Yine bir L-alt halka kullanilarak L-idealler ve L-alt modiiller Martinez [45, 46, 47] ve

Acar [2] tarafindan incelendi.

Bu tez iki boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde genel olarak ikinci boliime
kaynak olusturabilecek bilgiler alt1 kisma ayrilarak verildi. Ozellikle iigiincii kisimda ilk
kez bu tezde tanimlanan TL — i-alt halka ve TL — i-(sol, sag) ideal ¢esitleri tanimlandi.
Bunlara ait bazi oOzelliklerin ispatlari, TL —i-alt grup yapilarina ait Ozelliklerle

benzerliklerinden dolay1 verilmedi.

Yapilan galismalar boliimii iki kistmdan olusmaktadir. Birinci kisimda Bahadir [8] ve
Ray [56]' in bakis agilarindan esinlenerek TL — i alt modiiller tanmitilip onlarin kafes
yapilar1 ve 6nemli 6zellikleri incelendi. Bu incelemelerin sonunda literatiirde mevcut olan
bazi sonuglar elde edildi. ikinci kisimda, Acar [2], Martinez [45-47] yazarlarinin
calismalar1 dikkate alinarak, bir R halkasi lizerinde bir L-alt kiime alinarak TL — i — 0-alt

modiiller tanitild1 ve bu alt modillerin baz1 6zellikleri verildi.

1.2. Kafesler

Bu boliimde kafes teorisine ait temel tanimlar ve ilgili teoremler verilecektir.

Konuyla ilgili kapsamli bilgiler [16] kaynagindan edinilebilir.
Tamm 1.2.1: (L, <) siral bir kiime olsun.

i) L yakafes (6rgil) denir :<> Her a, b € L i¢in Sup{a,b} = aV b ve

Inf{a, b} = a A b mevcuttur.
i) (L, <) tam sirali kiime (zincir) denir ;<> Her a,b € L igina < b veya b < a.
iii) (L, <) tam kafes denir :<> Her B C L i¢in SupB ve InfB mevcuttur.

iv) (L, <) smurh kafes denir :< L kafes ve 1 =EBEL, 0 =EKEL mevcuttur.
Teorem 1.2.2: (L, <) sirali bir kiime ve x,y € L olsun.

i) L tam sirali ise L kafestir,
i) L tam kafes ise L kafestir,

iii) L tam kafes ise L sinirli kafestir.



Teorem 1.2.3: (L, <) sirali bir kiime olsun.

i) Lkafes,® # T < L, T sonlu kiime ise Inf T, SupT mevcuttur,
i) L kafes ve @ # L sonlu kiime ise L tam kafestir.
Teorem 1.2.4: (L, <) siral1 bir kiime olsun. Bu taktirde asagidaki dnermeler denktir.
i) (L, <) tam kafestir,
ii) Her B < L icin InfB mevcuttur,
iii) Her B € L i¢in SupB mevcuttur,
iv)] 1€ Lveher® +# T c L igin Inf T mevcuttur,
v) 0€Lveher® #T < Ligin Sup T mevcuttur.
Tamm 1.2.5: (L, <) bir kafes olsun. Bu durumda,
i) L ye dagilimh kafes denir :<> Her x,y,z € L i¢in
xV(yAz) = (xVy)A(xVz)vexA(yVz) = (xAy)V (xAZz).
ii) L ye modiiler kafes denir ;<> Her x,y,z € L i¢in x < y ise
xV (yAz) = yA(xV 2).
Tamm 1.2.6: (L, <) bir tam kafes olsun.
i) L yesonsuz V-dagiliml kafes denir :<< Hera,b; € L ,i €] icin
an(Viggbi) = Vie(@anby),
ii) L yesonsuz A-dagiliml kafes denir :<> Her a,b; € L ,i €] igin
aV (A bi) = Nigs(a Vv by,
iii) L ye sonsuz dagilimh kafes denir :<< L sonsuz V-dagilimli ve sonsuz A-dagilimli

kafestir.
Teorem 1.2.7: (L, <) kafes olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlikler dogrudur.

i) Herx,y,z€licin (xAy)V(xAz)<xA(yV2z),

ii) Herx,y,z€LlicinxV(yAz)<(xVy) A (xV2z),
iii) Herx,y,z€Licinx <yisexV(yAz)<yA(xV2z).
Teorem 1.2.8:

i) L tam sirali ise L dagiliml kafestir,

ii) L sonsuz V-dagiliml kafes ise L dagilimli kafestir,

iii) L sonsuz A-dagiliml kafes ise L dagiliml kafestir,

iv) L dagilimli kafes ise L modiiler kafestir.

Tamim 1.2.9: (L, <) bir kafesve @ = T < L olsun.



T ye alt kafes denir :< Hera,b € TiginaVb,aANb€ET.

1.3. Tam Kafes Uzerinde T —normlar

Bu boliimde iiggensel norm (kisaca t-norm) kavrami agiklanacaktir. Ayrintili bilgi
[11, 33, 56] kaynaklarindan elde edilebilir. Diger yandan aksi sdylenmedikge, L daima tam
kafes olarak alinacaktir.

Tamm 1.3.1: (L, <) tam kafesi iizerinde tanimh T: L? — L ikili islemine bir t-norm denir

=
i) Herx,y€L icin T(x,y) =T(y,x), (Degisme Ozelligi)
ii) Herx,y,z€L icinT(T(x,y),2z) =T(x,T(y,2)), (Birlesme 6zelligi)
iii) Herx,y,z€L iginx <yiseT(x,z) <T(y,2), (Monotonluk Ozelligi)
iv] Herx €L icin T(x,1) =x. (Smur Sart1 Ozelligi)
Herhangi x,y € L igin T (x, y) notasyonu yerine xTy notasyonu da kullanilabilir. Her
n n—1

X1,X2, .., Xp €ELicin T x; =T( T x; xy)olarak alinacaktir.

i=1 i=1

Tanim 1.3.2: L bir tam kafes ve T, L tizerinde bir t-norm olsun.
i) T ye L iizerinde V-dagilimli t-norm denir : < Her a, by, b, € L i¢in
T(a,byV by) =T(a,by) VT(a,b,).
ii) T ye L iizerinde sonsuz V-dagilimli t-norm denir : < Hera,b; € L ,i € ] igin
T(a,Vie;bi) = Viey T(a, by).
Tamim 1.3.3: L bir tam kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. a € L ye L nin, T t-
normuna gore bir idempotent elemani denir : & T(a,a) = a dir.
L nin tiim idempotent elemanlarimin kiimesi Dy = {a € L|T(a, a) = a} ile gosterilir.
Ornekler 1.3.4: Bir L bir tam kafesi {izerinde asagidaki t-norm &rnekleri verilebilir:
i) Herx,y €L igin

_(xAy,1€e{xy}
TD(X’Y) - {0 ’1 e{x’y}

seklinde tanimlanan T}, ikili islemi L tizerinde bir t-normdur.
ii) Herx,y €L icin
Ty, y) =xAy

seklinde tanimlanan T), ikili islemi L {izerinde bir t-normdur.



Burada Dr, ={0,1}, Dy,, = L dir.
Ornek 1.35: L =1[0,1] tam kafesi iizerinde tanimlanan temel t-normlar asagidaki

sekildedir.

i) Tr(x,y)=xy, (Carpim)

i) T.(x,y) =max(x+y—1,0), (Lukasiewicz t-norm)
0 x+y<1 . -

ees nM _ )

i) T™(x,y) = {min(x,y), xty>1° (Nilpotent Minimum)

Burada Dr, = {0,1}, D, = {0,1}, Dy = {0} U (5, 1] dir.

Tanmm 1.3.6: (L, <) bir tam kafes ve T;, T,, L tizerinde herhangi iki t-norm olsun. Ty, T,
den zayiftir (veya T,, Ty den giigliidiir) denir : & Her x,y € Licin Ty (x,y) < T,(x,y)’ dir.
Bu durum T; < T, seklinde yazilir.

Uyan 1.3.7: L iizerindeki herhangi bir T t-normu i¢in Tp, < T < Ty, oldugundan T, L
tizerindeki en zayif t-norm ve Ty, =A, L lizerindeki en giiglii t-normdur.

Teorem 1.3.8: L bir tam kafes ve T, L tizerinde t-norm olsun. Bu takdirde asagidakiler
gerceklenir:

i) Vx,yeLiginT(x,y)<xAYy,

ii) Vx€L igin T(x,0) =T(0,x) =0,

ili) Vxq,x5,y1,¥2 ELiginx; < xp; Ve y; < yyise T(xq,y1) < T(xy,¥,).

Teorem 1.3.9: L bir tam kafes ve T, L tizerinde bir t-norm olsun. I ve J birer indis kiimesi
olmak tzere {a; € L|i € I}, {bj € L|j E]} aileleri ve b € L igin asagidaki esitsizlik
saglanir:

) (Aier ai)T(/\je] bj) < /\‘ieej (ainj),
J

i) (Aierai)Th < Aiei(a;TDh).

Teorem 1.3.10: (L, <) bir tam kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. Bu taktirde,
i) abeD;iseaTb € Dy,

ii) {a;|i €I} S Dyise Vi a; € Dy,

iii) (Dr, <) tam kafestir.

Tamim 1.3.11: Dy tam kafesinde {q;| i € I} ailesinin infimum degeri iz a; ile gosterilir.

1
Ornek 1.3.12: L = {0,a, 8,1} kiimesine ait kafes diyagrami ve L kiimesi iizerindeki t-

normlar asagidaki sekildedir.



AN
\/

Sekil 1.3.1: L kafesinin diyagrami

Tablo 1.3.1: L tizerindeki t-normlar

T,10lalp1]| [m]olalpl1] [T]o]alp]1] [T,]0]alp]1
o/ololof[o] |0 |ofloflo|lo] |[ofo[o[ofo| |o]o|lo|oO]O
0/ofo]a 0laloO olofo 0lalo
ojofo 0 0B olo|[p|p 0 BB
1lolalpl1| [1]olalplt] [21]o]alpl1]|[1]0]alp]1

Burada Dy, ={0,1}, Dy, = {0,a, 1}, Dr, = {0,5,1}, Dy, = {0, a, B, 1} dur.
Ornek 1.3.13: L ={0,a,8,7,6,0,p, 1} kiimesine ait kafes diyagrami ve L {izerindeki t-

norm ikili islemi sirasiyla

Tablo 1.3.2: L tizerindeki t-norm

TIO|la|B|ly|6|la|p]|1 l
0/j0(0|0|0|0O]|0O|0O]O0

a|0|la|0|0|a|la|0|a

10000 |0|0|0|p

y|0(0{0|y |0y V| Y

§|0|a|0|0|6|a|0|6

c|0|a|0|y|la|ol|ly|o \‘/

p|0 0|y ANV

1|0ja|B|y|6]lo|p|l Sekil 1.3.2: L nin kafes diyagrami

Tablo 1.3.5 ve Sekil 1.3.1 de veriliyor. Buna gore, 6, p €ED1={0,a,v,6,0,p, 1} ve



p No=B¢& Dy. Yani Dy nin L nin bir alt kafesi olmas1 gerekmez.
1.4. L-alt Kiimeler

L-bulanik alt kiimeler, Zadeh [76] in tanittig1 bulanik alt kiimelerinin bir genellemesi
olarak Goguen [22] tarafindan 1967 yilinda tamitilmistir. Burada L-alt kiimelere ait bazi
tanim ve teoremler verilecektir. Konuyla ilgili daha fazla bilgi i¢in [49, 56] kaynaklarina
bagvurulabilir.

Tamm 1.4.1: L bir tam kafes ve @ # X bir kiime olsun. Her bir u: X — L fonksiyonuna X
in bir L-alt kiimesi denir. X in biitiin L-alt kiimelerinin kiimesine X in L-gii¢ kiimesi denir
ve F(X, L) ile gosterilir. Ozel olarak L = [0,1] olarak segilirse u ye X in bir bulanik alt
kiimesi denir ve X in tiim bulanik alt kiimelerinin kiimesi F(X) ile gosterilir. u €F(X, L) ve
a € X i¢gin Imu, F(X, T, L) ve F«(X, L) kiimeleri sirasiyla asagidaki sekilde alinacaktir.
{u)|xe X}, {0 eF(X,L)|ImocD;} ve {6 €eF(X,L)| 6(a) = 1}.
Tamm 1.4.2: u,v €F(X, L) olsun. Bu durumda;
U, v niin L-alt kiimesi denir : & Her x € X i¢in u(x) < v(x).
U, v niin L-alt kiimesi ise bu durum u € v olarak gosterilir.
Tanmm 1.4.3: pu €F(X,L) ve a €L igin U(X, u, )=u,={x € X|a < u(x)} kiimesine u
niin a-kesim (seviye alt kiimesi) denir.
Tamm 1.4.4: p,v €F(X, L), {p, | i€l}SF(X,L) igin asagidaki sekilde tanimlanan u U v,
unv, uTv, Uier i Ve Nigr iy L-altkiimelerine sirastyla g ve v niin birlesimi, kesisimi, T-
kesisimi, {y;|i € I} ailesinin birlesimi ve kesisimi denir. Her x € X i¢in,

(L Uv)(x) = pulx) vv(x),

unv)(x) = pulx) Av(x),

WTv)(x) = p(x)Tv(x),
(Uier ) (x) =V g (),
(Nier 1) (x) = Nier i ().
Eger {|i € } SF(X,T,L) ise . | u Lealt kiimesi (. & )= . & wi(x) olarak
i €l i€l i€l

tanimlanacaktir.
Tanim 14.5: BC Xve a,f €L, a <ficin (a,f)s €F(X, L) asagidaki gibi tanimlanir:
XEB

@p =f0 X



(0,@)z ve (0,1)p L-alt kiimeleri sirasiyla ap ve 1z ile gosterilecektir. 15 L-alt kiimesine
B nin karakteristik fonksiyonu denir.

Teorem 1.4.6: (L, <) bir tam kafes ve T, L tizerinde bir t-norm olsun. Bu taktirde,

i) wuveFXT,L)iseulTverF(X,T,L),

i) Heri €1 icinu€F(X,T,L) ise U, ¢ s €F(X, T, L),

i) Her i € I igin s €F (X, T, L) ise | z b €F(X,T, 1),
iv) Heri € [ igin y;€F(X, T, L) ise heri € I i¢in ; 2 Hi C u,

v) 6 €eF(X,T,L) veher i €[ i¢inyu;€F(X,T,L),0 € u; ise < ; z s
vi) (F(X,T,L), <) tam kafestir.
Tamim 1.4.7: {X;|i € 2} kiimelerin bir ailesi, Vi €  igin y;: X; = L olarak verilsin. Bu
durumda,
i llica Xi = L, p((x)) = Niea ti(x:)
olarak tanimlanan L-altkiimesine {y;|i € 0} ailesinin kartezyen ¢arpimi denir ve
Hﬂi
i€n
ile gosterilir. Her {y;€ F(X;T,L)|i € 2} ailesi i¢in
Uy N= T
(l € .Q )( (xl)) - l € Qul(xl)

olarak tanimlanan L-altkiimesine {y;|i € 02} ailesinin T-kartezyen ¢arpimi denir ve

HET‘I;S ile gosterilir. Ozel olarak 2={1,2,....n} i¢in {[ETI.l(S Yerine py Xo fy Xg ... X7 Wy, Veya
" I

[ 7 u; notasyonlar1 kullanilacaktir. T =A igin ; ETI;S = [1jeq i; olarak gosterilecektir.

i=1

Tamim 1.4.8: u €F(X,L), v €F(Y,L) ve f: X — Y bir fonksiyon olsun.
f(u) €eF(Y,L) ve f~1(v) €F(X,L) L-alt kiimeleri, sirasiyla, her x € X ve y €Y igin,

asagidaki gibi tanimlansin:

fwm="\/ u,
fx)=y

fH ) = v(f ().

Bu takdirde, f(u) ye, u niin f altindaki goriintiisii ve f~*(v) ye de, v niin f altindaki ters

gorilintiisii denir.
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1.5. TL-i-alt Gruplar, TL-i-alt Halkalar ve TL-i-(sol, sag) Idealler

TL — i-alt gruplar Bahadir [8] ve Ray [56] in ¢alismalarinda incelendi. Bu boliimde

bu tanimlarin yami sira TL — i-alt halkalar ve TL — i-(sol,sag) idealler tanitilarak bazi

ozellikleri verilecektir. Aksi soylenmedik¢e G bir grup ve e G grubunun birim elemani

olarak alinacaktir.

Tamm 1.5.1: (G,.) grup ve u € F(G, L) olsun.

1) u, G nin bir TL-1 alt grubudur denir : &

i) Herx,y € Rigin u(x)Tu(y) < p(x.y),
ii) Herx € Rigin u(x) < u(x™1),

2) u, G nin bir TL-2 alt grubudur denir : & Her x,y € G i¢in u(x)Tu(y) < u(x.y™1),
3) u, G nin bir TL-3 alt grubudur denir : & u, G nin bir TL-2 alt grubu ve uerF(G, T, L),
4) w, G nin bir TL-4 alt grubudur denir : < u, G nin bir TL-2 alt grubu ve u€F.(G, L).

Tablo 1.5.1: G nin TL-alt gruplarinin gosterimleri ve isimlendirmeleri

Tt—norm, L tam T=Ty L=1[0,1] T=Ty,L=1[01]
kafes

FG.(G,T,L) FG1(G, L) FG1(G,T) FG1(G)

G nin TL—1 alt|G nin L—1 alt|G ninT—1 bulanik | G nin 1 —bulanik alt
grubu grubu alt grubu grubu

FG2(G,T, L) FG2(G,L) FG2(G,T) FG2(G)

G nin TL—2 alt|{G nin L-—2 alt|G nin T — 2 bulanik | G nin 2 —bulanik alt
grubu grubu alt grubu grubu

FG3(G,T,L) FG3(G, L) FG3(G,T) FG3(G)

G nin TL—3 alt|{G nin L-—3 alt|G nin T — 3 bulanik | G nin 3 —bulanik alt
grubu grubu alt grubu grubu

FG4(G,T,L) FG4(G, L) FG4(G,T) FG4(G)

G nin TL—4 alt|{G nin L—4 alt|G nin T — 4 bulanik | G nin 4 —bulanik alt
grubu grubu alt grubu grubu



https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0165011496001546#!
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Ornek 1.5.2: (Z,,+) grubu ve T L —tam kafesi iizerinde bir t-norm olsun. Bu durumda

asagidaki kiimeler elde edilir.

i)

vi)

FG1(Z, T, L)=FG2(Zs, T, L)={n€F(Zs, L) | W(DTu(1)= n(0)},

FG3(Z,, T, L)={n€F(Z,, T, L) | (1)< n(0)},

FG4(Z, T, L)={n€F(Z, L) | n(0) = 1},

FG1(Z,, L)=FGy(Z,, L)=FG3(Z,, L) ={u€F(Z,, L) | W(1)< w(0)},

FG4(Zy, L)={n€EF(Z,, L) | (0) = 1},

FG1(Za, Tp, L)=FGa(Zy, Tp, L)={1z, JU{n€F(Z,, L) | n(1) # 13},

FG3(Z,, Tp, L)={1z,,0z,, 15 },

FG4(Zy, Tp, L)={12,}U{n€F(Z,, L) [(1) # 1,p(0) = 1},

FG1(Z,, Tp)=FG2(Z,, Tp)={nEF(Z;) | n(1)?< pn(0)},

FG3(Z3, Tp)={1z,,0z,, 15 }.

FGu(Z,, Tp)={nEF(Z,) | n(0) = 1},

FG1(Zy, Ty)=FGa(Zy, Ty )={MEF(Z)|n(T) < SIU{NER(Z,, L)|1<2u(T) < 1 +p(D)},
FG3(Z,, T.)={1z,,07,, 1y },

FG4(Zy, T,)={n€F(Z2)|n(0) = 1},

FG1(Zy, T™)=FGo(Zy, T™)={nEF(Z)W(T) < SHU{NEF(Zy, L) 5<p(T) <p(®)},

FG3(Zy, T™)={n€F(Zy, L) | (1)< u(0), (1), n(0) € {0} U {a € [0,1]]1 < 2a}}.
FG4(Zo, T™)={nEF(Z,)| n(0) = 1}.

Ornek 1.5.3: Omek 1.3.12 de L kafesi iizerinde verilen t-normlar i¢in FGy(Z,,T,,L)

kiimeleri 1 <r <4,1 <k <4 i¢in Z, nin T,.L — 2 alt gruplarina ait tablolar ve kafes

yapilar1 asagidaki sekildedir.

Tablo 1.5.2: Z, nin T;_,L — 2 —alt gruplari

T, M1 | M2 | U3 | Mg | U5 | U | U7 | Mg | Mo | M0 | M11 | M12 | H13
pO (1|1 |1 |1|lala|lal|lB|B| B | 0] 0] O

pD (1 |a|plO0|a|B|O0|alB| 0| al|p]| O

Ty |91 |92 | 93|04 | V5|06 | V7| Tg|Dg |10 | V11
9@ 1|1 |1 1lalalB|B|B| 0O
YD |1|la|p|O0|a|0|al|B|O0|al|O
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O | 1|1 (1 |1|a|alalB|B]| 0] O
6@ | 1|a|Bl0|alBlO[B|O|B ] O

T, | |7ty |3 | Ty |TTg | Tg | Ty | g | To
@ |1 (1|1 |1|a|a|B|B|O
n()|1|a|B|0|a|0|B|0 |0

FG1(Z3, Ty, L)=FGa(Z3, Ty, L)={11, K2, M3, K Hs, K, K7, M) Ko, Haos Ha1s a2y M1}
FG3(Zy, Ty, L)={11, M4 Mi3}

FG4(Z3, Ty, L)={u1, M2, M3, s}

FG1(Z,, T,, L)=FGy(Z,, T,, L)={94,9,, 93,94, 95, 96,97, 95, 99, 919, 911}
FG3(Z2, Tz, L)={91, 93,94,97,99, 911}

FG4(Z,, Ty, L)={91,9,, 93,94}

FG1(Z, T3, L)=FGa(Z,, T3, L)={61, 6>, 03, 04, 05, 6, 07, 05, 09, 010, 011}
FG3(Zy, T3, L)={61,0,, 64,65, 67, 011}

FG4(Z3, T3, L)={61,0,, 63, 604}

FG1(Zy, Ty, L)=FG2(Z3, Ty, L)=FG3(Z3, Ty, L)={m1, 05, T3, Ty, s, 6, U7, g, o }
FG4(Zy, Ty, L)={my, 03, 703, 4 }

#.

O
/SN

AYAVN
N

Sekil 1.5.1: FG2(Z,, Ty, L) nin kafes diyagrami
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/\\/\

Sekil 1.5.2: FG2(Z,, Ty, L) nin kafes diyagrami
/N
/ 3\ / “"3\

Sekil 1.5.3: FG2(Z,, T3, L) nin kafes diyagrami
Ty
TZ \71'4/ 7
\/
\/
Sekil 1.5.4: FGy(Z,, T,, L) nin kafes diyagrami

Ornek 1.5.4: Ornek 1.3.12 de L kafesi iizerinde verilen T, t-normu igin Z5 iin T;L — 1,
T:L—2, T;L — 3 ve T, L — 4 alt gruplar1 ve onlara ait kafes yapilar1 asagidaki sekildedir.
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Tablo 1.5.3: Z5 iin T, L — 2 —alt gruplar1

Ui | M2 | U3 | Ug | M5 | He | U7 | Mg | Mo | H10 | M11 | M2 | M43 | H1g | H15 | Hig | H17

uo |11 |1|1|a|a|lalalala|ala|al|B|B|B|AB

Dl 1|la|plO0|lalala|B|B| B | 0]0]|0|a

w21 |la|p|O0|a|B|O|a|B|O0|al|p|0]|a

M1g | H19 | M20 | M21 | H22 | H23 | H24 | M25 | H26 | M27 | M2g | H29 | M30 | M31
u(ﬁ) B B B B B 0 0 0 0 0 0 0 0 0

| gl Bl O[O0 |O0|al|ala|B|B|L|0]0]|O0
2| plo|lal|lp | O0|al| |0 |al|B|O0|alp]|o

FG2(Zs3, Ty, L)={1, Uz, U3, Has U5, Hes M7, Mgy Mo, 1o, Ma1s M2y H13v  Mias  Hiss Hie M7,
Hig, 19, 20y H21, Ma2y H23, Moay Has, Mags H27, Mags Hag, M30s H31}

FG1(Zs3, Ty, L)={ M1, Uz, U3, La U5, Koy H13, MiasMig, Moz, M23, Ha7, M31}
FGa(Zs3, Ty, L)={p1, Ha» M31}

FG4(Zg, Tll L):{ul) U2, U3, U4}

Sekil 1.5.5: FG2(Z3, Ty, L) nin kafes diyagrami
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Sekil 1.5.6: FG1(Zs, Ty, L) nin kafes diyagrami

H

Hay

Sekil 1.5.7: FG3(Z3, Ty, L) nin kafes diyagrami

/N
N

Sekil 1.5.8: FG4(Z3, Ty, L) nin kafes diyagrami

(FG2(Z5,T;,L),S) modiler kafes degildir. Cinki { p3, Mg, Mo, H1o, M3} alt Kkafesi
modiiler degil.

Teorem 1.5.5: G bir grup ve T L-iizerinde bir t-norm ise asagidakiler saglanir.
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i) FGi(G,T,L) € FG,(G,T,L),
ii) FGs(G,T,L) € FGy(G,T,L),
iii) FG4(G,T,L) € FG41(G,T,L),
iv) FGi1(G,L) = FG,(G,L) = FG3(G,L).

Teorem 1.5.6: G bir grup ve T L-iizerinde bir t-norm ise asagidakiler saglanir.
i) ueEFG3(G,T,L)iseVx € G igin u(x) < u(e),

ii) Heri€ligin weFG1(G,T,L) ise Nie; i €FG1(G, T, L),

iii) Heri € licin w€eFGL(G,T,L) ise Nie; ui€FG(G, T, L),

iv) Heri el li¢in p€FGs3(G,T,L) ise ; Z IuiEFGg(G,T, L),

v) Herielicin w€FG4(G,T,L) ise N ;€FG4(G,T, L),
vi) (FG1(G,T,L), <) tam kafestir,
vii) (FG2(G,T, L), <) tam kafestir,
viii) (FG3(G, T, L), ©) tam kafestir,
ix) (FG4(G,T,L), <) tam kafestir.

Asagidaki 6nerme tanimlardan kolaylikla elde edilebilir.
Onerme 1.5.7:  # BS G ve «a, B €L, a < f olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir;
i) Baltgrupise (a,B)s € FG1(G, T, L),
ii) B € Dy ve(a,B)g €EFG,(G,T,L) ise B alt gruptur,
iii) a, B € Dy ve Baltgrupise (a,B)s €FG3(G,T, L),
iv) Baltgrup & (a,1)5 €FG4(G,T, L),
v) Baltgruptur < (a,1)z €FG1(G, T, L),
vi) Baltgrup < 15 €FG4(G,T, L),
vii) B alt grup < 15 €FG3(G, T, L).
Teorem 1.5.8: G bir grup ve ueF(G, L) olsun. Bu durumda;
i) a €Dy, neFGyG,T,L), D+ u, ise u, G nin alt grubudur,
ii) u€ekrG,T,L)veV®+ u,iginu, G ninalt grubu ise u eFG3(G, T, L),
iii) u €eFG1(G,L) ©V @ #+ u, i¢in u, G nin alt grubudur.
Sonug¢ 1.5.9: G bir grup ve u €F(G, L) olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:
i) Her @ # ugicin u, G nin alt grubudur,
ii) u€FGi(M,L),
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iii) u €FG2(M, L),
iv) u €FG3(M,L).
Tamm 1.5.10: (R, +,.) bir halka ve u €F(R, L) olsun.

1)

4)

W, R nin bir TL-1 alt halkasidir denir : &
i, (R, +) nin bir TL-1 alt grubu,
Her x,y € R igin u(x)Tu(y) < u(x.y).
W, R nin bir TL-2 alt halkasidir denir : &
i, (R, +) nin bir TL-2 alt grubu,
Her x,y € R igin u(x)Tu(y) < u(x.y).

U, R nin bir TL-3 alt halkasidir denir : < u, (R, +,.) nin bir TL-2 alt halkas1 ve

UEF(R, T, L).

U, R nin bir TL-4 alt halkasidir denir : & u, (R,+,.) ’nin bir TL-2 alt halkas1 ve

HEF, (R, L).

Tablo 1.5.4: R nin TL-alt halkalarinin gosterimleri ve isimlendirmeleri

Tt—norm, L tam T=Ty L=1[01] T =Ty, L=1[01]
kafes

FH.(R, T, L) FH.(R,L) FH:i(R,T) FH1(R)

R nin TL—1 alt|R nin L-—1 alt|R ninT—1 bulanik | R nin 1 —bulanik alt
halkas1 halkas1 alt halkas1 halkas1

FH2(R, T, L) FH2(R, L) FH2(R,T) FH2(R)

R nin TL—2 alt|R nin L—2 alt|R ninT — 2 bulanik | R nin 2 —bulanik alt
halkas1 halkas1 alt halkas1 halkas1

FH3(R, T, L) FH3(R, L) FH3(R,T) FH3(R)

R nin TL—3 alt|R nin L—3 alt|R ninT — 3 bulanik | R nin 3 —bulanik alt
halkas1 halkas1 alt halkas1 halkas1

FH4(R, T, L) FH4(R, L) FH4(R, T) FH4(R)

R nin TL—4 alt|R nin L-—4 alt|R nin T —4bulanik | R nin 4 —bulanik alt
halkas1 halkas1 alt halkas1 halkas1

Ornek 1.5.11: (Z5,+) grubu ve T L —tam Kafesi iizerinde bir t-norm olsun. Bu durumda
TL—-1,TL—2,TL — 3, TL — 4 alt halkalar asagidaki sekildedir.
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FH1(Zs, T, L)={u €F(Z3, L) | w(1) = pu(2), W(DTp(1)< n(0)},
FHy(Z3, T, L)={ u €F(Z3,L) | p(O)Tu(D= u(2), nOTuR)< w1, u(DTu= wO0),
W) Tu2)= w0), W2)Tr2)< WD},

FHs(Z3, T, L)={ t €F(Z3, T, L) | n(2) < p(D= p(0), (O Tu(D= n(2)}
FH4(Z3, T, L)={ u €F(Z3, L) | n(0) = 1, w(1) = pu(2)}.

Ornek 1.5.12: Ornek 1.3.12 de verilen L kafesi ve T, t-normu igin Zs iin T,L — 1, T,L —

2, T,L — 3 ve T,L — 4 alt halkalar1 ve onlarin kafes yapilar1 sirasiyla asagidaki tablo ve

sekillerde verilmistir.

Tablo 1.5.5: Z5 {in T, L-alt halkalar1

My M2 | U3 | Ha | Hs | He | H7 | B | Ko | K10 | M1 | a2 | M43 | H1g4 | His5 | Hie | Ha7
w0 (1] 1 llalalalal|B| B | B | B|B| 0] 0] O0 0
D |[1a|p|O0|a|la|0|0|a|la | B | 0|0 |a|al O 0
w2 |[1la|B|O0|a|0|a|0|a| 0| B |a|0]|a a 0

FH2(Zs3, T , L)={u1, U2, U3, Has Us) Hes W7, Mg, Mo, a0y H11, H12, Ma3s Hias Mis, Mags H17 }

FHl(Z3» T, L):{Hp Hg, U3, Mg, Bs, Hg, Moy M11, Mi3s Migs Hi7}

FH3(Z3, Ty, L)={u1, M3, Ma» Mo, Ma1s M1z, a7}

FH4(Z3' TZ , L):{Hp Uz, Uz, |~14}

s

/7

Hg Hy I

% Mg .
&

M Ha i

7

Sekil 1.5.9: FH(Zs, T, , L) nin kafes diyagrami
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Sekil 1.5.10: FH1(Z5, T, , L) nin kafes diyagrami

H.
H3
Hg My 3
N/
M3
7

Sekil 1.5.11: FH3(Z5, T, , L) nin kafes diyagrami

iy
/\
K2 K
\/
My
Sekil 1.5.12: FH4(Z5, T, , L) nin kafes diyagrami
Teorem 1.5.13: R bir halka ve T L-lizerinde bir t-norm ise asagidakiler saglanir.

i) FHi(R,T,L) €FGi(R,T,L),
i) FH(R,T,L) CFG,(R,T, L),
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iii) FH3(R,T,L) €FG3(R,T, L),

iv) FH4(R,T,L) SFG4(R,T, L),

v) FHi(R,T,L) SFH(R,T,L),

vi) FH3(R,T,L) SFHy(R,T,L),

vii) FH4(R, T,L) €FH1(R, T, L),

viii) FH1(R, L) =FH2(R, L) =FH3(R, L).

ispat:

i) Tanimdan agiktir.

ii) Tanimdan agiktir.

iii) Tanimdan agiktir.

iv) Tanmimdan agiktir.

v) Teorem 1.5.5.i) ye benzer sekilde yapilir.

vi) Teorem 1.5.5.ii) ye benzer sekilde yapilir.

vii) Teorem 1.5.5.1ii) ye benzer sekilde yapilir.

viii) Teorem 1.5.5.iv) ye benzer sekilde yapilir.

Teorem 1.5.14: R bir halka ve T L-iizerinde bir t-norm ise asagidakiler saglanir.
i) w€FH3(R,T,L)iseVx € G icin u(x) < u(0),

ii) Heri e liginy; € FHi(R,T,L) ise N u; € FH1(R, T, L),
iii) Heri € liginy; € FHa(R, T, L) ise Njer u; € FH2(R, T, L),

iv) Her i € I iginp; € FHo(R,T, L) ise Z (1 € FHS(R, T, L),

v) Heri€liginyu; € FH4(R,T,L) ise Nier 4 € FH4(R, T, L),
vi) (FHi(R,T,L), <) tam kafestir,

vii) (FH2(R,T, L), ©) tam kafestir,

viii) (FH3(R, T, L), ©) tam kafestir,

ix) (FH4(R,T, L), <) tam kafestir.

Ispat:

i) Teorem 1.5.6.1) ye benzer sekilde yapilir.
ii) Teorem 1.5.6.i1) ye benzer sekilde yapilir.
ili) Teorem 1.5.6.ii1) ye benzer sekilde yapilir.
iv) Teorem 1.5.6.iv) ye benzer sekilde yapilir.
v) Teorem 1.5.6.v) ye benzer sekilde yapilir.
vi) Teorem 1.5.6.vi) ye benzer sekilde yapilir.



21

vii) Teorem 1.5.6.vii) ye benzer sekilde yapilir.
viii) Teorem 1.5.6.viii) ye benzer sekilde yapilir.
ix) Teorem 1.5.6.ix) ye benzer sekilde yapilir.
Tanimlardan kolaylikla asagidaki 6nerme verilebilir.
Onerme 1.5.15: ® +# BS Rve a,f € L, a < f8 olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir;
i) Balthalkaise (a,B)g €FH1(G,T, L),
ii) B € Drve(a B)g EFH:(G, T, L) ise B alt halkadur,
iii) a, 8 € Dy ve B alt halka ise (a, B)g €FH3(G, T, L),
iv) B althalkaise (a,1)g €FH4(G, T, L),
v) Balthalka< (a,1)5 €FH.(G,T, L),
vi) Balthalka< 15 €FH4(G,T, L),
vii) B alt halka < 15 €FH3(G,T,L).
Teorem 1.5.16: R bir halka ve peF(R, L) olsun. Bu durumda;
i) a € Dy, p€FH2(R,T,L) ve @ # u, ise u, R nin alt halkasidir,
ii) u€eFR,T,L)veVD + u, igin u, R nin alt halkasi ise p €FH3(R, T, L),
iii) w€FH(R, L) © VD # u, igin u, R nin alt halkasidir.
Ispat: Teorem 1.5.8 e benzer sekilde yapulir.
Sonug 1.5.17: R bir halka ve u €F(R, L) olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:
i) VO # u, i¢in g, R nin alt halkasidir,
ii) pneFHi(R, L),
i) p€FHL(R, L),
iv) u€FH3(R,L).
Tamm 1.5.18: (R, +,.) bir halka ve u € F(R, L) olsun.
1) u, R ninbir TL-1 sol (sag) idealidir denir : <
i) u, (R,+)ninbir TL-1 alt grubu,
ii) Her x,y € Rigin u(x) < u(y.x) (u(x) < u(x.y)).
2) W, R nin bir TL-2 sol (sag) idealidir denir : <
i) u, (R,+) nin bir TL-2 alt grubu,
ii) Her x,y € Ricin u(y) < u(x.y) (u(x) < u(x.y)).
3) u, R nin bir TL-3 sol (sag) idealidir denir : & u, (R, +,.) nin bir TL-2 sol (sag) ideali
ve ueF(R, T, L).
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4) u, R nin bir TL-4 sol (sag) idealidir denir : & u, (R, +,.) nin bir TL-2 sol (sag) ideali

ve Fo(R,L).

5) u, R ninbir TL-1 (TL-2, TL-3, TL-4) idealidir denir : & u, R nin bir TL-1 sol ve sag

(TL-2 sol ve sag; TL-3 sol ve sag; TL-4 sol ve sag) idealidir.

Tablo 1.5.6: R nin TL-ideallerinin gdsterimleri ve isimlendirmeleri

Tt—norm, L tam T=Ty L=10,1] T=Ty,L=1[01]
kafes
FLI,(R,T,L) FLIL(R, L) FLIL(R,T) FLI;(R)
R nin TL—1 sol |[R nin L—1 sol|Rninbulankk T—1|R nin  bulanik
ideali ideali sol ideali 1 —sol ideali
FRI;(R,T, L) FRIL(R, L) FRI;(R,T) FRI1(R)
R nin TL—1 sag|R nin L—1 sag|Rninbulamk T—1|R nin  bulanik
ideali ideali sag ideali 1 —sag ideali
FI.(R,T,L) Fli(R, L) FI.(R,T) Fl.(R)
R nin TL — 1 ideali Rnin L —1ideali | R nin bulanik T — 1 | R nin bulanik
ideali 1—ideali
FLI,(R,T,L) FLI>(R, L) FLI,(R,T) FLI>(R)
R nin TL—2 sol |[R nin L—2 sol|Rninbulankk T—2|R  nin  bulanik
ideali ideali sol ideali 2 —sol ideali
FRI,(R,T, L) FRI,(R, L) FRI>(R,T) FRI,(R)
R nin TL—2 sag |R nin L—2 sag | Rninbulankk T—2 | R  nin  bulanik
ideali ideali sag ideali 2 —sag ideali
FI,(R,T,L) Flo(R,L) FI,(R,T) FI.(R)
RninTL — 2 ideali | R nin L — 2 ideali R ninbulantk T—2 | R nin  bulanik
ideali 2 —ideali
FLI3(R,T,L) FLI3(R, L) FLI3(R,T) FLI3(R)
R nin TL—3 sol|R nin L—3 sol|Rninbulamk T —3 | R  nin  bulanik

ideali

ideali

sol ideali

3 —sol ideali




Tablo 1.5.6’ nin devami
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FRI3(R,T,L) FRI3(R, L) FRI3(R,T) FRI3(R)
R nin TL—3 sag |R nin L—3sag | Rninbulanmkk T —3 |R  nin  bulanik
ideali ideali sag ideali 3 —sag ideali
FIs(R,T,L) Fls(R, L) FIs(R,T) FIs(R)
RninTL — 3 ideali | R nin L — 3 ideali R nin bulankk T—3 | R nin  bulanik
ideali 3 —ideali
FLI4(R,T,L) FLI4(R, L) FLI4(R,T) FLI4(R)
R nin TL—4 sol|R nin L—4 sol|Rninbulamk T —4 | R  nin  bulanik
ideali ideali sol ideali 4 —sol ideali
FRI4(R, T, L) FRI4(R, L) FRI4(R,T) FRI4(R)
R nin TL—4 sag |R ninL —4sag | R nin bulankk T—4 | R nin  bulanik
ideali ideali sag ideali 4 —sag ideali
Fl4(R, T, L) Fl4(R, L) Fl4(R,T) Fl,(R)
RninTL — 4 ideali | R nin L — 4 ideali R nin bulantk T —4 | R nin  bulanik
ideali 4 —ideali

Ornek 1.5.19: L=1{0,a,8,1}, 0<a <1, 0 <f <1 kafesi iizerinde Ornek 1.3.12 de

verilen T, t-normu igin Z3 tin T,L — 1, T,L — 2, T,L — 3 ve T,L — 4 idealleri ve onlarin

kafes yapilari

Tablo 1.5.7: Z5 tin 6zel TL —idealleri

Hi | H2 [ U3 | Hg | U5 | Mg | K7 | Hg | Ko
n0 111 l|la|lal|B|B|O
uD |1 |la| B |0 |a g 100
w2 |1 la | B0 |a|0|B |00

tabloda verilen L-altkiimeler yardimiyla asagidaki sekillerde verilmistir.
FLI.(Z3, Ty, L) =FRI(Z3, T,, L) =Fl1(Z3, Ty, L)={11, U2, U3, Has Hs, K, K7, He, Ho }
FLIZ(Z3J TZ: L) :FRIZ(ZS' TZ' L) :FIZ(Z?;' TZ' L):{Ilp M2, U3, Hg, Us, He, U7, Hg, Ko }

FLI3(Z3, Ty, L) =FRI3(Z3, T, L) =Fl3(Z3, T, L) ={11, W3, M4, Kes K7, Mg, Ho }
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FLI4(Z3, Ty, L) =FRI4(Zs3,T,, L) =Fl4(Z3, T, L):{Hp Hp, U3, Mg }

™
/)
AVA
TR Hy
YAV
He Mg
W
Sekil 1.5.13: Fl,(Z, T,, L) nin kafes diyagrami

A\
N
V

Sekil 1.5.14: Fl3(Z3, T,, L) nin kafes diyagrami

Sekil 1.5.15: Fly(Zs, T,, L) nin kafes diyagrami
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Teorem 1.5.20: R bir halka ve T L —iizerinde bir t-norm ise asagidakiler saglanir.

i) Her1l<k<4icinFLIK(R,T,L) SFH(R,T, L),

ii) Her1l <k <4icin FRIK(R,T,L) €FH(R,T, L),

iii) Her1 <k <4i¢inFIk(R,T,L) SFH«(R,T, L),

iv) FLI3(R,T,L) €FLI1i(R,T,L) SFLI2(R,T, L),

v) FRI3(R,T,L) SFRIi(R,T,L) SFRI2(R,T, L),

vi) FI3(R,T,L) SFIi(R,T,L) SFI2(R,T, L),

vii) FLI4«(R,T,L) SFLIi(R,T, L),

viii) FRI4(R, T, L) SFRI1(R, T, L),

ix) Fl4(R,T,L) SFI1(R,T, L),

x) FLIi(R,L) =FLI2(R,L) =FLI3(R, L),

xi) FRI1(R,L) =FRI2(R, L) =FRI3(R, L),

xii) FI1(R, L) =FI2(R,L) =FI3(R,L).

ispat:

i) Tanimdan agiktir.

ii) Tamimdan agiktir.

iii) Tanimdan agiktir.

iv) Teorem 1.5.5.1), i1) ye benzer sekilde yapilir.

v) Teorem 1.5.5. 1), ii) ye benzer sekilde yapilir.

vi) Teorem 1.5.5. 1), ii) ye benzer sekilde yapilir.

vii) Teorem 1.5.5. iii) ye benzer sekilde yapilir.

viii) Teorem 1.5.5. iii) ye benzer sekilde yapilir.

ix) Teorem 1.5.5. ii1) ye benzer sekilde yapilir.

x) Teorem 1.5.5. iv) ye benzer sekilde yapilir.

xi) Teorem 1.5.5. iii) ye benzer sekilde yapilir.

xii) Teorem 1.5.5. iii) ye benzer sekilde yapilir.

Teorem 1.5.21: R bir halka ve T L-iizerinde bir t-norm ise asagidakiler saglanir.
i) Heri €I i¢in yw;€FLI1(R, T, L) ise N;e; 4;EFLI1(R, T, L),
ii) Her i € I i¢in y;EFLI2(R, T, L) ise N;e; 4;EFLI2(R, T, L),

i) Her i € I igin 4, €FLI3(R, T, L) ise Z EFLIS(R,T, 1),

iv)Her i € I igin y;€FLIL(R, T, L) ise N;e; t;€FLIL(R, T, L),
v) Her i € I igin w;€FRI1(R, T, L) ise N;e; 1 EFRI1(R, T, L),



26

vi)Her i € I icin y;€FRI2(R, T, L) ise N;e; 4 €EFRIZ(R, T, L),

vii) Her i € I igin ju€FRI(R, T, L) ise g [EFRI(R,T, 1),

viii) Her i € I igin u;€FRI4(R, T, L) ise N;e; 1 EFRI(R, T, L),
ix) Heri € I icin w,€FL(R, T, L) ise Nc; w;€FL1(R, T, L),
x) Heri € I igin y;€FL(R, T, L) ise Nje; w;€F12(R, T, L),

X) Her i € Iigin iy €Fla(R,T,1) ise Z [WEFI(RT, L),

xii) Heri € I igin y;€FI4(R, T, L) ise N;e; 4;€FL4(R, T, L),
xiii) Her 1 < k < 4 i¢in (FLIk(R, T, L), <) tam kafestir,
xiv) Her 1 < k < 4 i¢in (FRIk(R, T, L), ) tam kafestir,
xv) Her1 <k < 4i¢in (FIx(R,T, L), €) tam kafestir.
Ispat:

i) Teorem 1.5.6. ii) ye benzer sekilde yapilir.

ii) Teorem 1.5.6. iii) ye benzer sekilde yapilir.

ili) Teorem 1.5.6. iv) ye benzer sekilde yapilir.

iv) Teorem 1.5.6.v) ye benzer sekilde yapilir.

v) Teorem 1.5.6. ii) ye benzer sekilde yapilir.

vi) Teorem 1.5.6. iii) ye benzer sekilde yapilir.

vii) Teorem 1.5.6. iv) ye benzer sekilde yapilir.

viii) Teorem 1.5.6.v) ye benzer sekilde yapilir.

ix) Teorem 1.5.6. i1) ye benzer sekilde yapilir.

x) Teorem 1.5.6. iii) ye benzer sekilde yapilir.

xi) Teorem 1.5.6. iv) ye benzer sekilde yapilir.

xii) Teorem 1.5.6.v) ye benzer sekilde yapilir.

xiii) Teorem 1.5.6.vi, vii, viii) ye benzer sekilde yapilir.
xiv) Teorem 1.5.6.vi, vii, viii) ye benzer sekilde yapilir.

xv) Teorem 1.5.6.vi, vii, viii) ye benzer sekilde yapilir.

1.6. Modiil Teorisi

Modiil Teorisi, Lineer Cebirin aksiyomatik bir genellemesi olarak cok yaygin bir

kullanim gostermektedir. Bu teorinin 6zellikle degismeli gruplar, vektdr uzaylari, 6zel
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halkalar iizerinde modiiller ve halkalar teorisi ilizerinde yaygin uygulamalar1 vardir. Bu
konularla ilgili daha detayli bilgi [28] kaynagindan elde edilebilir. Ayrica aksi
sOylenmedik¢e R daima bir halka olarak alinacaktir.
Tanmmm 1.6.1: (R, +,.) bir halka ve (M, +) bir degismeli grup olsun ve r € R ve a € M
icin (r,a) elemanmin goriintiisti ra ile gosterilmek tizere, bir -: R X M — M fonksiyonu
verilsin. Bu durumda M ye bir R-modiil denir : < Her ry,r, € R ve her a,b € M igin
i) rn(a+b)=ra+nb,
ii) (n+nrn)a=ra+na,
iii) r(rpa) = (nry)a.

R birim elemanli bir halka ve her a € M igin 1za = a ise M ye {initer R-modiil denir.
R bir cisim ve M tniter R-modiil ise M ye R — vektor uzayi denir.
Tanmm 1.6.2: M bir R-modiil, ve ® # A € M olmak tlizere A kiimesi M fizerindeki
islemlere gore bir R-modiil ise Aya M nin R-alt modiilii denir. M nin biitin R-alt
modiillerin kiimesi L(M) olarak gdsterilecektir.
Teorem 1.6.3: M R-modiil ve @ # A € M olsun. Bu taktirde asagidaki onermeler denktir.
i) A M nin R-alt modiiliidiir,
ii) Hera,be Aveherr e Rigina+ b,—a,ra € A,
iii) Hera,b € Aveherr € Rigina — b,ra € A.
Teorem 1.6.4: M iiniter R-modiil ve @ # A € M olsun. Bu taktirde asagidaki 6nermeler
denktir.
i) A M nin R-alt modilidiir,
ii) Hera,be AveVr,s € Riginra + sb € A dir.
Teorem 1.6.5: M bir R-modiil ve {A;|i € A}, R-alt modiillerin bir ailesi olsun. Bu takdirde;
i)  Niea4; M nin bir R-alt modiildiir,
i) {Xieyxi| 3T=IcA, J sonlu ve Viel igin xjed;} kiimesi {4;|i € A} alt modiillerin
ailesini kapsayan en kiigiik alt modiildiir.
Tanmim 1.6.6: M bir R-modiil ve {4;|i € A} R-alt modiillerin bir ailesi olsun. Teorem 1.6.5
ii) de olusturulan alt modiile {4;|i € A} alt modiillerin ailesinin toplami denir ve };cp 4;
seklinde gosterilir. Ozel olarak A= {1,2,..,n} icin {4;|i € A} alt modiillerin ailesinin
toplam1

Yien AimAA+  AA= D x| X1 €A1, xp€A,, o X €AY

dir.
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Tanim 1.6.7: A,BeP (M), S eP(R) igin
A+B={x+y|xcAveyeB}
—A = {—x|x A}
S.A={rx|reSvexeA}
SOA = {3 1 x;| ;€S ve x; €A, neN\{0}}
kiimelerine sirasiyla A ile B kiimelerinin toplami, A kiimesinin tersi, S ile A kiimelerinin
skaler ¢arpimi, S ile A kiimelerinin gii¢lii skaler ¢arpimi olarak adlandirilir.
Teorem 1.6.8: M bir R-modiil, I R nin sol ideali ve @ # A € Mise IQA eL(M).
Teorem 1.6.9: M bir R-modiil olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.
i) (L(M),<S) tam kafestir,
ii) (L(M), S) modiiler kafestir.
Tamm 1.6.10: M, N R-modiiller ve f: M — N bir fonksiyon olsun. f ye M den N ye bir
modiil homomorfisi denir : < Her a,b € M ve her r € R igin
fla+b)=f(a) + f(b) ve f(ra) =rf(a)
dir.
Teorem 1.6.11: f:M — N R-modiil homomorfisi olsun. Bu durumda asagidakiler
saglanir.
i) A, M nin alt modiilii ise f(A4), N nin alt modiilidiir.
ii) B, N nin alt modiilii ise f~*(B), M nin alt modiiliidiir.



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

TL-alt modiil ve bunlara ait bazi ozellikler [2, 10, 68, 70] c¢alismalarinda

incelenmistir. Literatiirde bulanik alt modiil, L-alt modiil, TL —alt modiil tanimlar kiigiik

farkliliklar seklinde incelendi. Bu béliimde, birinci boliim besinci kisimda verilen T L-i-alt

gruplar, TL-i-alt halkalar ve TL-i-(sol, sag) idealler bakisina paralel olarak TL-i-alt

moduller ve TL-0-i-alt modiiller tanitilarak bazi1 6zellikleri incelenecektir.

2.1.TL — i — alt Modiiller

Bu boliimde, aksi sdylenmedik¢e M bir R-modiil ve T bir tam kafes tizerinde t-norm

olarak alinacaktir.

Tamm 2.1.1: u € F(M, L) olsun.

D

4)

5)

W, M nin bir TL-1 alt modiiliidiir denir : &

u, (M, +) nin TL-1 alt grubu,

Her x € M ve her r € R i¢in u(x) < u(rx).

W, M nin bir TL-2 alt modiiliidiir denir : &

u, (M, +) nin TL-2 alt grubu,

Her x € M ve her r € R i¢in u(x) < u(rx).

U, M nin bir TL-3 alt modiliidiir denir : & u, (M, +) nin TL-2 alt modiilii ve
uw€FM,T,L).

U, M nin bir TL-4 alt modiiliidiir denir : & p, (M, +) nin bir TL-2 alt modiilii ve
1€ Fo(M,L).

U, M nin bir TL — 5-alt modiiliidiir denir : & Her x,y € M ve her r, s € R i¢in
p()Tu(y) < u(rx + sy).
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Tablo 2.1.1: M nin TL-alt modiilerinin gésterimleri ve isimlendirmeleri

Tt—norm, L tam T=Ty L=1[01] T=Ty,L=1[01]
kafes
FM,;(M, T, L) FM;(M, L) FM,(M,T) FM, (M)
M nin TL—1alt|M nin L—1 alt|Mninbulankk T —1 | M nin bulanik 1 —
modiilii modiilii alt moduli alt moduli
FM,(M,T,L) FM,(M, L) FM,(M,T) FM, (M)
M nin TL—2 alt|M nin L—2 alt|Mninbulanikk T —2 | M nin bulanik 2 —
modiili modiili alt modiilii alt modiilii
FM;(M,T,L) FM3;(M, L) FM3;(M,T) FM;(M)
M nin TL—3 alt|M nin L-—3 alt|Mninbulanikk 7T —3 | M nin bulanik 3 —
modiilii modiilii alt modiilii alt modiilii
FM,(M,T,L) FM,(M, L) FM,(M,T) FM, (M)
M nin TL—4 alt|M nin L—4 alt|Mninbulanik T —4 | M nin bulanik 4 —
modiili modiili alt modiilii alt modiili
FM:;(M,T,L) FM;(M, L) FM;(M,T) FM; (M)
M ninTL-5 alt|{M nin L-5 alt|Mninbulanikk T —5 | M nin bulanik 5 —
modiilii modiilii alt modiili alt modiili

Not: R bir halka ise R R-modiil olarak alinabilir. Buna gore acik olarak k = 1,2,3,4 i¢in
FMy(R,T,L) = FLI\(R,T, L) dir.

Ornek 2.1.2: (Z,,+) degismeli grubu 2Z-modiil olarak alinirsa asagidaki kiimeler elde

edilir.

) FMy(Z, T, L) = {neF(Z,, L)Iw(D)<p(0)},
i) FM,(Zy, T, L) = {peF(Z,,L)Iw(1)<p(0)},
lii) FM3(Z,, T, L) = {pneF(Z,,T,.0)n()<p(0) 3,
V) FMy(Z,, T, L) = {peF(Z,,L)|1=p(0)},
V) FM;(Z,, T, L) = {peF(Z,, L) w(1)Tr(1)< p(0)}-
Ornek 2.1.3: (Z,,+) degismeli grubu Z-modiil olarak alimirsa asagidaki kiimeler elde

edilir.

i) FM;(Z,, T, L) = {peF(Zz, L)w(1)<w(0)},
i) FM,(Z,, T, L) = {neF(Z,,L)In(1)<p(0)},
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i) FM3(Z,, T,L) = {neF(Z,,T,L)|u(1)<u(0)},

iv) FM4(Z,, T,L) = {neF(Z,,L)|u(0)=1},

v) FM;(Z, T, L) = {neF(Z,,L)] (1) T(1)< n(0)}-

Ornek 2.1.4: M = 7Z,, 2Z-modiil olarak alinirsa asagidaki kiimeler elde edilir.

i) FM;(Zy, T, L) = {ueF(Zs,L)] n(1)<pu(2)< p(0), 1(1)= u(3)},

i) FMy(Zy, T, L) = {ueF(Zs, L) p(1)< u(2) < p(0), n3)<u(2) < p(0), p(0)Tu(1)< u(3),
n(0)Tu(3)< w1},

iii) FM3(Zy, T, L) = {neF(Zs, T,L)| (D)< p1(2) < w(0), n(3)<p(2) < u(0),
pO)T(D)< u(3), u0)Tu@)< (1)},

iv) FMy(Zy, T, L) = {neF(Zy, L) n(1)= n(3)< u(2), 1= (0},

v) FM5(Z,, T, L) = {neF(Z,,L)| x20 veya y=0 i¢in p(x)Tu(y)< p(0), u(x)Tu(y)< u(2)}.

Ornek 1.1.5: Ornek 1. 3 12 de verilen L Kafesi i¢in Z3'iin L-alt kiimeleri

Tablo 2.1.2: Z5 tin L —alt kiimeleri

Mg | M2 | U3 | Ug | U5 | Ug | U7 | Hg | Ho | H10 | M11 | H12 | H13| H14| K15
].L(ﬁ) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

|1 (1|1 |1 ]|alalalalB|B|L|B]|0]O
2|1 |alplO0|1|a|pl|O0|1|al|p|O0]|1]|alp

Uie| H17| H1g| H19| H20| M21| H22 | M23 | H24 | M25 | H26 | M27 | H28 | H29 | U30
w|1|la|lalala|lala|la|a|lal| B | L |B|B|PB
pD |0 |a|lalal|B|B|BL|0]0|0]a

u2)| 0 la|B|O|A|B|O|a|B|O0O|a|pB|O0]|A]|P

=™
=™

M31| M32| 33| 34| 35| U3e | H37 | H3g | H39 | Hao | Ha1| Haz | Ha3
w® g B| BB |O |O O [0 [0 |0 |O O |O
| plojo|o0|alalalB|B|L|O]|0]|O
w2)|o |a [ B|O0 |A |B|O |a|B |0 |a |B|O




33

tabloda verildigi gibi olsun. Eger (Z3,+) degismeli grubu, k.X = 0 ile Z-modiil ve T; t-
normu Ornek 1.3.12 deki gibi ise

FMs(Z3, Ty, L)={1, U2, U3, Has Us, Hes K7, Mg Moy Mios i1y M1z, H13, M4 Mass Mg H17, Mig,
M19, U20s M21, K22, MU23, H24, U2s5s 26y K27, U2gs H29, U30: M31, K32, U33s H34, U3s5: U3e U337,

H3g, M39, Haos Ma1, Haz, Hasl

FMa(Zs, Ty, L)={t1, K6, a1, Baer 17, Mo, a3, Has, Hzos Ma1s Mass Haas Hasly
FM1(Z3, Ty, L)={11, M6, 11, H16 H17, Has) H30s H3a) Hazl,
FM3(Z3, Ty, L)={t1, H16, Maz},

FM4(Z3'T1)L):{IJ‘1) He, H11s u16}
kiimeleri elde edilir ve bu kiimelerden FM,(Z5, Ty, L), FM1(Z3, Ty, L), FM3(Z5, Ty, L),
FMy(Z4, Ty, L) tin kafes diyagramlar1 asagidaki sekildedir.

Hy

N\

AV
A
NS

Sekil 2.1.1: FM3(Z3, Ty, L) nin kafes diyagrami

/\
AAN
A

Haz

Sekil 2.1.2: FM1(Z3, Ty, L) nin kafes diyagrami
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Hh

Hag

Sekil 2.1.3: FM3(Zs, Ty, L) nin kafes diyagrami

A
N

Sekil 2.1.4: FMy(Zs, T;, L) nin kafes diyagrami

Onerme 2.1.6: M R —modiil T; < T, olmak iizere asagidakiler saglanr.
i) FM{(M,T,, L) € FM;(M, T, L),
ii) FM,(M,T,,L) € FM,(M, Ty, L),
iii) FM,(M, T,,L) € FM,(M, Ty, L),
iv) FM(M, T,,L) € FMg5(M, Ty, L).
Ispat:
i) wu€FM;(M,T,, L) olsun. Her x,y € M ver € R i¢in
u)Tiu(y) < u()Tou(y)
< u(x +y)
Kabul ile u(x) < u(—x) ve u(x) < u(rx) dir. Béylece u € FM; (M, Ty, L) olup
FM;(M,T,, L) € FM;(M, Ty, L) dir.

i) 1) ye benzer sekilde ispat edilir.

iii) i1) ile agiktir.

Iv) i) ye benzer sekilde ispat edilir.

Teorem 2.1.7: M bir R-modiil ve T L-tam kafesi {izerinde bir t-norm olsun. Bu durumda

asagidakiler saglanir.



35

i) FM;(M,T, L) S FM,(M,T,L),
ii) FM,(M,T,L) € FM(M,T,L),
iii) FMs(M,T,L) € FM;(M,T,L),
iv) FM,(M,T,L) € FM;(M,T, L),
v) M iiniter R-modiil ise FM; (M, T,L) = FM,(M, T, L),
vi) M iiniter R-modiil ise FMs(M,T,L) n F(M, T,L) € FM; (M, T, L),
vii) M iiniter R-modiil ise FMs (M, T,L) N Fy(M,L) € FM,;(M, T, L) .
ispat:
i) wu€FM;(M,T,L) olsun. Buradan, x,y € M,r € R i¢in u(y) < u(—y) ve
pC)Tu(y) < p(x)Tu(=y)
< ux+ (=y))
= u(x = y).
u € FM;(M, T, L) oldugundan u(x) < u(rx). Boylece u € FM,(M, T, L).
i) u€FM,(M,T,L) olsun. Buradan x,y € M,r,s € R i¢in
u@) < u((=s).y)
= pu(=sy)
ve
p)Tu(y) < p(rx)Tu(-sy)
< p(rx — (=sy))
= u(rx + sy).

Boylece u € FMs(M, T, L).
iii) u € FM3(M,T,L) olsun. Buradan VxeM ig¢in
() = p()Tr(x)
< u(0).
Boylece
r(x) = pO)T(x)
<pu(0)Tu(x)
< p(=x)
ve Vx,y € M igin
uCOTu(y) < p()Tu(-y)
< plx = (=)
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< pu(x+y)
u € FM3(M, T, L) oldugundan u(x) < u(rx). Boylece u € FM;(M, T, L).
iv)] u € FM,(M,T,L) olsun. Buradan Vx € M i¢in
p(x) = 1T p(x)
= u(0)Tu(x)
< pu(—x)
ve Vx,y € M igin
nE)Tu(y) < p()Tu(=y)
<px—=(=»)
< u(x+y)
Boylece u € FM{(M, T, L).
V) M dniter R-modiil ve 4 € FM,(M, T, L) olsun. Buradan x,y € M,r € R i¢in
p(y) < p((=Dy)
< u(=y)
ve
nE)Tu(y) < p()Tu(=y)
<ux=(=»)
= pu(x +y).
Diger yandan p € FM,(M, T, L) oldugundan u(x) < p(rx).
Boylece u € FM;(M, T, L) dir. Buradan i) ile FM;(M,T,L) = FM,(M, T, L) dur.
vi) M dtniter R-modiil, u € FMs(M, T, L) n F(M, T, L) olsun. Buradan, x,y € M igin
r=1,s = 1secimiile,
pC)Tp) < p(l.x+ 1.y)
<ux+y)
dir. Diger yandan
nx) = px)Tr(x)
<u((-1).x+0.x)
= pu(—x).
Boylece
nx) = px)Tr(x)
< u(r.x+s.0)

= u(rx)
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Buradan u € FM; (M, T, L) dir.
vii) M tniter R-modiil, u € FMg(M, T, L) N Fy(M, L) olsun. Buradan vi) ispatina benzer
sekilde pu(x)Tu(y) < u(x + y) elde edilir. Diger yandan Vx € M ve Vr € R igin
p(x) = p(x)T1
= pu()T pu(0)
< u(rx+s.0)
= p(rx).
ve
nex) < p((=1).x)
= u(—x)
Sonug olarak 4 € FM;(M, T, L) dir.
Sonuc¢ 2.1.8: M R-modiil olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler gegerlidir.
i) FMi(M,L) = FMy(M,L) = FM3(M, L),
ii) M liniter R-modiil ise FM1(M, L) = FMy(M, L) = FM3(M, L) =FMs(M, L).
Onerme 2.1.9: @ # B S Mve a,f € L, a < B olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:
i) BeL(M)ise(a B)s EFMi(M,T, L),
ii) S € Dyve(a, B)g EFM2(M,T,L) ise B € L(M),
iii) a,8 € Dy veB € L(M)ise (a,B)g EFM3(M,T, L),
iv)] BEL(M)< (a,1)5 EFM4(M,T, L),
v) BEL(M)< (a,1)g EFM1(M,T,L),
vi) B € L(M) < 15 €EFMs(M, T, L),
vii) B € L(M) < 15 €FMs(M, T, L).
Ispat:
i) Onerme 1.5.8)ile (a, ) EFG1(M,T,L) dir. Eger x € M ve r € R icin
(1)xeBiserx e Bve (a,B)g(x) =B = (a,B)g(rx)
() x € Bise (a,)p(x) = a < (a,B)p(rx)
Boylece (@, B)g EFM1(M, T, L) dir.
ii) x,y €B,r €Rigin
B =PBTB = (a,P)s()T(a,f)p(y) < (&, Bp(xy ") <
Buradan 8 = (a,B)g(xy~*) ve xy~! €B. Buradan B € L(M) dur.
iii) (i) den elde edilir.

iv) (i) ve (ii) den elde edilir.
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v) (i) ve (ii) den elde edilir.
vi) (iv) den elde edilir.
vii) (i) ve (ii) den elde edilir.
Teorem 2.1.10: M bir R-modiil ve u €F(M, L) olsun. Bu durumda;
i) a €Dy, p€FM(M,T,L), D # p, ise u, € L(M),
i) u€FM,T,L)veVQ # y, i¢in y, M nin alt modiilii ise u EFM3(M, T, L),
iii) u€EFM1(M,L) < VO # pg i¢in p, M nin alt modiiliidiir.
Ispat:
i) Teoreml1.5.8) ile p, (M, +) nin alt grubudur. Eger x € u, ve r € R i¢in
a=pu(x) < pu(rx)
ve rx € u, elde edilir. Boylece p, € L(M).
ii) Teoreml1.5.8) ile w €FG3(M,T,L) dur. Eger x € M ver € R i¢in a = u(x) alinirsa
X € Uy dir. Buradan rx € u, ve u(x) = a < u(rx) dir. Buradan p €FM3(M, T, L) dir.
iii) (1) ve (i1) den aciktir.

Sonug 2.1.8 ve Teorem 2.1.10 ile asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 2.1.11: M bir R-modiil ve u €F(M, L) olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:
i) Her @ # u, i¢in p, M nin alt modilidiir,
i) peFMi(M,L),
iii) p €FMa(M, L),
iv) u €FMsz(M,L).

Teorem 2.1.12: u €F(M, L) olsun. Bu durumda;

n
i) u M nin TL-1-alt modiilii x4, x5, ..., x, € Migin = T p(x;) < uEiqxp),
i=1

ii) @ M nin TL-2-alt modiild, x4, x5, ..., X, € M Ve 1,13, ...,7;, € R i¢in

n

T u(x) < p(izgmixy)

i=1

dir.
Ispat:

i) n=1 i¢in iddianin dogrulugu agiktir. n i¢in dogru olsun.
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n+1 n
T wulx)= T ulx)Tu(xps1)
i=1 i=1
n
<u (Z xi> Tu(xn+1)
i=1
n

Boylece iddia nt1 i¢in dogrudur.
i)
1

T pu(x) = u(xy)
i=1

< p(ry-xq)
1
=Hu (Z rixi>
i=1
Boylece n=1 i¢in iddia dogrudur. n i¢in dogru olsun.

n+1 n

T ulx)= T plx)Tu(xns1)
i=1 i=1

n
u <Z rixi> T:u(_rn+1xn+1)

i=1

n
su (Z riXi — (_Tn+1xn+1))

i=1

()

i=1

AN

Boylece iddia n+1 i¢in dogrudur.

Tamm 2.1.13: pyq, s, ..., ppeF(M,L), 8 € F(R,L) ve {u;|i € A} M nin L-alt kiimelerinin

n

bir ailesi olsun. Bu durumda, Zr g, —p, O.0p, 8 Opp Ve Yoo, u; notasyonlarr ile
i=1

gosterilen L-alt kiimeler asagidaki sekilde tanimlanacaktir:
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n

( Xr Mi)(x) = Vx=2{‘=1xi
i=1 1

(= (x) = p(=x),
(6.7 W) (X) = Vy=ra 0(r) Tu(b),

n
T pi(x)
=1

n
O Or W) = Viegn rg T B)TR(),
i=1
T v T
ieats) (x) = x=XiejXi  jgJ i (x;)-
=], ] sonlu

Ozel gosterimler ve onlara verilen isimler asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 2.1.3: Modiiller i¢in 6zel L-alt kiimeler

n
X1 U U1, Uz, ooy Uy L-alt kiimelerin T-toplami
i=1
—u L niin tersi
0.1 1 0 ile pniin T-¢arpimi1
CHOLT 0 ile u niin gii¢lii T-¢arpimi

{u;|i € A} ailesinin giiglii T-toplam1 denir

T
z |25
ieA

n
A={12,...n} ZT wil ZT o= AT T ATy,
iEA i=1
T =A n n
1 Wi X o
i=1 i=1
=A 0.7 1 0.u
=A 0 Orp 80O u
=A T D u;
2 e

Onerme 2.1.14: {y;|i € A} M nin L-alt kiimelerinin bir ailesi ise Vi€ A icin p; S Y1 s

dir.

Ispat: Vi€ Qicinx; = x ve @ # J* = {i} € Q alinirsa

ui (x)

<

wi (x;)

V

X=Yiej ¥i,JSQ sonlu

T
= ] ui(xi)
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= (ZITEQ Mi) (x)

olur. Buradan Vi € Q igin p; € Y-, p; dir.

Asagidaki 6nerme Tanim 2.13. den kolaylikla elde edilir.
Onerme 2.1.15: py, iy, ..., i, M nin L-alt kiimeleri olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler
saglanir.
)ty potr b rin i T A g,
i) (+" 1) (0)=1 () VH(X)V Vias M1 () Tz (b),
i) (p1+7 #2)(X)= Vy=asp ba (@) Tz (b).
Onerme 2.1.16: M R-modiil ve T L tam kafesi iizerinde bir t-norm olsun. Bu durumda
asagidakiler gecerlidir.
i) HerA4,BeP(M)icinl, =15 < A=B,
ii) HerA,B € P(M)igin 1,T1g=1, N 1 = 1anp,
iii) Her A,B € L(M)igin 1,4+ 15 = 15, +11=15 + 15 = 15,5.
Ispat:
i) Ispataciktir,
ii) Ispat aciktir,
iii) A,B € L(M) ve x € M olsun.
(1) x € A + B oldugunda,
1< \/ 12a(@)T1g(b) < (1a+"1p(x) < 1

x=a+b
esitsizligi ile (1 A+TlB) (x) = 1dur.
(2) x¢A+B icin x ¢ A, x ¢ B ve Vx =a+ bigin a € A veya b ¢ B dir. Buradan acik
olarak (1A+T13) (x) = 0 dir. Boylece 15+ T 15 = 14,5 dir. Benzer sekilde
1p+711p=1 + 15 = 15, oldugu gosterilir.
Teorem 2.1.17: M R-modil, u €F(M,L) ve T sonsuz V-dagilimli t-norm olsun. Bu

durumda agagidakiler saglanir.

i) 0 €FLL(RT,L)ise®Orp€FM,(M,T,L),
i) ©€FLI,(R,T,L)veu € F(M,T,L)ise 8 O € FMs(M, T, L),
iii) 0 € FLI, (R, T,L) Ve u € Fo(M,T,L) ise 8 O p € FM,(M, T, L).
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ispat:
i) Herx,y € M,s € R igin
6 O WETO Or W)
n m
=l roemme|rl \/ T e@)mui)
x=2?=1rixii =1 3’=2}n=15jyj] =1
n m
- \/ T COTRGO T T 0(s)Tu()

R
X=Xz TiXis Y=X21 Y]

r
< /T oomorue

X+y=Y}_1 DiZi k=1

=0 0OrwWk+y)

n
Corw@=\/ T 60T
x=3 rgl =
n
< \/ T oemTue

x=2?=1rixil - 1

n
= \/ T 0(—1)Tu(x;)

—x=yiy (rox L= 1

=0 OrwW(=x)

n
@@= \/ T 60)Tucx)
x=2?=1rixii =1
n
< \/ T et
xzz’i”‘:lrixii =1
n
= \/ T 0(sr)Tu(x;)
sx=2?=1(sri)xii =1
= (6 O W(sx)
Sonug olarak 8 Ot n € FM; (M, T, L) dir.
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i) 1) ve Teorem 1.4.6 ile elde edilir,
iii) )vel=600)Tu(0)<0 Orun(0) <1ile® O p € FM4(M, T, L) elde edilir.

Teorem 2.1.18: M ise R-modiil ve T sonsuz V-dagilimli t-norm olarak verilsin. Bu

durumda,
n
i) U1, Uy ooy Un € FMI(Mr T; L) ise z:T Ui FMl(M' Tr L),
i=1
n
ii) U1, Uy ooy Un € FMZ(Mr T; L) ise z:T Ui FMZ(M' Tr L),
i=1
n
iii) Ui, Upy ooy Up € FM3(M1 T) L) ISG 2T Ui FM3(MI T; L);
i=1
n
iv) Wi, Uy, .y Up€ FM,(M,T,L) ise 27 pje FMu(M,T,L),
i=1
n
V) Ui, Upy ooy UpE FM5(M, T, L) ise ZT Hie FMs(M, T, L)
i=1
Ispat:

1) Uy, Uy, ooy hp€ FM; (M, T, L) olsun. Her x,y € M,r € R igin

n n n n
(zT ui> (x)T( ot m) w=C\ 1 wenrc\/ T wow
i = 1 i = 1 x=2?=1xii = 1 y=2?=1yii =
n n
=/ T weTCT o
weSi =l £ 1 i=1
n
-V T werwon
x=2?=1xijy=2?=1yii =1
n
< \/ T p(x +yi)
x=3l xpy=Si, v L= 1
n
< \/ T wi(a)

x+y=yr, a,l = 1
n
:< X7 .Ui) (x+y)
i=1
ve
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n n
<'ZT Mi)(x)= \/ _T i (x;)

L=

n n
Zr | () = T p(x;)
(' ﬂ) \/ = 1”

L=

Sonug olarak Xr p;e FM;(M,T, L) dir.
i=1

ii) 1) ye benzer sekilde ispat edilir.
n
iii) Teorem 1.3.10. (ii) ile X7 p;e F(M,T, L) dir. Buradan ii) ile ispat tamamlanir.
i=1
n n n

v) 1= T 1;(0) < ( Zr p)(0)<1veya ( Zr p;)(0)=1
i=1 i=1 i=1

dir. Buradan 11) ispat tamamlanuir.

V) Uy, Uz, e Up€ FMs(M, T, L) olsun. Her x,y € M, r,s € R i¢in

n n n n
(zT ui> (x)T( = m) =\ T werc \/ T wo
i=1 i=1 eyt i =1 sty i =1
n n
=/ (T wGTCT w0
i=1 i=1

X=Z?=1 xi'y=2?=1 Yi
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n

-V T @erwoy

x=3 xy=yt, vt =1

n

= \/ T p(rx; +sy;)

rx=2?=1rxi,sy=2?=1syii =1

n

< \/ T pi(ay)

rxtsy=yt a;,t = 1

n
T -
i=1
n
Sonug olarak X; p;e FM<(M, T, L) dir.
i=1

Teorem 2.1.19: M bir R-modiil, u € F(M, L) ve T sonsuz V-dagilimli t-norm olsun. Bu
taktirde asagidakiler saglanir.
1)  u, M nin TL-1-alt modiildiir :<
i)  ptrusu,
i) ue-—p,
iii) HerreR iginru € pu.
2) W, M nin TL-2-alt modiildiir ;<<
i) ptr(—w Su,
ii) HerreRicinru C pu.
3) i, M nin TL-5-alt modiilidiir :<< Her r,s € R i¢in ru+,su S U.
Ispat:
1) 7= pu M nin TL-1-alt modiilii olsun.
i) Herx € M i¢in
) = \[ ko)Tu)

x=y+z
< \/ u(y +z)
xXx=y+z
= u(x)
Buradan u+ru € u.
i) Her x € M igin
u(x) < p(=x)
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= (—m)(x)
Boylece u € —u.
iii) HerV x € M ver € R igin

@ = \/ u@

x=ra

Buradan ru € pu.
Sonug olarak 1), ii) ve iii) kosullar1 saglanir.
“<”Her x,y € M,r € R igin i), ii), iii) sartlart kullanilarak,
kT = \/ w@rae)
x+y=a+b
= (ut+r)(x +y)
< p(x +y),

nx) < (=)
= pu(=x),

e < \/ w@

rx=ra
= ru(rx)
< p(rx)
esitsizlikleri saglanir. Boylece ¢ M nin TL-1-alt modiildiir.
2) =" u, M nin TL-2-alt modiilii olsun.
i)
(=)@ = \/ w@TC0®)

x=a+b

= \/ w@ru-n

x=a+b
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< \/ ua-m)

x=a+b

= pu(x)
Buradan u+;(—p) < u.
i) 1-i1) ye benzer sekilde yapilir.
“<"Her x,y € M,r € R i¢in i), ii) sartlar1 kullanilarak,
u)Tu(y) = p()T(=p)(=y)
< \/ worEno
x—-y=a+b
= (ptr ) x =)
< ux—y)
u(x) < u(rx) esitsizligi 1) e benzer sekilde yapilir. Boylece u, M nin T L-2-alt modiiliidiir.
3) ”=" u, M nin TL-5-alt modiilii olsun. Her x € M, r,s € R igin

Gptrs@ = \/ ru@Tsucb)

x=a+b

= \/ \/ uenrc\/ u@y
b=sd

x=a+b a=rc

SAVAVAVIIGLTC)

x=a+b a=rc b=sd

a=rc
b=sd

< p(x)
Buradan ru+,su € u dir.
“<”Herx,y e Mver,s € R igin

HCOTu(y) < \/ () Tu(d)

rx+sy=rc+sd

(rutrsp)(rx + sy)
< u(rx +sy)

Boylece p M nin TL-5-alt modiiliidiir.
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Teorem 2.1.20: M bir R-modiil ve {y;|i € Q} M nin L-alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Bu
durumda;

i) Herie Qicinpy; € FM;(M, T, L) ise Nieq i; € FMy(M, T, L),

ii) Herie Qicinp; € FMy(M, T, L) ise Njeq i € FM,(M, T, L),

T .
€ Ql’ll

iv) Heri€ Qicin p; € FM,(M,T,L) ise Niea tt; € FM4(M, T, L),
v) Herie Qiciny; € FMc(M,T,L) ise N;eqp; € FMs(M, T, L).

i) Her i € Q igin u; € FM5(M, T, L) ise € FM;(M, T, L),

ispat:
1) Teorem 1.5.6.ii) ile N;eq u; M nin TL-1-alt grubudur. Diger yandan x € M ve r € R igin

(e = [\

IEQ i€eQ

< N\ w0

ieQ

= ([ |

i€Q
Boylece (Nieq 1) (x)<(N;eq i;) (rx). Sonug olarak N;eq u; TL-1-alt modiilidiir.
ii) i) ye benzer bigimde yapilir.

i) Teorem 1.5.5 iv) ile, r

c oW M nin TL-3-alt grubudur. Diger yandan x € M ve

r € Rigin
T T
T
< .

= ( g M)(X)

.. T T T s las qes
Boylece (i c Q”i) x)< (i c Qui)(rx). Sonug olaraki c oM T L-3-alt modiilidiir.

IV) 1) ye benzer sekilde yapilir.
V) {u;li € Q} M nin TL-5-alt alt modiillerinin bir ailesi olsun. Buradan,

X,y € Mve s,r €R icin
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(ﬂ m) T (ﬂ m) ») = [/\ui(x)] T

1EQ 159} IEQ

/\ ui(y)]

IEQ

< N\ wCor )

IEQ

< /\ui(rx + sy)

EN

()

iEQ

Boylece
(ﬂ m) GoT (ﬂ m) OF (ﬂ m) (rx+ 5y)
1EQ EQ iEQ

elde edilir. Sonug olarak N;eq #; M nin TL-5-alt modiiliidiir.

Teorem 2.1.21: {w]i € Q} M nin L-alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Bu durumda
asagidakiler gecerlidir.

i) Herie€ Qiginy; € FM;(M,T,L) ise Y1cop; € FM(M, T, L),

ii) Heri€ Qigin yu; € FM3(M,T,L) ise Y.lcou; € FM3(M, T, L),

iii) Heri€ Qicin u; € FM,(M,T,L) ise Y.lcou; € FM,(M, T, L).

ispat:

i) Herx,y € M,r €R igin

O wery wo=| L ww

x=Xiej, Xi.J1S2sonlu

T
T \/ i E]Z‘ui(yi)

Y=Xiej, Yi-J2S2sonlu
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\/ G mGTC ) w0

x=Xiej, Xi
Y=Xiej, Vi
J1,J2 S0 sonlu

T
< ] e
- \/ i E]nul(zl)
xX+y=XiejZj,J<2sonlu

Boylece (Xl T Cleni) @) < (Rlenu) (x + y) elde edili.

(Z;gﬂi) () = \/ i Z]Mi(xi)

X=Zie]1 x;,JE2sonlu

IA

T
i E]:ui(_xi)

x=2i€]1 x;,JE2sonlu

IA

T
i e H)

—x=Yiej, Vi JSsonlu

= (Z;Qﬂi) (—=x)

Buradan (Xic i) (0)<(Xfe 1) (—x) elde edilir.

(ZiTeQMi) () = \/ i Z]‘ui(xi)

x=2ie]1 x;,J S sonlu

T
s \/ i E]:ui(rxi)

x=2ie]1 x;,JEQ2sonlu
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< 1 7.
< i w;(z;)

rX=Yica Zi,AS2sonlu

= (Z;gm) (rx)

Boylece (Xl 1) (0)<CX o 1) (rx) elde edilir. Buradan X7 ,u; € FM;(M, T, L) dur.
ii) Teorem 1.3.10ile Y7 ou; € F(M,T, L) dir. Béylece i) ve Teorem 2.1.10 (i),(iii) ile
Yicoui € FMg(M,T,L) dir.
i) Onerme 2.1.14 ile 1=1;(0) < XTcou)(0) < 1. Buradan (X7ou;)(0) = 1. Boylece
Y oui € Fo(M, L) dir. Sonug olarak i) ve Teorem 2.1.10 (i), (iv) ile
Y oui € FMu(M,T, L) dir.
Sonug 2.1.22: M ise R-modiil ise asagidakiler gecerlidir.
i) (FMy(M,T,L), <) tam kafestir ve {y;|i € Q} € FM;(M, T, L) i¢in
Sup{p;li € Q} = Yo, INF{wli € O} = Nigq ; dir.
ii) (FM,(M,T,L), <) tam kafestir ve {y;]i € Q} € FM,(M, T, L) i¢in
Inf{p;[i € Q} = Nieq u; dir.
iii) (FM3(M,T,L), <) tam kafestir ve {y;|i € Q} € FM3(M, T, L) i¢in

sup(uli € 0} = Xlow, Influlie 0} = 1wy dir
iv) (FM4(M,T,L), <) tam kafestir ve {y;|i € Q} € FM,(M, T, L) i¢in
Sup{wli € Q} = Y, Influ;li € Q} = Nigq p; dur.
v) (FMg(M,T,L), <) tam kafestir ve {y;|i € Q} € FM5(M, T, L) igin
Inf{y;li € Q} = Njeq 1 dir.
ispat:
i) Teorem 2.1.9 (i) ve Teorem 2.1.14 ile
Yleou; € FMy(M,T,L) ve Vi € Qigin u; € Yleop;
dir. Diger yandan 6 € FM;(M, T, L) ve Vi € Q i¢in p; € 6 olmasi durumunda Teorem
2.1.12 kullanilarak,

N SRRV Yes

X=Yjej Xj,] SQ sonlu
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T
< \/ (e 106

x=Yjej Xj,] EQ sonlu

< \/ 0 in

x=Yjej Xj,] EQ sonlu i€

= 0(x)
elde edilir. Buradan Y., y; € 6 dir. sonug olarak Sup{p;|i € Q} = YL, p; dir. Teorem
2.1.18 ile Inf{y;|i € Q} = Njeq y; dir.
ii) Teorem 2.1.20 ii) den elde edilir.

iii) Teorem 2.1.10 (i), (iii) ve i) ile Sup{w;|i € Q} = ¥ 1; dir. Ayrica Teorem 1.4.6 ile
: .. T
. C s
VlEQ.l(;lnl, c oMi SHi
dir. Diger yandan 6 € FM3(M, T, L) ve Vi € Q i¢in © € y; olmasi durumunda Teorem 1.4.6

)il T elde edilir.

€ Qlli
iv) (i) ye benzer sekilde ispat edilir.
v) Teorem 2.1.20 v) den elde edilir.

dir. Teorem 2.1.18 ile Inf{y;|i € Q} = ; gﬂui

Sonug 2.1.22 6zel durumu olarak asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 2.1.23: M ise R-modiil ve T sonsuz V-dagilimli t-norm ise asagidakiler gecerlidir.
i) (FM;(M,T,L), <) kafestir ve u,9 € FM;(M, T, L) i¢in
uveo =u+tT9vepund=undd
dir [10].
ii) (FM3(M,T,L), <) kafestir ve u,9 € FM3(M, T, L) igin
uveo =u+T 9veu N = uT9
dir.
iii) (FM,(M,T,L), <) kafestir ve u,9 € FM,(M, T, L) igin
uvyd =ut+rdveuANd=und
dir.
Teorem 2.1.24: M R-modiil ve T sonsuz V-dagilimli t-norm ise (FM3;(M, T, L),S) modiiler
kafestir.
Ispat: u,9,0 € FM;(M,T,L) ve 9 € u olsun. Buradan Teorem 1.2.7 (iii) ile
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IVUAB) S un@®VH) 1)
dir. Ayrica, Sonug 1.2.21 ile Vx € M igin
9(x) =9()TI(x) < u(x)TI(x) < I9(x)
Buradan u(x)T9(x) = 9(x) elde edilir.
(A@VO)(x) = p()TW+70)(x)
= nOT[H(x) V O(x) V Vy=a+p I (@)TO(D)]
= pOTI(x) V p()TO(X) V Vymqrp k(x)TI(@)TO(b)]
=9(x) V (uT0)(X) V Vr=q+p I(@)Tpu(x)TI(a)TO(b)]
S I V UTE)(X) V Vizars 9(@)Tu(x)Tu(a)T6(b)]
<9V (UT0)(X) V Vy=q+p 9(@)Tu(x — a)TH(b)]
=9(x) V (UTO)(X) V Vy=asp 9(@)Tu(b)TO(b)]
=9(x) V (UTO)(X) V Vy=a+p ()T (uT6)(b)]
=(0+"(uT6))(x)
=@V (A 0))(X)
Boylece (1)ile uA(@VEO) =9V (uAB) elde edilir. Buradan (FM3(M, T, L),S) modiiler
kafestir.
Sonug¢ 2.1.25: M ise R-modiil ve L sonsuz V-dagilimli kafes olsun. Bu durumda,
i) (FM;(M,L),©) modiiler kafestir [10].
ii) (FM,(M, L),©) modiiler kafestir [14].
Sonu¢ 2.1.26: R bir halka ve T sonsuz V-dagiliml t-norm ise (FLIz(R,T,L),S) modiiler
kafestir.
Sonug 2.1.27: R bir halka ve L sonsuz v-dagilimli kafes olsun. Bu durumda,
i) (FLI;(R,L),S) modiiler kafestir [30].
ii) (FLI4(R, L),S) modiiler kafestir [30].
Teorem 2.1.28: M R-modiil ve T sonsuz V-dagilimli t-norm olsun. Bu durumda asagidaki
onermeler denktir.
i) (FM3(M,T,L),<) dagilimh kafestir,
ii) (L(M), <) dagilimli kafestir.
Ispat:
1)=11) A,B,C € L(M) ise 14,1, 1c€FM3(M, T, L) dir. Buradan
lan@+c = 1a N 1p4c

= 1,T(1p+"1¢)
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= 1A (1gV1c)
= (1aA1p) V(1aA1g)
= (1aT1p)+"(1T1c)
= 1(anB)+(anc)
Boylece AN (B+C) =(ANB)+ (AN C) dir. Sonug olarak (L(M), €) dagiliml kafestir.
i)=i) u,9,0 € FM3(M, T, L) olsun. Buradan Teorem 1.2.7 (iii) ile
WAV @A) Spun@VE) @
dir. Ayrica, Vx € M i¢in
A@VO(x) = p()TW+0)(x)
= QTP (x) V O(x) V Vy=a+p I (a)TO(D)]
= p()TI(x) V u(x)TO(x) V Vyqsp #(x)TY(a)TH(b)]
= uT9)(x) V (uTO)(x) V Viza+p h()TI(@)TO(D)] (1)
x =a+bicin a= u(x)TI(a)TO(b) ise a€ Dt Ve x € U,, a € 9y, b € 8, dir. Buradan
XE UL N Og+0y) = (UgNUYy) + (U NO) vedc €Euy, NIy ved € u, N O, ve
x=c+d.
Buradan,
a<u(c),a<9(c),a<uld),a<6(d)ve
a= aTaTaTa < pu(c)TI(c)Tu(d)TO(d)
= (uT9)(c)T(uT6)(d)
< Vimurn HTO@TUTOW)  (2)

(1) ve (2) ile

(UA@VO))<(uTI)(x) V (UTO)(X) V V=t p(HTH) (W) T(LTO) (V)
= ((uT9)+" (uT))(x)
= ((uA9) VvV (uA0))X)

elde edilir. Buradan u A (9 Vv 0) = (uAI9)V (uA0O) dir. Sonug olarak (FM5(M,T,L),<S)
dagilimli kafestir.

Sonug 2.1.29: R bir halka ve T sonsuz V-dagilimli t-norm olsun. Bu durumda asagidaki
onermeler denktir.

i) (FLI3(R,T,L),S) dagilimli kafestir,

ii) (LI(R), ©) dagiliml1 kafestir.

Teorem 2.1.30: M,N R-modiller ve f:M — N bir R-modiill homomorfisi olsun. Bu

durumda asagidaki 6zellikler saglanir.
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i) weFM;(M,T,L)ise f(u) € FM;(N, T, L),

ii) ueFM,(M,T,L)ise f (u) € FM,(N,T, L),

iii) u€FM;(M,T,L)ise f(u) € FM3(N, T, L),

iv) u€FM,(M,T,L)ise f(u) € FM,(N,T, L),

v) u€FMs(M,T,L)ise f(u) € FMs(N, T, L).

ispat:

i) [66, Teorem 3.11 (1)] ve [75, Teorem 3.10 (1)] den agiktir.

ii) i) ye benzer sekilde ispat edilir.

iii) u € FM3(M, T, L) olsun. Buradan Im uc Dy ve u € FM,(M,T,L) dir. Ayrica 1.3.10
Teorem ii) ile VyeN icin f(u)(y) = Vy=fx) u(x)eDr
Boylece Imf (u)< Dy. Boylece ii) ile f(u) € FM3(N, T, L) dir.

iv) u € FM,(M, T, L) olsun. Buradan u(0) = 1 ve u € FM,(M, T, L) dr.
Buradan 1 = u(0) < Vo=fyu(x) = f(u)(0) <1
Buradan f(u)(0) = 1 veii)ile f(u) € FM,(N,T,L).

V) u € FMg(M,T,L),a,b € N,r,s € R olsun.

F@Tr@® = \/ 11 \/ 1o
a=f(x) b=f(y)

= \/ oo
a=f(x).b=f()

< \/ u(rx + sy)
a=f(x).b=f()

< \/ u(rx + sy)
ra+sb=f(rx+sy)

< \/
ra+sb=f(u)

= f(W(ra + sb)
Boylece f(u) € FMg(N, T, L) dir.
Teorem 2.1.31: M,N R-modiiller ve f:M — N bir R-modiil homomorfisi olsun. Bu
durumda asagidaki 6zellikler saglanir.
i) veFM,(N,T,L)ise f1(v) € FM;(M,T, L),
ii) veFM,(N,T,L)ise f~1(v) € FM,(M,T,L),
iii) veFMy(N,T,L)ise f~1(v) € FMs(M,T,L).
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iv) v €FM,(N,T,L)ise f~1(v) € FM,(M,T,L).

v) v€FM(N,T,L)ise f~1(v) € FMc(M, T, L).

Ispat:

1) [66, Teorem 3.11 (2)] ve [75, Teorem 3.10 (2)] den agiktir.

i) veFM,(N,T,L),a,b € M,r € R olsun.

frW@Tf()(b) = v(f (@) Tv(f (b))
<v(f(a) - f(b))
= v(f(a— b))
=f"'(w)(a—b)

i) ye benzer sekilde f~*(v)(a) < f~1(v)(ra).

Boylece f~1(v) € FM,(M, T, L) dir.

iii) v € FM3(N,T,L) olsun. Buradan Imvc Dy ve v € FM,(N,T,L) dir. Boylece
F W) (@)=v(f(a))eDy ve Imf~1(v)c Dy. Buradan ii) ile f~'(v) € FM3(M,T,L)
dir.

iv) v € FM,(N, T, L) olsun. Buradan v(0) = 1 ve v € FM,(N, T, L) dir.

Buradan 1 = v(0) = v(f(0)) = f~1(v)(0).

Buradan f~1(v)(0) = 1 veii)ile f~1(v) € FM,(M, T, L).

V) v € FMs(N,T,L),a,b € M,r,s € R olsun.
fr@@Tf W)(b) = v(f (@) Tv(f (b))

<v(rf(a) +sf(b))
=v(f(ra) + f(sh))
= v(f(ra + sb))
= f~Y(v)(ra + sb)

Boylece f~1(v) € FMs(M, T, L) olur.

Teorem 2.1.32: {M;|i € 2} R-modiillerin ailesi, y; € F(M;, L) ve i € 2 olsun. Bu taktirde

asagidakiler saglanir.

i) Her i€ Qicinp; EFMy(M;, T, L) ise [1ieq i EFMi(Ilieq min T, L),

i) Heri € Qicin y; EFMy(M;, T, L) ise [lien i EFMo(Il;eq i, T, L),

iii) Her i € Q2 i¢in y; EFMy(M;, T, L) ise [lien tti EFMa(Ilieq ui, T, L),

iv) Her i € Q2 i¢in y; EFMs(M;, T, L) ise [lien tti EFMs([1ieq ui, T, L).
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ispat:
i) (x), ) €IlicaM;,,r € R olmak tlizere Vi € 2 igin u; EFMy(M,;, T, L) olsun.

Buradan
( Jroeor (]_[ m) 00 = ([\uCoT(/\ o)
= (]_[ 1) (G + y)
p (]_[ 1) () + ()
[ [m 0= Awd 4
S ;{Zm(_xi)
= <1_[ 1) ()
= <1_[ ) (=)
(| Jro@o= Km(x&
< /\ wi(rx)
= <1_[ #((rx)
= (1_[ o) (r(x))

Boylece [lieo i EFM1(I1ien M;, T, L) dir.

i) 1)’ ye benzer bigimde ispat edilir.

iii) Her i € Q i¢in u; EFMy(M;, T, L) olsun. ii) ile [lieqpi EFM2(I]ieq M;, T, L) oldugu
agiktir.
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[ [ ©@ = [\ =1

iEN 1EN
Boylece [lieq tti € FMy(Ilien M;, T, L) dir.
iv) Her (x;), (v;) € [lieo M;,,r,s € Rve Vi € Q i¢in y; € FMs(M;, T, L) olsun.

(1_[ ) ()T (1_[ Mi) () = (/\ Mi(xi))T(/\ wi(v:))

iEN iEN iEN IEN
< /\Mi(xi)THi(Yi)
iEN
< [\ wi(rx; + sy;)
= N\ mitre + s
iEN
= ([ [ G + s
EN

BE)YIGCC HiE.Q Ui € FMS(HL'E.Q M;,T, L) elde edilir.
Teorem 2.1.33: M R-modiil ve T, L tam kafesi iizerinde bir t-norm olsun. Bu durumda

asagidakiler saglanir.

i) Heri € 0 icin u; EFMy(M,, T, L) ise ?ET‘gele(nieg M,,T,L),

ii) Her i € 0 icin u; EFMy(M,, T, L) ise FélgEFMz(Hieﬂ M;,T, L),

iii) Her i € 0 icin u; EFMs(M,, T, L) ise l,HET’geFMg(r[ia2 M;,T, L),

iv) Her i € 0 icin iy EFMy(M,, T, L) ise irIET‘geFM4(r[ieﬂ M,,T, L),

V) Heri € 0 icin u; €FMs(M,, T, L) ise l,HET’geFlvls(r[ia2 M;,T,L).
Ispat:

|) Her (Xl'), (yl) € l_[iE.Q Mi’ ,T E RveVie 1(;11'1 Ui € FMI(Mi, T, L) olsun.

Hrp Iru; (T T
(i g‘})o@-))T (l. g‘}zm)) = (l. c Qm(xi))T(i c Quicyi))

< ()T (yi)
< wi(x; +yi)

, o (TTpuy Ilru; .
olur. Buradan her i € 2 i¢in (i élg(xi)) T (i é%(yﬂ) < wi(x; +y) dir.
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({Iggm) T (nm <yl>> < & mCa+ )

= ({[ET'[E) (e + 1)

Boylece, (l i (xo) (“T”l (yJ) < (724 (@ + o) di

() (@) =, £ gt
< e Qul( X;)

= (7))

() (@) =, £ g
=€ Qul(rX)
— (HTﬂl ) (r(xl))

Bu esitsizliklerle birlikte ET’E eFM1([T;en M;, T, L) dir.

i) 1)’ ye benzer bigimde ispat edilir.

iii) ii) ve Teorem 1.4.6.iii)’ den elde edilir.

iv) 1ii)’ den agiktir.

V) 1)’ ye benzer bigimde ispat edilir.

Teorem 2.1.34: M R-modiil ve T, L tam kafesi lizerinde bir t-norm olsun. Bu durumda

asagidakiler saglanir.

k
i) Heruq, uy, ..., iy EFMy(M,T,L) ise T u,€FM1(M,T,L),
i=1
k
i) Her uq, ty, .., iy EFMo(M,T,L) ise T u;€EFM2(M,T,L),
i=1
k
i) Her uq, ty, ..., ux EFM3(M,T,L)ise T w;€FM3(M,T,L),
i=1
k
iv) Her uy, ty, ..., iy EFMy(M,T,L)ise T w;€FM4(M,T,L),
i=1
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k
V) Her uy, g, .., EFMs(M,T,L)ise T u;€FMs(M,T,L).
i=1
ispat:
) X,y €E Mver € R igin,

k k
< T m)(x)T( T m)(y)=ul(x)Tuz(x)T---Tuk(X)Tul(y)Tuz(y)T---Tuk(y)
i=1 i=1

< pr(c +Y)Tpp(x + )T . Ty (x + y)

k
=< T ui>(x+y)
i=1

lii) () = u ()T pz T ... Ty (x)
1

I~ =

[

< (=) Tp ()T ... Ty (—x)

k
=< T #i)(—x)
i=1

k
( T ﬂi) (x) = g () Tuz ()T ... Ty (x)
i=1

< (rx)Tuy,(rx)T ... Ty (rx)

k
=( T Mi)(rx)
i=1

k
Sonug olarak T w,€EFM;(M,T,L) dir.
i=1
i) 1) ye benzer sekilde ispat edilir.

k
iii) T w;€F(M,T,L) oldugundan ii) den elde edilir.
i=1
k
iv) T wu;(0) =pu(0)Tuy(0)T ... T (0) = 1 veii) ile ispat tamamlanur.
i=1
V) 1) ye benzer sekilde ispat edilir.
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Bir R halkasi ve L-alt halkas1 lizerinde L-alt modiillerin baz1 6zellikleri [2, 46, 47]

calismalarinda incelendi. Bu boliimde R nin keyfi bir L-alt kiimesi tizerinde TL — 6 — i-alt

moduller tanitilacaktir.

Tamim 2.2.1: M bir R-modiil, u €F(M, L) ve 6 €F(R, L) olsun.

1) wu, M nin bir TL — 6 — 1 alt modiiliidiir denir : &

—

WEFG.(M, T, L),

ii) Her x € M veherr € Rigin u(x)TO(r) < u(rx) dir.

2) W, M ninbir TL — 8 — 2 alt modiilidiir denir : &

—

HEFG,(M, T, L),

ii) Her x € M ve herr € R igin u(x)TO(r) < u(rx) dir.
3) u, M nin bir TL — 6 — 3 alt modiiliidiir denir : & neF(M,T,L) ve u M nin TL — 6 —2-

alt moduludiir.

4) u, M ’nin bir TL — 6 — 4 alt modiilidiir denir : < p € Fy(M,L) ve u M’nin TL — 6 —

2 alt moduludiir.

5) u, M nin bir TL — 8 — 5 —alt modiiltidiir denir : & Her x,y € M ve her r, s R i¢in
p)Tu()TO()TO(s) < u(rx + sy).

Tablo 2.2.1: M nin TL — 6 — i-alt modiillerinin gdsterimleri ve isimlendirmeleri

T t—norm, L tam _ _ _ _

kafes T=Ty L=10,1] T=Ty,L=[01]
FMl (MI T; L! 9) FMl(MF LF 6) FM].(M: TF 9) FMl(Mr 9)

TL—60 -1 at | L—6 -1 alt |T—6—1 bulanik | 8 —1 bulamk alt
modiil modil alt modiil modil

FM, (M,T,L,6) FM.(M, L, 6) FM>(M, T, 0) FM,(M, 6)

TL—0 -2 alt | L—06 -2 alt | T — 6 — 2 bulanik 0 — 2 bulanik alt
modiil modiil alt modiil modiil




Tablo 2.2.1° in devami
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FMs; (M,T,L,6) FM3(M, T, 0) FM3(M, 6)
FMs(M, L,0)

TL—6 -3 alt T—0—3 bulanik| 8 —3 bulanmik alt
L — 6 — 3 alt modul

modil alt modiil modil

FMs (M, T,L,0) FM4s(M, T, 6) FM4(M, 6)
FM4(M, L, 0)

TL—0—4 alt T—6—4 bulanik | 8 —4 bulamk alt
L — 6 — 4 alt modul

modiil alt modiil modil

FMs (M, T,L,0) FMs(M, T, 6) FMs(M, 6)
FMs(M, L, 6)

TL—6 -5 alt T—60—-5 bulantkk | & —5 bulanik alt
L — 6 — 5 alt modul

modiil alt modiil modil

Uyan 2.2.2: M bir R-modiil ise tanimlarin agik sonucu olarak

FM(M, T, L, 1z) = FMy(M, T, L) dur.

Ornekler 2.2.3: T L tam kafesi tizerinde bir t-norm ve 8 €F(Z, L) olarak verilsin. Bu

her 1<k <5 igin

durumda (Z,, +) degismeli grubu Z-modiil olarak alimirsa FM;(Z,,T,L,8) kiimeleri

asagidaki sekildedir.

i) FM,(Z,,T,L,0) ={pneF(Z,,L) | (1) Tu(1)< u(0), Vke Z igin p(1)T 6(2k)< n(0)}
i) FM,(Z,,T,L,0) = {ueF(Z,,L) | n(1)Tu(1)< u(0), Vke Z icin p(1)T 6(2k)< u(0)}
iii) FM3(Z,,T,L,0) = {ueF(Z,,T,L)|u(1)<u(0) },
iv) FM,(Z,,T,L,0) = {ueF(Z,,L)|n(0)=1},

V) FM;(Z, T,L,0) = {neF(Z,,L)|

u(DTu(DT 62k + DT (21 + 1)< u(0)}.

Vk,le Z i¢in u(1)Tu(T 6(2K)T 6(21)<u(0),

Onerme 2.2.4: M bir R-modiil ve 8 €F(R, L) olmak iizere asagidakiler saglanir:
) FMi(M,T,L)S FM(M, T, L, 6),
i) FMy(M,T,L)S FM,(M,T,L,6),
iii) FM3s(M,T,L)< FM3(M,T,L,6),
iv) FM4(M,T,L)S FMy(M, T, L, 6),
V) FMs(M,T,L)C FMs(M,T,L,8).

Ispat:

i) peFMi(M,T,L),x,y € M ver € R olsun. Buradan u(x) < u(rx). Ayrica
p()TO(r) < u(x) < u(rx)
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elde edilir. Boylece ueFM1(M, T, L, 8)dur.
i) 1) ye benzer sekilde ispat edilir.
i) 1)' ye benzer sekilde ispat edilir.
iv) i)' ye benzer sekilde ispat edilir.
V) ueFMs(M,T,L), x,y € M ver,s € R olsun.
p)Tu)TO)TH(s) < p()Tu(y) < pu(rx + sy)
oldugundan ueFMs(M, T, L, 6).
Asagidaki onermelerin ispatlar1 tanimlardan kolaylikla elde edilir.
Onerme 2.2.5: M bir R-modiil, 8 €F(R,L) ve T; < T, olmak iizere asagidakiler saglanir:
i) FMi(M,T,,L,0)c FM;(M,T,,L,0),
i) FM,(M,T,,L,0)< FM,(M, Ty, L, 0),
iii) FM4(M, T, L, 0)< FMy(M, Ty, L, 6),
iv) FMs(M, T,, L,0)< FMs(M, Ty, L, ).
Onerme 2.2.6: M bir R-modiil, 6;,0, €F(R,L) ve 6, € 8, olmak iizere asagidakiler
saglanir:
i) FMi(M,T,0,)< FMiy(M,T,6,),
ii) FM.(M,T,0,)< FM,(M, T, 6,),
iii) FM3(M,T,0,)< FMs(M, T, 6,).
iv) FM4(M,T,0,)< FM4(M, T, 6,),
v) FMs(M,T,0,)< FMs(M,T, 6,).
Teorem 2.2.7: M bir R-modiil ve 6 €F(R, L) olsun. Bu durumda asagidakiler gergeklenir:

i) FMi(M,T,L,0) < FM,(M,T,L,8),

ii) FMi(M,T,L,0) < FMs(M,T,L,8),

iii) Herr € Rigin 6(r) < 8(—r) ise FM,(M, T, L,0) < FMs(M, T, L, 6)

iv)] FM;(M,T,L,0) < FM;(M,T,L,0),

v) FM,(M,T,L,0) < FM;(M,T,L,8),

vi) M fniter R-modiil ise FM;(M,T,L,8) = FM,(M, T, L, 8).

Ispat:

i) Teorem 2.2.4 1)’ ye benzer bigimde ispat edilir.

ii) ueFM;(M,T,L,8) olsun. Buradan Vx,y € M,r,s € R igin
n@)TuITOITO(s) < p(rx)Tu(sy) < p(rx + sy)

elde edilir. Boylece u €EFMs(M, T, L, 6).
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iii) ueFM;(M,T,L, ) olsun. Buradan Vx,y € M,r,s € R igin
p)Tu)TO)TO(s) < u(rx)Tu(y)TO(—s)
< ur)Tu((—=s)y)
< u(@x)Tu(-sy)
< u(rx — (=sy))
u(rx +sy)

dir. Boylece u €EFMs(M, T, L, 6).

iv) Teorem 2.1.7 (iii) ye benzer sekilde yapilir.

V) Teorem 2.1.7 (iv) ye benzer sekilde yapilir.

vi) Teorem 2.1.7 (v) ye benzer sekilde yapilir.

Teorem 2.2.8: M bir R-modiil, {g;|i € £2} M nin L-alt kiimelerinin bir ailesi ve 8 €F(R, L)
olsun. Bu durumda;

i) Heri€e Qicin p; € FM{(M,T,L,8) ise Nicq 14 € FM;(M, T, L, 8),

ii) Heri€ Qicin p; € FMy(M, T, L, 8) ise Nicq i € FM,(M, T, L, 8),

i) Her i € Qicin y; € FM;(M,T,L,6) ise T € FMy(M, T, 1, 6),

c Qui
iv) Heri€ Qicin ; € FM,(M,T,L,0) ise Nico 15 € FM,(M, T, L, 0),

v) Herie Qigin y; € FMg(M, T, L, 0) ise Nieq 1 € FMs(M, T, L, 0).

ispat:

i) {wli €} <FMi(M,T,L,0) olsun. Buradan Vx,y € M ve r € R igin

Teorem 2.2.7 i) ye benzer bigimde (Nieq i) ()T (Nieq i) M=(Niequi)(x +y) ve
(N;ea 1) (X)<(Njen 1) (—x) esitlikleri elde edilir. Ayrica

(eowree = (/\m(x)) To(r)

ieQ IEQ

< N@@roey)

iEQ

< N\ w0

i€EQ

= (e

IEQ
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dir. Boylece (Njeq i) (X)TO(r)<(Njeq 4i) (rx). Sonug olarak N;cou; € FM1(M, T, L, 6)
dir.
ii) 1) ye benzer sekilde ispat edilir.

iii) Teorem 1.5.51v) ilel. r

c oM € FG3(M, T, L) dir. Diger yandan x € M ve r € R igin
(1 T < L [mG)TOm)]
e Q™ —jieqQ™
T
< .
_., T
= ( @ 00

Sonug olarak . gQui € FM;(M, T, L, 0) dir.

iv) 1) ye benzer sekilde ispat edilir.
v) {u;li € L} TL — 6 — 3-alt alt modiillerinin bir ailesi olsun.x,y € M ve r, s € R igin

(ﬂ ui) GO (ﬂ m) (ITOEITO(s) = [/\ b (x)] r

159 EQ iEQ

A m(y)] TO(rTO(s)

IEQ

Teorem 1.2.6) ile

A\ uz(x)] T [ A\ ui(y)] TOITOE) < [\ (LCIT 1,0 TOEITO(S))

i€Q i€Q i,jeQ
< \@weT o) TOEIT(S))

IEQ

< N+

€N

= <ﬂ m) (rx + sy)

ieQ
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Boylece

(ﬂ ui) GOT (ﬂ ui) YTOE)TO(s) < (ﬂ m) (rx + sy)

ieQ i€eQ ieQ
elde edilir. Sonug olarak N;ecq u; TL — 6 — 3-alt modiliidiir.
Sonug 2.2.9: M R-modiil ve 6 €F(R, L) olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir.

i) (FM:(M,T,8), <) tam kafestir,

i) (FM2(M,T,8), <) tam kafestir,

iii) (FM3(M, T, 8), <) tam kafestir,

iv) (FM4(M,T,0), <) tam Kkafestir,

v) (FM4(M,T,0), <) tam kafestir.

Teorem 2.2.10: {y;]i € Q} M nin L-alt kiimelerinin bir ailesi, 8 €F(R,T,L) ve T sonsuz
V- dagilimli bir t-norm olsun. Bu durumda asagidakiler gecerlidir.

i) Heri€e Qiginp; € FM(M,T,L,8) ise Y1 ou; € FM;(M,T,L,8),
ii) Heri€ Qiginy; € FM3(M,T,L,0) ise Y1 on; € FM5(M, T, L,6),
iii) Heri€ Qiginy; € FM,(M,T,L,0) ise Y1 op; € FM,(M, T, L, ).
Ispat:

i) Teorem21.2lile X" ,u; € FG,(M,T,L) dir.

<Z;Q”i) ITOCr) = [ \/ ; Z JHiGxITO)
x=Yiej, ¥i,JS2sonlu

= /e mGorem)

x=Yiej, Xi,JS2sonlu

\/ i gj.ui(rxi)

x=Yiej, Xi,JS2sonlu

AN

T .
ieat

rX=Yica Z;,AS2sonlu

- (ZTQu) (rx)

IA

(z;)
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Buradan Y7 ou; € FM;(M, T, L, 6) dur.

ii) Teorem 1.3.10ile Y7 ou; € F(M,T, L) dir. Béylece i) ve Teorem 2.2.7 (i), (iv) ile
Yicoui € FMg(M,T,L,0) dir.

iii) Teorem 2.1.21ile Y7 ou; € Fo(M, L) dir. Béylece i) ve Teorem 2.2.7 (i), (iv) ile
Yicoui € FM,(M,T,L,0) dir.

Teorem 2.2.11: M R — modiil, 8 €F(R, L), u €F(M, L) olmak iizere asagidakiler saglanir.

1) wu, MninTL — 6 — 1-alt modiildiir ;=
i) wutrpcp,
i) ps—u
i) 0 Oru < u.
2) W, M ninTL — 6 — 2-alt modiildiir ;<
i) utr(=w) Sp,
i) 60O0rucp
3) w, MninTL — 6 — 5-alt modiildiir :< 6 O u+70 O 1 S u.
Ispat:
1) “:=”1i)veii) Teorem 2.2.12.1) ile elde edilir.
i) Herx € M igin
0.0 = \/ 60)Tu(@

xX=ra

elde edilir.
“e=:"1), i) ve Teorem 2.2.12.1) ile Vx,y € M ve r € R i¢in

p)T () < plx +y) ve u(x) < p(—x)
dir. Buradan

uerer < \/ 06T

rx=ra

= 6.7 u(rx)
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< pu(rx)
Boylece u TL — 6 — 1 alt modiildiir.

2) 1) e benzer sekilde ispat edilir.

3) “:=” Herx € M i¢in

O utr07 000 = \/ 00707 u(w)

= \/ 1 emrru@nrt\/ oruwm
X=u+v u=ra v=sb

_ \/ \/ \/[H(r)Ty(a)TH(S)T#(b)]

X=u+v u=ra v=sb

< \/ u(ra + sb)

xX=u+v
u=ra
v=sb

= pu(x)

“<="Vx,y EMver,s €R igin

uE)Tu()TO)TOH(s) < \/ u(@)Tub)TH(r)TOH(s)

rx+sy=u+v
u=ra
v=sb

= @.rW)+7O0.7r W)(rx + sy)
< u(rx +sy)

elde edilir. Buradan u M nin TL — 6 — 5-alt modiildiir
Teorem 2.2.12: M ise R-modiil ve T sonsuz V-dagilimli t-norm ve 6 €F(R, T, L) olarak

verilsin. Bu durumda,

n
i) Ly, e fiye FM (M, T, L,6) ise Z¢ wje FM;(M,T,L,6),
i=1
n
i) [y, Ho oo Hne FM,(M, T, L,0) ise Zr pe FM,(M,T,L,6),
i=1
n
i) [y, Uy, oy pe FM3(M, T, L,0) ise 2 pe FM3(M,T,L,6),
i=1
n
iv) Uy, Uy, .y hpe FM,(M,T,L,0) ise Zr pje FM,(M,T,L,0),
i=1
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n

V) U1, Uy oy Un € FMS(Mr T;Lr 0) ise z:T Ui FMS(M' Tr L; 0)
i=1

Ispat:
n
i) Teorem2.1.18ile X7 u;e FG;(M,T,L) dir. Her x € M,r € R i¢in
i=1

n n
( 5 ui) wrem =\ T wGree)
i=1 X=Z?=1xii:1

n
T p(rx;)
i=1

IA

x=2?=1xi

n
= ( X7 #i) (rx)
i=1

n
Sonug olarak X7 p;e FM;(M,T, L, 8) dir.
i=1

ii) 1) ye benzer sekilde ispat edilir.
n
iii) Teorem 2.1.18ile X7 u;je F(M,T,L) dir. Buradan ii) ile ispat tamamlanir.
i=1
n
iv) Teorem 2.1.18 ile X7 u;€Fo(M, L) dir. Buradan ii) ispat tamamlanir.
i=1
V) Ui, Uy, ..., Up€ FMs(M, T, L) olsun. Her x,y € M,r,s € R i¢in

n n
< Zr #1) (T < Zr ui> ITOITE(s)
i=1 i=1

n n

T uGTC \/ T wOoNTIMTEE)
nox = 1 y=2?=1yii =1

n n

= (T wGETCT mO))TOEITOE)
i=1 i=1

x=Y X y=Xi2, Vi
n
= T [ ()T (y)TOT)TO(s)]

x=ym xpy=yn y; L= 1
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n

< \/ . T pi(rx; + sy;)
re=Y rxgsy=ynr, sy; L = 1
n
< T wi(a)

rx+sy=yt a;,t = 1

n
(3 w)ores
i=1
n
Sonug olarak X; p;e FM<(M,T, L, 6) dir.
i=1

Teorem 2.2.13: f: M — N R —modiil homomorfisi, 8 €F(R,L) ve T L-tizerinde sonsuz V-

dagilimli t-norm olmak {izere asagidakiler elde edilir.

i) u€eFMy(M,T,0) ise f(1) EFM(N, T, 8) dir,
i) 1 €FMy(M, T, 0) ise £ (i) EFMy(N, T, 8) dir,
iii) 1 €FMs(M, T, 8) ise f (i) EFMs(N, T, 8) dir.
iv) 1 €FMy(M, T, 0) ise f (i) EFM4(N, T, 8) dir,
v) uE€FMs(M,T,0) ise f(1) EFMs(N, T, ) dir.

Ispat:

i) w€eFM;(M,T,0), a,b € N,r € R olsun. Teorem 2.1.30.i) ile asagidaki esitsizlikler
kolaylikla yazilabilir.

fW@TfW () = f(w(a+b)ve fw(a) < fw)(=a).

fworem ={ \/ wew 1o
f)=y

= \/ (wwrem)
)=y

< \/ ueo
fx)=y

< \/ wow
rf(x)=ry

= \/ ueo
fax)=ry
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< \/ p(a)
fl@)=ry

= fw(y)

fWOTO(r) < f(W)(ry) esitsizligi  elde edilir. Bu
f(w) EFM1(N, T, 8) oldugu ispat edilmis olur.

ii) 1) ye benzer bi¢imde yapilir.
ili) 1) ye benzer bi¢cimde yapilir.
iv) i) ye benzer bi¢imde yapilir.
v) u€FMs(M,T,0),a,b € N,r,s € R olsun.

esitsizliklerle

F@TF@BTEETIE = (\/ 1) TC\/ woNTOETOE)

a=f(x) b=f(y)

_ \/ u(x) Tu(y) TO)TH(s)

a=f(x),b=f )

IA

u(rx + sy)
a=f()b=f ()

< \/ ulrx + sy)

ra+sb=f(rx+sy)

< \/ ulu+v)
ra+sb=f(u+v)

= f(ra + sb)
Boylece f(u) € f(u) EFMs(N, T, 6) dir.

birlikte

Teorem 2.2.14: f: M — N R —modiil homomorfisi, 8 €F(R,L) ve T L-iizerinde t-norm

olmak tizere asagidakiler elde edilir.

i) 9 EFMy(N, T, 8) ise f~1(9) EFMy(M, T, ) dir,
i) 9 eFMy(N,T,0) ise f-1(9) EFMy(M, T, ) dir,
iii) 9 €EFM3(N,T,0) ise f~1(9) EFM3(M, T, ) dir,
iv) 9 EFM(N, T, 8) ise f~1(9) EFMu(M, T, ) dir,
v) 9 EFMs(N, T, 8) ise f~1(9) EFMs(M, T, 6) dir.
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ispat:

i) 9 €eFMy(N,T,0)vea,b € M icin Teorem 2.1.31.i) ile
frO@TfH@OB) < f71W@)(a+b) ve f1(W)(@) < fFH (W) (-a)
dir. Her a € M,r € R igin

fr@O(@T6(r) = 9(f(@))TO(r)
< 9(rf(a))
=9(f(ra))
=f®0a)
Boylece f~1(9) EFMy(M, T, 8) dir.

ii) 1) ye benzer sekilde yapilir.

iii) 1) ye benzer sekilde yapilir.

iv) 1) ye benzer sekilde yapilir.

v) 9 €eFMs(N,T,0) veV a € M,r € R igin
FO@TF @ BITOEITO(s) = I(f(@)TI(f (b)) TOT)TH(5)

<9(rf(a) + sf (b))
= 9(f(ra + sb))
= 19 (ra + sb)

elde edilir. Boylece f~1(9) EFMs(M, T, 6) dur.

Teorem 2.2.15: {M;|i € 2} R-modiillerin ailesi, u; EF(M;, L), i € 2 ve, 6 €F(R, L) olsun.

Bu taktirde asagidakiler saglanir.

i) Herieiginy; € FM{(M;,T,L,0)ise [licou; € FM;(Il;eqM;,T,L,0),

i) HerieQiginy; € FMy(M;, T,L,0) ise [lico i € FMy(Ilieq M;,T,L,0),

iii) Heri e Qiginpy; € FMy(M;,T,L,0) ise [licotti € FMy(Ilieq M;,T,L,0),

iv) Heri € Qiginpy; € FMs(M;,T,L,0) ise [licotti € FMs(Il;eq M;,T,L,0),

Ispat:

i) Teorem 2.1.32ile [[;en i EFG1(Ilicq i, T, L) dir. (x;) € [lieo M; , v € R olmak

uzere,

(| [ @orom) = \ oo

iEN iEN

< N\l 706]

iEN
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< /\.ui(rxi)

ieN

= (] [rocexn

i€n
= ([ [ ey
ieEN

Boylece [1ieo i EFM1(I1;eq M;, T, L, 6) dir.
i) 1)’ ye benzer bigimde ispat edilir.
iii) Heri € Qi¢in y; EFM4(M;, T, L, 0) olsun. ii) ile [l;coui EFM2(Ilieo M;, T, L, 0) dir.

[ [ @ = [\ m =1

iEN iEN

Boylece [lieq i € FMy(I1ijeq M;, T, L, 0) dir.
iv) Her (x;), ;) € [lieca M;,,r,s € Rve Vi € Q i¢in y; € FM5(M;, T, L, 0) olsun.

([ [ cor (]_[ m) @TOMTo(s) = (f\ DT\ 1) TOEITOCS)

iEN iEN iEN iEN

< N\GoTmeTomT6()]

IEN

< /\Hi(’”xi + syi)

€0
= ([ [0 000 + 5600
i€
Boylece [lieq tti € FMs(I1;eq M;, T, L, 0) elde edilir.



3. IRDELEME

Klasik cebirsel yapilarin alt kafeslerinin 6zel olmasi cebirsel yapilar hakkinda 6nemli
bilgiler vermektedir. Bu diisiince bulanik alt cebirsel (L-alt cebirsel, TL-alt cebirsel)
kafeslerin 6zel (modiiler, dagilimli komplementlenebilir, v.b.) olmasi durumu birgok
aragtirmaci tarafindan tartisildi ve incelenmeye devam etmektedir. Konuyla ilgili énemli
arastirmacilardan [5, 6] t-tipindeki normal bulanik alt gruplarin ve ideallerin kafesinin
modiiler oldugunu gosterdi. Zhang [80] sol (sag) bulanik ideallerin kafesinin modiiler
oldugunu gosterdi. Tarnauceanu [61] sonlu gruplarin devirliligi L-altgruplarin kafesinin
dagilimli olmasi ile ilgili karakterizasyonu verdi. Jahan [30] L-ideallerin kafesinin modiiler
oldugunu gosterdi. Bayrak ve Yamak [10] TL-alt modiillerin kafesine ait supremum
belirleyerek sonsuz V-dagilimli kafesler {izerinde L-alt modiillerin kafesinin modiiler
oldugunu gosterildiler. Bayrak ve Yamak [13] sonsuz V-dagilimli kafesler {izerinde L-
idealinin kafesinin dagilimli olmasi igin bir gerek ve yeter sart verildiler. Bu yapilanlara
bakildiginda bulanik alt cebirsel (L-alt cebirsel, TL-alt cebirsel) kafeslerin incelenmesinin
Onemi artmaktadir. Henliz TL-alt cebirsel kafeslerinin modiiler, dagilimli ve
komplementlenebilir acisindan incelenmesi sonug¢landirilmis degildir. Bunun igin
literatiirde mevcut biitiin tanimlar1 kapsayacak sekilde alt cebirsel kafesleri incelemek ve
mevcut sonuglart bunlardan elde etmek hedeflenmistir. Bu diisiince ile TL — k-(sol, sag)
ideallerin, TL — k-alt modiillerin kafeslerine ait 6zel sonuglar elde edilmistir (Teorem
2.1.24, Sonug 2.1.26, sonu¢ 2.1.27, Teorem 2.1.28, Sonug¢ 2.1.29). Bu sonuglarin 6zel

durumu baska makalelerde verilen sonuglar1 kapsamaktadir (Sonug 2.1.25, Sonug 2.1.27).



4. SONUCLAR

Bu tezin birinci boliimiinde 1 < k < 4 igin bir halkanin TL — k-alt halkalar1 ve

TL — k-(sol, sag) idealleri ve bir modilin TL — k-alt, TL — & — k-alt modiilleri

tanimlanarak temel 6zellikleri arastirilmistir.

Yapilan ¢alismalarin ilk kisminda her 1 < k < 4 i¢in TL—k(k=1234,)5) alt
modiiller tanitilarak aralarindaki iliskiler incelenmistir(Teorem 2.1.7). Ayrica, TL — k alt
modiiller kullanilarak yeni TL — k alt modiiller iretilmistir (Teorem 2.1.17, Teorem
2.1.18, Teorem 2.1.21). TL — k alt modiillerin karakterizasyonuna ait sonuglar verilmistir
(Teorem 2.1.10, Teorem 2.1.19). TL — k alt modiillerin kiimeleri " € " bagintisina goére
tam kafes olduklari (Teorem 2.1.20, Sonu¢ 2.1.22) gosterilerek ozellikle TL — k (k =
1,3,4) kafeslerine ait supremum ve infremum karakterize edilmistir. Daha fazla olarak
TL — 3 tam kefesinin modiiler kafes (Teorem 2.1.24) oldugu ve 6nemli 3 sonucu (Sonug
2.1.25., Sonug 2.1.26, Sonug 2.1.27) verilmistir. Bununla birlikte TL — 3 tam kefesinin
dagilimli (Teorem 2.1.28) olmasi i¢in bir karakterizasyon verilmistir. Son olarak TL — k
alt modiillerin goriintiisii (Teorem 2.1.30), ters-goriintiisii (Teorem 2.1.31) ve kartezyen
carpimlart (Teorem 2.1.32, Teorem 2.1.33) bu alt modiiliin 6zelligini degistirmedigi
gosterildi.

Ikinci kissmda TL — 8 — k (k = 1,2,3,4,5) alt modiiller, TL — k ( k = 1,2,3,4,5) alt
modiillerin bir genellemesi olarak tanimlandi (Onerme 2.2.4). TL — 8 — k (k = 1,2,3,4,5)
alt modiiller arasindaki iligski (Teorem 2.2.7) de verildi. Ayrica, TL — 6 — k alt modiiller
kullanilarak yeni TL — 68 — k alt modiiller iiretilmistir(Teorem 2.2.10, Teorem 2.1.20,
Teorem 2.2.12). TL — 6 — k alt modiillerin karakterizasyonuna ait sonuglar verilmistir
(Teorem 2.2.11). TL — 6 — k alt modiillerin kiimeleri " € " bagintisina gore tam kafes
olduklar1 (Teorem 2.2.8, Sonug 2.2.9) de gosterildi. Son olarak TL — 8 — k alt modiillerin
gorlintiisii (Teorem 2.2.13), ters-gorintiisii (Teorem 2.2.14) ve kartezyen carpimlari

(Teorem 2.2.15) bu alt modiiliin 6zelligini degistirmedigi gosterildi



1)

2)

3)
4)

5. ONERILER

TL — 2-alt modiillerin kafesinin modiilerlik, dagilimlilik ve komplementlenebilirlik
ozellikleri incelenebilir. Ozellikle bu kafesde supremum belirlemek igin bir yontem
belirlenebilir.

Bir L-alt kiimesi ile tiretilen TL — k —alt modiilii tanimlanarak buna ait 6zellikler
verilebilir.

Bir TL — k —alt modiiliiniin b6liim modiilii tanimlanabilir.

TL — 60 — k —alt modiillerin kafesleri k = 1,2,3,4,5 degerleri i¢in modiilerlik,

dagilimlilik ve komplementlenebilirlik acisindan incelenebilir.
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