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Doktora Tezi

OZET

YONSEL YAKLASIM KULLANILARAK UYUM IYILIGININ OLABILIRLIK
INDEKSI

Ozge TEZEL

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisti
Istatistik ve Bilgisayar Bilimleri Anabilim Dali
Danigsman: Dog. Dr. Orhan KESEMEN
2022, 96 Sayfa

Uyum 1yiligi testlerinde yokluk hipotezinin kabul edilebilmesi i¢in test istatistigine ve
test istatistigi kullanilarak hesaplanan p-degerine bakilmaktadir. Yani p-degeri bir¢ok
arastirmaci i¢in kritik bir anlam tasimaktadir. Fakat p-degerinin kiigiik bir degisimi veya
anlamlilik diizeyinin 1yi secilmemesi yokluk hipotezinin reddedilmesine veya kabul
edilmesine sebep olmaktadir. Bu ¢aligmada oncelikle bu eksikliklerden kaginmak i¢in uyum
iyiligi testlerinin giivenirlilik derecesi i¢in 6l¢iit olarak kullanilabilecek bir olabilirlik indeksi
gelistirilmesi amaglanmistir. Onerilen olabilirlik indeksi, yonsel yaklasim temel almarak
gelistirilmistir. Orneklemin test edilen dagilima ne kadar iyi uyup uymadiginin derecesini
vermektedir. Ayrica bu indeks degerinin dagilimi incelenerek bagimsiz ki-kare uyum iyiligi
testi Onerilmigtir. Olabilirlik indeksinin ve bagimsiz ki-kare uyum 1iyiligi testinin
dogrulugunu, gegerliligini ve performansini kapsamli bir sekilde test etmek i¢in farkli
simiilasyon ¢aligmalar yapilmistir. Onerilen test ydnteminin segilen testlere gore birgok
acidan iistiinliigii ortaya konmustur. Ayrica bu test yontemi, literatiirdeki diger testlere gore
dagilimdan, serbestlik derecesinden ve sinif sayisindan bagimsiz, hesaplamasi ve
kullanilmast kolay bir yontemdir. Son olarak, onerilen yontem gergek veri setlerine de

uygulanmis ve basarimi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Uyum iyiligi testi, p-degeri, Olabilirlik indeksi, Yonsel yaklagim
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PhD. Thesis

SUMMARY

A LIKELIHOOD INDEX OF GOODNESS OF FIT USING DIRECTIONAL
APPROXIMATION

Ozge TEZEL

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Statistics and Computer Sciences Graduate Program
Supervisor: Assoc. Prof. Orhan KESENEN
2022, 96 Pages

In goodness of fit tests, the test statistics and the p-value which is calculated by using
test statistics are utilized for acceptance of the null hypothesis. That is, the p-value has a
critical meaning for many researchers. However, a small change in the p-value or not well-
chosen of significance level leads to the rejection or acceptance of the null hypothesis. In
this study, it is aimed to develop a likelihood index that can be used as a criterion for the
degree of reliability of the goodness-of-fit tests to avoid these deficiencies. The proposed
likelihood index was developed based on the directional approximation and gives the degree
to which the sample fits well to the distribution being tested. In addition, the distribution of
this index value was examined, and a free chi-square goodness-of-fit test was proposed.
Several simulation studies have been conducted to comprehensively test the accuracy,
validity, and performance of the likelihood index and the free chi-square goodness-of-fit test.
The proposed test method has demonstrated superiority in many aspects compared to the
other selected test methods. Furthermore, the proposed test is distribution-free, degree of
freedom-free, binning-free compared to other tests in the literature, it is easy to calculate and
use. Finally, the proposed method has been applied to real data sets and its performance has

been demonstrated.

Key Words: Goodness of fit tests, p-value, Likelihood index, Directional approximation
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1. GENEL BILGILER

Istatistikte yapilan bir arastirma sonucunda elde edilen gozlem degerlerinin
dagilimmnin bilinmesi, analiz asamasinda uygulanacak yontemin belirlenmesi agisindan
oldukca onemlidir. Dagilimin gergegi yansitmadigr durumlarda yanlis istatistiksel analiz
yontemleri kullanilabilecek bu durumda arastirmaci, hatali sonuglar elde etmesinin yani sira
bilgi ve zaman kaybi gibi ciddi sorunlarla karsilasacaktir. Bazi istatistiksel ¢ikarim
yontemleri farkli dagilim varsayimlarma Ozellikle normal dagilim varsayimina
dayanmaktadir. Bunun temel nedeni, parametrik istatistiksel tekniklerin ¢ogunun normal
dagilima dayal olarak gelistirilmesidir. Ornegin; regresyon ve varyans analizinde, hatalarin
normal dagilima sahip oldugu varsayilir. Bu sebeple, normallik varsayiminin gegerliligini
test etmek, bulgular1 dogrulamak icin gereklidir (Wijekularathna vd., 2019). Orneklemin bu
varsayimlari saglayip saglamadig1 grafiksel olarak veya uyum iyiligi testleri kullanilarak
kontrol edilebilir. Q-Q grafikleri, P-P grafikleri ve histogramlar verinin normal dagilima
uygunlugu hakkinda bilgi veren grafiksel yontemlerdir. Ancak bir grafik veya histogram
incelenerek normallik varsayiminin saglanip saglanmadigina karar vermek Oznel bir
degerlendirme olacaktir ve dolayisiyla grafiksel incelemeler zaman zaman yaniltict sonuglar
dogurabilmektedir. Bu nedenle, normallik varsayiminin incelenmesinde uyum iyiligi
testlerinin kullanilmas1 daha dogru olacaktir. Hem yapay verilerin hem de ger¢ek hayattan
toplanan gozlem degerlerinin verilen bir dagilimdan gelip gelmedigini arastirmak igin
kullanilan tiim testlere uyum iyiligi testleri denir. Rastgele sayilarin veya gozlem
degerlerinin uyum 1yiligi testleri, veri analizinde ve c¢ikarimsal istatistikte en temel
problemlerden biridir (Saksena, 1980; D’ Agostino ve Stephens, 1986; Wang, 2012). Uyum

tyiliginde yokluk hipotezi ve alternatif hipotez;

Ho: F(x) = Fo(x)
Hy:F(x) # Fy(x)

bi¢iminde verilir. Uyum 1iyiligi testleri, ilk olarak Karl Pearson tarafindan 1900 yilinda
ortaya atilan, gliniimiizde de popiilaritesini kaybetmeyen konulardan biridir. Uyum iyiligi
testleriyle ilgili literatiirde farkli test istatistikleri onerilmistir. Bu ¢alismalardan bazilari

Pearson (1900), Cramer-von Mises (1928), Kolmogorov-Smirnov (1933; 1939), Anderson-



Darling (1952; 1954; 1962), Cox (1961; 1962), Watson (1961; 1962), Kuiper (1960),
Lilliefors (1967), Shapiro-Wilk (1965; 1968), Hegazy ve Green (1975), Vasicek (1976),
Pettitt (1977), Jarque-Bera (1980; 1981), Epps (1982; 1983; 2005), Baringhaus ve Henze
(1988), Ledwina (1994), Fan (1996; 1997; 1998), del Barrio ve digerleri (1999), Zhang
(1999), Owen (2001), Song (2002), Zhang (2002), Fortiana ve Grané (2003), Matsui ve
Tamura (2005), Zhang ve Wu (2005), Esteban ve digerleri (2001; 2007), Dong ve Giles
(2007), Towhidi ve Salmanpour (2007), Brys ve digerleri (2008), Romao vd. (2010), Shan
vd. (2010), Grané (2012), Torabi ve digerleri (2016) tarafindan yapilmistir. Literatiirdeki
uyum 1iyiligi testleri farkli yaklasimlardan yararlanilarak gelistirilmistir ve ¢esitli
siiflandirmalar yapilmistir. Bu siniflandirmalar g6z 6niinde bulundurularak uyum iyiligi

testleri,

e (Gozlenen ve beklenen frekanslar arasindaki tutarsizliklara dayanan uyum iyiligi
testleri,

e Deneysel dagilim fonksiyonuna dayanan uyum iyiligi testleri,

e Momentlere dayali uyum 1yiligi testleri,

e Regresyon ve korelasyona dayali uyum iyiligi testleri,

e Entropi kavramina dayanan uyum iyiligi testleri,

biciminde bes ana kategoriye ayrilabilir.

1.1. Gozlenen ve Beklenen Frekanslar Arasindaki Tutarsizhiklara Dayanan
Uyum lyiligi Testleri

Olabilirlik oran1 ve ki-kare test istatistikleri, gozlenen ve beklenen frekanslar
arasindaki tutarsizliklara dayanan uyum 1iyiligi testleri kategorisinde yer almaktadir.
Literatiirde gozlenen ve beklenen frekanslart temel alan bir¢ok uyum iyiligi testi
gelistirilmistir. Bu kategoride yer alan testlerden ki-kare test istatistikleri yaygin bir sekilde
kullanilmaktadir. Pearson 1900’deki makalesinde, Ki-kare test istatistigini Onermistir
(Pearson, 1900). Pearson makalesinde Onerdigi test istatistiginin pratikte kullanimini
gostermek i¢in zar atma, rulet ve atig gibi gercek yasam Orneklerinden yararlanmistir.
Pearson ki-kare testi, Cochran tarafindan modern istatistigin temellerinden biri olarak
goriilmiistiir (Cochran, 1952). Neyman (1949) tarafindan degistirilmis Ki-kare testi

Onerilmistir ve bu test yontemi de Pearson Ki-kare testi gibi kiigiik goézlenen frekans



sayisindan etkilenmektedir. Freeman ve Tukey (1950) tarafindan Onerilen test istatistigi
gozlenen ve beklenen frekanslarin karekoklerinin farkliliklarina dayanmaktadir. Wilks
(1935) frekanslarin oranina dayanan logaritmik olabilirlik oran test istatistigini dnermistir.
Literatiirde ki-kare ve olabilirlik oran testlerinin birgok modifikasyonu bulunmaktadir

(Balakrishnan vd., 2013).

1.2. Deneysel Dagihm Fonksiyonuna Dayanan Uyum lyiligi Testleri

Literatiirde, Kki-kare uyum iyiligi testine alternatif olarak deneysel dagilim
fonksiyonuna dayali ve daha duyarli olan bir¢ok uyum iyiligi testi gelistirilmistir. Bu
testlerdeki temel ilke, 6rneklemin birikimli dagilim fonksiyonu ile yokluk hipotezi altinda
deneysel dagilim fonksiyonunu karsilagtirarak, aralarinda iyi bir uyum olup olmadigini
kontrol etmektir. Deneysel dagilim fonksiyonuna dayanan uyum iyiligi testleri bireysel
gozlem degerlerini dogrudan kullandiklari i¢in Ki-kare uyum iyiligi testine gore daha tutarli
sonuglar vermektedir (Bain ve Engelhardt, 1987). Deneysel dagilim fonksiyonuna dayanan
uyum iyiligi testleri, yokluk hipotezi altinda deneysel dagilim fonksiyonu ve birimli dagilim
fonksiyonu arasindaki farki 6lgmeye yoneliktir. Cramér-Von Mises (1928), Kolmogorov-
Smirnov (1933), Anderson-Darling (1952), Lilliefors (1967), Hegazy Green (1975), Frosini
(1987), Glen-Leemis-Barr (2001), Zhang-Wu (2005) uyum iyiligi testleri bu kategoride yer
alan testlerdendir. Bunlardan Kolmogorov-Smirnov, Cramér-Von Mises ve Anderson-

Darling testleri yaygin bir sekilde kullanilmaktadir (Arshad vd., 2003).

1.3. Momentlere Dayali Uyum Tyiligi Testleri

[statistiksel momentler, merkezi egilim ve dagilim &lgiilerinin yani sira bir dagilimimn
ozellikleri hakkinda daha fazla bilgi vermektedir. Momentler bir dagilimi1 6lgmek ic¢in
kullanilan bir dizi istatistiksel parametrelerdir. Birinci moment ortalamayi, ikinci merkezi
moment varyansl, iiciincii ve dordiincti merkezi momentler ise sirastyla ¢arpiklik ve basiklig
vermektedir. Iki dagilim ayni ortalama ve standart sapmaya sahip olabilir; ancak dagilim
sekilleri carpiklik ve basiklikla agiklanmaktadir. Literatiirde momentlere dayali carpiklik ve
basiklig1 temel alan bircok uyum iyiligi testi gelistirilmistir. D’ Agostino—Pearson K2 (1973),
Jarque-Bera (1980), Hosking (1990), Bonett-Seier (2002), Cabafia-Cabana (2003),



Bontemps-Meddahi (2005), Brys—Hubert—Struyf MC—-LR (2008), Doornik—Hansen (2008),
Gel-Gastwirth (2008) testleri momentlere dayali uyum iyiligi testlerindendir.

1.4. Regresyon ve Korelasyona Dayal Uyum Iyiligi Testleri

Regresyon ve korelasyona dayali uyum iyiligi testleri, sira istatistiklerinden elde edilen
agirlikli en kiigiik kareler tahmininin oranina dayanmaktadir (Uyanto, 2022). Shapiro-Wilk
testi (1965), D’Agostino D testi (1971), Shapiro-Francia testi (1972), Filliben korelasyon
testi (1975), Chen—Shapiro testi (1995), Rahman-Govindarajulu testi (1997), Zhang-Q
testleri (1999), Barrio-Cuesta-Matran-Rodriguez testi (1999), Coin testi (2008) regresyon ve

korelasyona dayali uyum iyiligi testlerindendir.

1.5. Entropi Kavramina Dayah Uyum lyiligi Testleri

Rastgele degiskenin entropisi, bilgi ve belirsizliginin bir Ol¢lisii  olarak
tanimlanmaktadir ve ilk olarak C. E. Shannon (1948) tarafindan ortaya atilmistir. Ayrica
istatistiksel bir deney gergeklestirilmeden Onceki belirsizligin Ol¢iisii olarak da ifade
edilmektedir (Khinchin, 1957). Bir dagilimin bir digerine uygunlugunun belirlenmesinde de
entropiye dayali 6lgiimler kullanilmaktadir (Evren ve Tuna, 2012). Shannon entropisi bazi
uyum iyiligi testlerinin temelini olusturmaktadir. Gokhale (1983) tarafindan maksimum
entropi dagilimlarinin aileleri (normal, iistel, laplace, gamma ve beta dagilimi) i¢in uyum
1yiligi testlerinin genel yapist elde edilmistir. Ayrica iistel ve cift tistel dagilimlar igin
simiilasyonlar yapilarak Onerilen yontem diger uyum iyiligi testleriyle karsilastirilmistir.
Vasicek (1976) ve Arizono ve Ohta (1989) tarafindan entropiye dayali normallik testleri
onerilirken, Dudewicz vd. (1995) 6rneklem entropisine dayali diizgiin dagilim i¢in bir test
gelistirmiglerdir. Ayrica bu test rastgele sayi1 direteglerinin  degerlendirilmesinde
kullanilmistir. Crzcgorzewski ve Wirczorkowski (1999), Shannon entropisine dayali {istel
dagilim i¢in uyum iyiligi testleri ve Park (1999) sira istatistiklerinin 6rneklem entropisi
lizerine ¢aligmalar yapmiglardir. Entropiye dayali uyum Olgiilerinden en yaygin olarak
kullanilan1 Kullback-Leibler (1951) sapmasidir. Arizono ve Ohta (1989) tarafindan yapilan
calisgmada da Kullback-Leibler bilgisinden faydalanilarak genis kapsamli bir uyum iyiligi

testi Onerilmistir.



Literatiirde, Onerilen uyum iyiligi test istatistiklerine ilaveten farkli dagilimlar ve
varsayimlar géz Oniine alinarak uyum iyiligi testlerinin gli¢ degerlerini karsilastiran birgok
calisma bulunmaktadir. Yapilan karsilastirma calismalari, farkli dagilimlar ve farkli
varsayimlara gore hangi uyum iyiligi test yonteminin tercih edilebilecegini ortaya koymak
icin gerceklestirilmistir. Stephens (1974) yaptigi calismada, cesitli 6rnek genisliklerinde
Kolmogorov-Smirnov, Anderson-Darling, Watson, Cramér-von Mises, Kuiper ve
Shapiro-Wilk testlerinin gii¢ performanslarini karsilastirmistir. Bu karsilastirma sonucunda,
deneysel dagilim fonksiyonuna bagli uyum iyiligi testlerinin Shapiro-Wilk testine kars1 zayif
performans gosterdigi elde edilmistir. Ancak Anderson-Darling ve Cramér-von Mises
testlerinin deneysel dagilim fonksiyonuna bagli testler igerisinde en iyi performansi
gosterdigi belirtilmistir. Seier (2002) yaptigi ¢alismada, g¢esitli 6rneklem biiyiikliikleri
kullanilarak normallik testlerinin performansini simiilasyonlarla karsilagtirmistir. Bu
karsilagtirmalar sonucunda, Anderson-Darling testinin Kolmogorov-Smirnov testine gore
daha gii¢lii bir test istatistigi oldugu sonucuna varilmistir. Bunun yani sira, normallik
testlerinin yalnizca gii¢ acisindan degil ayn1 zamanda basitlik, hesaplama zamani ve kritik
degere duyulan ihtiya¢ bakimindan da farkliliklar gosterdigi belirtilmistir. Mendes ve Pala
(2003), Shapiro-Wilk, Lilliefors ve Kolmogorov-Smirnov testlerinin 1. tip hata ve giiglerini
karsilagtirmislardir. Bu karsilastirma sonucunda, Shapiro-Wilk testinin en giiglii test oldugu,
en zayif testin ise Kolmogorov-Smirnov testi oldugu belirtilmistir. Yazic1 ve Yolacan (2007)
tarafindan yapilan calismada, normallik testlerinin giigleri ¢esitli 6rneklem biiyiikliikleri ve
cesitli dagilimlar kullanilarak karsilagtirilmistir. Bu ¢alisma sonucunda Kuiper, Vasicek ve
Jarque-Bera testlerinin diger uyum 1iyiligi testlerine goére daha az giiglii oldugu
elde edilmistir ve kiiglik Orneklem biyiikliigiine sahip simetrik dagilimlar igin
Kolmogorov-Smirnov ve Anderson-Darling testlerinin kullanilabilir oldugu belirtilmistir.
Chaichatschwal ve Budsaba (2007), olabilirlik oranina bagli olan Z, Z., Zx uyum iyiligi
testleriyle Anderson-Darling, Shapiro-Wilk, Shapiro-Francia testlerini karsilagtirmistir.
Simiilasyonda kullanilan dagilimlar normale yakin, simetrik uzun kuyruklu, simetrik kisa
kuyruklu, asimetrik uzun kuyruklu ve asimetrik kisa kuyruklu daglimlar olarak
siiflandirilmigtir. Calisma sonucunda, Z, ve Z. istatistiklerinin gii¢c degerlerinin Z, ve
Anderson-Darling test istatistiklerine gore daha yiiksek oldugu ortaya koyulmustur. Nakas
(2007) yaptig1 calismada, Reschenhofer ve Bomze (1991) tarafindan 6nerilen P-P grafiginin
uzunluguna dayanan uyum iyiligi testi ile Cramér-von Mises ve Kolmogorov-Smirnov

testlerini karsilastirmistir. Karsilagtirma sonucunda, uzunluk testinin diger testlere gore



yiiksek gilice sahip oldugu ve pratikte tercih edilebilecek bir test yontemi olabilecegi
gosterilmistir. Romao, Delgado ve Costa (2010), farkli 6rneklem biiyiikliikleri igin 33
normallik testinin performansini ¢esitli anlamlilik seviyelerini goz Oniine alarak
karsilastirmislardir. Bu ¢alismada, dagilimin simetrik, asimetrik olmasi ve dagilimin yapisi
hakkinda bilgi olmamasi durumunda kullanilabilecek en iyi uyum 1iyiligi testleri
belirtilmistir. Noughabi ve Arghami (2011), Kolmogorov-Smirnov, Anderson-Darling,
Kuiper, Jarque-Bera, Cramér-von Mises, Shapiro-Wilk ve Vasicek testlerini farkli
dagilimlar altinda testin giicii bakimindan karsilastirmiglardir. Farkli sinirlar igerisinde
tanimli olan c¢esitli dagilimlar i¢in hangi uyum iyiligi testlerinin daha giiglii olabilecegi
belirlenmistir. Bu ¢alisma sonucunda, (—oo, 00) araliginda tanimli, simetrik dagilimlar i¢in
Jarque-Bera testinin, asimetrik dagilimlar i¢in Shapiro-Wilk testinin daha yiiksek giice sahip
oldugu gosterilmistir. Ayrica (0, 1) araliginda tanimhi dagilimlar igin Vasicek testi, (0, o)
araliginda tanimli dagilimlar i¢in de Vasicek ve Shapiro-Wilk testleri daha yiiksek giic
degerleri gostermislerdir. Yap ve Sim (2011) tarafindan yapilan ¢alismada, simetrik kisa
kuyruklu, simetrik uzun kuyruklu ve asimetrik dagilimlar kullanilarak farkli uyum iyiligi
testleri icin giic karsilastirmalari yapilmistir. Simiilasyonlar sonucunda, simetrik kisa
kuyruklu dagilimlar i¢in D’ Agostino ve Shapiro-Wilk testlerinin kullanilabilecegi, simetrik
uzun kuyruklu dagilimlar i¢in Jarque-Bera, D’ Agostino testlerinin giiglerinin Shapiro-Wilk
testi ile olduk¢a benzer oldugu ve asimetrik dagilimlar icin de Shapiro-Wilk ve
Anderson-Darling testinin en giiglii testler oldugu belirtilmistir. Razali ve Yap (2011)
tarafindan Shapiro-Wilk, Kolmogorov-Smirnov, Lilliefors ve Anderson-Darling testleri
farkli dagilimlar altinda testin giici bakimindan karsilagtirilmistir. Sonug¢ olarak,
Shapiro-Wilk testinin tiim dagilim tiirleri ve 6rneklem biiyiikliikleri i¢in en giiglii test oldugu,
Kolmogorov-Smirnov testinin ise karsilastirilan testler iginde en az giice sahip oldugu
sonucuna vartlmistir. Van Zyl (2018) tarafindan deneysel karakteristik fonksiyona dayali
yeni bir test istatistigi 6nerilmis ve bu test yontemi Lilliefors, Jarque-Bera, Shapiro-Wilk,
Anderson-Darling ve D’Agostino-Pearson gibi normallik testleriyle karsilagtirilmistir.
Simiilasyon ¢aligsmasi sonucunda, 6nerilen test yonteminin biiyiik 6rneklemlerde diger test
yontemlerine gore daha iyi bir performansa sahip oldugu goriilmiistiir. Wijekularathna vd.
(2019), Monte-Carlo simiilasyonunu kullanarak normallik i¢in gelistirilen 12 test yontemini
karsilastirmislardir. Karsilastirma asamasinda kullanilan dagilimlar simetrik kisa kuyruklu,
simetrik uzun kuyruklu ve asimetrik olarak kategorize edilmistir. Simiilasyonlar sonucunda,

farkli orneklem biiyiikliikleri ve dagilimlar ele alindiginda her durum icin farkli test



yonteminin basarili sonuglar verdigi goriilmiistiir. Siraj-Ud-Doulah (2019), farkli 6rneklem
biiyiikliikleri altinda simetrik kisa ve uzun kuyruklu, asimetrik kisa ve uzun kuyruklu
dagilimlar kullanarak, Monte Carlo simiilasyonu yoluyla 27 normallik testinin giiclinii
incelemis ve karsilastirmistir. Shapiro-Wilk testinin hemen hemen tiim durumlarda iyi
performans gosterdigi ve daha iyi sonuglar verdigi goriilmiistiir. Domanski ve Szczepocki
(2020), moment Olglimlerine dayanan 9 normallik testinin giic degerlerini Monte Carlo
simiilasyonundan faydalanarak karsilastirmiglardir. Bu testlerin farkli 6rneklem
biiyiikliigiinde, farkli anlamlilik diizeylerinde ve alternatif dagilimlar {izerindeki etkinligi
arastirilmistir. Simiilasyonlar sonucunda, incelenen testlerden tiim senaryolarda en yliksek
giic degerine sahip olan bir test yontemine rastlanmamistir. Bayond (2021), deneysel ve
teorik dagilim egrileri altindaki ortak alana dayali normallik i¢in yeni bir uyum iyiligi testi
Onermistir ve Onerilen test yontemi farkli test yontemleriyle ¢esitli senaryolar goz oniine
alinarak karsilastirilmistir. Simiilasyon ¢aligsmasi sonucunda, dnerilen test yonteminin tutarl
oldugu ve ¢esitli senaryolarda iyi performans gosterdigi sonucuna varilmistir. Ancak
orneklem, (—oo, o) araliginda ve simetrik oldugunda robust Jargue-Bera yonteminin,
(0,0) veya (—oo,0) araliginda asimetrik oldugunda biiyiik 6rneklemlerde Shapiro-Wilk
yonteminin, kiigiik 6rneklemlerde 6nerilen yontemin, (0, 1) araliginda ise entropiye dayali
Vasicek ve Park-Park yonteminin en giiglii oldugu goriilmiistir. Uhm ve Yi (2021)
tarafindan yapilan ¢alismada bazi normallik testleri ele alinarak alternatif hipotezler altinda
degisen Orneklem biiyilikligi, anlamlibk diizeyi ve dagilimlar kullanilarak gii¢
karsilastirmast yapilmistir. Ayrica test istatistiklerinin p-degerlerinin beklenen degeri ve
medyani kullanilarak da performanslar1 karsilastirilmistir. Batsidis, Economou ve Bar-Lev
(2022), Laplace dagilimi i¢in yeni bir uyum iyiligi testi gelistirerek, bu testin karsilagtirma
calismalarini yapmiglardir. Simiilasyonlarda 27 farkli dagilim ve 22 farkli uyum iyiligi testi
kullanilmistir. Karsilastirmalar sonucunda, her durum igin digerlerinden daha iyi performans
gosteren bir test yontemi bulunmamistir. Uyanto (2022), literatiirde yer alan 50 normallik
testi icin farkli Orneklem biiyiikliiklerinde simetrik ve simetrik olmayan dagilimlar
kullanarak performans karsilastirmasi yapmustir. (—o0, o) araliginda tanimlanan, simetrik
dagilimlar i¢in robust Jarque-Bera ve Gel-Miao-Gastwirth testlerinin asimetrik dagilimlar

igin 1. Cabana-Cabana ve 2. Zhang-Wu testlerinin en giiglii testler oldugu gosterilmistir.



1.6. Calismada Kullamilacak Uyum lyiligi Testleri

Literatiirde farkli kategorilerde degerlendirilen bircok uyum iyiligi test yontemi
olmasina ragmen bu tezde simiilasyon calismalarinda, gozlenen ve beklenen frekanslar
arasindaki tutarsizliklar1 temel alan ki-kare testi ve deneysel dagilim fonksiyonuna dayanan
ve yaygm bir sekilde kullanilan Kolmogorov-Smirnov, Cramér-von Mises ve
Anderson-Darling uyum iyiligi testlerinden faydalanilmistir. Simiilasyon galismalarinda

kullanilan bu test yontemlerinden ayrintili bir sekilde asagida bahsedilmistir.

1.6.1. Ki-Kare Uyum lyiligi Testi

Ki-kare uyum iyiligi testi, gozlenen verilerin segilen bir dagilima uyup uymadigini test
etmek i¢in uyum iyiligi testleri igerisinde en yaygin kullanilan yontemlerden biridir. Ki-kare
testinin arkasindaki temel fikir veriyi siniflara bolmektir. Bu smiflardaki gbzlenen ve
beklenen frekanslar arasindaki tutarsizliklar Ki-kare test istatistigini ortaya koymaktadir.
Dolayisiyla ki-kare testi, gozlenen frekanslar ile beklenen frekanslar arasindaki farkin
istatistiksel olarak anlamli olup olmadigi temeline dayanir. Eger veriler test edilen
dagilimdan geliyorsa, her bir sinifa diisen gézlem sayis1 o sinif icin beklenen gézlem sayisina
yakin olacaktir.

X = {le,(j =12, ...,n)} bagimsiz 6zdes dagilimdan bir 6rneklem olsun. Ki-kare

uyum iyiligi testinde veri aralig1 k tane sinifa boliiniirse test istatistigi,

=y At )

i=1

bi¢giminde hesaplanir. Burada, 0;, i-nci sinifin goézlenen frekansini; E; ise i-nci sinifin

beklenen frekansini temsil etmektedir. Beklenen frekans,
E;=n-(FWU) - F(L)), (=12..,k) )

bigiminde hesaplanirken, burada, F, test edilen dagilimin birikimli dagilim fonksiyonu; L;,

i-nci sinifin alt siniring; U;, i-nci sinifin Gist sinirini géstermektedir. Gozlenen frekans ise,



0, = Z 1, (=12.,m i=12..k) 3)

seklinde hesaplanmaktadir. Test istatistigi (k — 1) serbestlik dereceli ki-kare dagilimina
sahiptir ve a anlamhlik diizeyinde tablo de@eri yx7_;, olmak iizere, xj > xi_14 ise Hy
hipotezi reddedilir.

Ki-kare uyum iyiligi testi sinif sayisina duyarlidir dolayisiyla ki-kare testinin
uygulanabilmesi i¢in her siniftaki beklenen frekanslarin 5°ten biiyliik olmasi istenir.
Beklenen frekanslarin 5’ten biiylik olmasi i¢in ya 6rneklemin biiyiik hacimli olmas1 gerekir
ya da komsu smiflar birlestirilerek beklenen frekanslarin 5’ten biiyiik olmasi saglanir.
Ki-kare testindeki en biiyiik zorluk optimal sinif sayisinin belirlenmesidir. Bu testin bir diger
dezavantaji ise smiflandirmadan kaynakli olarak bilgi kaybmin meydana gelmesidir
(Zghoul, 2010). Ancak ki-kare testi ayrik veya siirekli, tek degiskenli veya ¢ok degiskenli
veriler i¢in kullanilabilir. Bu nedenle, uyum iyiligi testlerinden en c¢ok kullanilanlardan

biridir (D’ Agostino ve Stephens, 1986).

1.6.2. Kolmogorov-Smirnov Uyum lyiligi Testi

Kolmogorov-Smirnov testi, ilk olarak Kolmogorov (1933) tarafindan tek orneklem
icin uyum iyiligi testi olarak gelistirilmistir (von Plato, 2005). 1939 yilinda ise Smirnov, iki
bagimsiz Orneklem i¢in uyum iyiligi testini Onermistir (Smirnov, 1939). Bu sebeple
literatiirde ~ Kolmogorov-Smirnov  uyum  iyiligi  testleri olarak  ge¢mektedir.
Kolmogorov-Smirnov testi iki kiimiilatif dagilim fonksiyonunun incelenmesini temel alir.
Birincisi yokluk hipotezinde verilen F,(x), uygunlugu istenen teorik birikimli dagilim
fonksiyonudur. Ikincisi ise, oOrneklemden hesaplanan F,(x), deneysel dagilim
fonksiyonudur. Kolmogorov-Smirnov testi bu iki dagilim fonksiyonu arasindaki maksimum
farka dayanmaktadir (Massey Jr, 1951). x = {x;, x5, ..., X} bagimsiz 6zdes dagilimdan
olusan bir 6rneklem olsun. Yokluk hipotezi H,: F(x) = Fy(x) ve alternatif hipotez de

Hy: F(x) # Fy(x) bigiminde verilsin bu durumda Kolmogorov-Smirnov test istatistigi (D,,),

Dy, = sup|F,(x) — Fo(x)| (4)
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seklinde hesaplanmaktadir. Burada, 6rneklemden hesaplanan deneysel dagilim fonksiyonu

olan E,(x), x degerinden kii¢iik veya ona esit olan drnek gézlemlerin oranmidir (x; < x) ve

1 n
E,(x;) = Ez I(xj,xl-), (i=1,2,..,n) (5)

j=1
bi¢iminde hesaplanmaktadir. Burada, I (x) gosterge fonksiyonudur ve

1, a<b
0, diger durumlarda

I(a,b) = { (6)

seklinde ifade edilmektedir. Yani, deneysel dagilim fonksiyonu her bir gézlemde yiiksekligi
1/n artan bir basamak fonksiyonudur.

Kolmogorov-Smirnov uyum iyiligine iliskin tablodan n ve 1 — a degerlerine gore
bulunan D, ;_, degeri ve 6rneklemden hesaplanan deger D,, olmak iizere D,, > D, ;_ ise

H, hipotezi reddedilir. Ayrica tek 6rnek Kolmogorov-Smirnov uyum iyiligi test istatistiginin

degeri grafiksel olarak Sekil 1’deki gibi gosterilir.

F(x)

04r

0.2r

Sekil 1.  Kolmogorov-Smirnov test istatistiginin grafiksel gosterimi
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Kolmogorov-Smirnov testinde, oncelikle Fy(x) ve F,(x) fonksiyonlarmin grafikleri

cizilir ve test istatistigi bu iki egri arasindaki en biiyiik dikey uzaklik ile hesaplanir.

1.6.3. Cramér-von Mises Uyum Tyiligi Testi

Cramér-von Mises uyum iyiligi testi, Harold Cramér ve Richard Edler von Mises
tarafindan 1928-1930 yillarinda ortaya atilmistir (Cramér, 1928). Bu test yontemi,
Kolmogorov-Smirnov testi gibi birikimli dagilim fonksiyonu ile deneysel dagilim
fonksiyonunun karsilastirilmasina dayanmaktadir. Cramér-von Mises testinde bu iki dagilim

fonksiyonu arasindaki uyum, karesel farkin integrali kullanilarak,

Q% =n f [F, () — Fo GO () dF (%) ()

bi¢giminde tanimlanmistir. Burada, ¥ (x) agirlik fonksiyonudur ve ¥ (x) = 1 oldugunda
Cramér-von Mises istatistigi elde edilir (Laio, 2004). Dolayisiyla Cramér-von Mises test

istatistigi,

2i — 1]2 ©

n
1
W, = ot Z [Fo(xi) -
=

bi¢iminde hesaplanmaktadir. W, test istatistiginin degeri kritik deger tablosundaki

degerinden biiyiikse Hy: F (x) = Fy(x) hipotezi reddedilir.

1.6.4. Anderson-Darling Uyum Iyiligi Testi

Deneysel dagilim fonksiyonuna dayanan diger bir uyum iyiligi testi de
Anderson-Darling testidir ve ilk olarak Theodore W. Anderson ile Donald A. Darling
tarafindan 1952 yilinda gelistirilmistir (Anderson ve Darling, 1952). Bu test istatistigi

Cramér-von Mises testinden yararlanilarak ortaya atilmistir (Yap ve Sim, 2011). Anderson-
Darling test istatistigi Esitlik (7)’deki agirlik fonksiyonu 1 (x) = [F(x)(1 — Fo(x))]_l

alindiginda elde edilir. Bu durumda Anderson-Darling test istatistigi,
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2 B - R@P
An=n f SRR ©)

bi¢giminde tanimlanir. Anderson-Darling testinde Fy(x) veya 1 — Fy(x) degeri kiigiik
oldugunda ¥ (x) agirlik fonksiyonunun degeri daha da yiiksek olacaktir. Dolayisiyla, bu
yontem Cramér-von Mises testiyle karsilastirildiginda dagilimin kuyruklarindaki gdzlemlere

daha fazla agirlik vermektedir (Tolikas ve Heravi, 2008). Anderson-Darling test istatistigi,

S|

A, =-n—

4

@i - DInFy(xp) + @n+1-20(1-F(x))| @0
=1

biciminde hesaplanir. A,, test istatistiginin degeri, kritik deger tablosundaki degerinden
biiyiikse Hy: F (x) = Fy(x) hipotezi reddedilir.

Yokluk hipotezinde belirtilen olasilik dagilimina gére elde edilen A,, degerinin belirli
bir sabitle garpilmasi sonucunda degistirilmis Anderson-Darling test istatistigi (A,) elde

edilir (Yildirim ve Gokpinar, 2012). Ay, test istatistigi,

0.75 2.25

seklinde hesaplanmaktadir. A;, test istatistiginin kritik degerleri, dagilimi bilinmedigi icin
simiilasyonlar sonucunda belirlenir ve hesaplanan Aj degeri kritik degerden biiyiikse
Hy: F(x) = Fy(x) hipotezi reddedilir. Literatiirdeki diger uyum iyiligi testlerine gore
Anderson-Darling testi daha tutarli olmasina ragmen kritik degerler, hesaplanmasi

bakimindan dagilima bagimlidir ve bu nedenle her dagilim i¢in kullanilamamaktadir.

1.7. Calismada Kullanilacak Dagilimlar

Istatistikte dagilimlar grafiksel olarak incelendiginde cesitli sekiller alabilirler. Bir
dagilimin sekliyle ilgili 6zellikler, basit nicel tanimlayici istatistiklerin ve histogram gibi
c¢izim tekniklerinin kullanildig: istatistiksel veri analizi yontemleriyle ortaya ¢ikmaktadir.
Istatistiksel dagilimlar, simetrik ve simetrik olmayan dagilimlar olarak iki grupta

siiflandirilabilmektedir. Genel olarak, dengeli bir diizenden gelen frekans dagilimlarina
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simetrik dagilimlar, dengesiz bir diizene sahip olanlara ise ¢arpik ya da simetrik olmayan

dagilimlar denir.

1.7.1. Simetrik Dagilimlar

Simetrik bir dagilim, dagilimin sol ve sag taraflarinin ortalama etrafinda kabaca esit
olarak dengelendigi bir dagilimdir. Simetrik dagilimlarda ortalama, ortanca ve mod
dagilimin merkezinde yer almaktadir. Dagilim simetriden uzaklastik¢a bu ii¢ deger
birbirinden uzaklasir. Simetrik dagilimlara, normal dagilim, diizgiin dagilim, Laplace
dagilimi1 ve student-t dagilimi1 6rnek olarak verilebilir ve bu ¢alismada da simiilasyonlarda

bu simetrik dagilimlardan faydalanilacaktir.

1.7.1.1. Normal Dagilim

Normal dagilim ilk olarak 1733 yilinda Fransiz matematik¢i de Moivre tarafindan
binom olasiliklara yaklasan yardimci bir fonksiyon olarak tanimlanmistir (Balakrishnan
ve Nevzorov, 2004). 19. yiizyilin baslarinda, Laplace ve Gauss’un ¢alismalartyla normal
dagilimin teorik onemi daha genis bir sekilde ortaya koyulmustur. Bu nedenle, normal
dagilim bazen Gauss dagilimi, Gauss-Laplace dagilimi olarak da adlandirilir. Dagilimin
gelisimi genellikle teoriyi gok cisimlerinin hareketlerine uygulayan Gauss’a atfedilir (Forbes
vd., 2011). Normal dagilim, farkli uygulama alanlarinda birgok istatistiksel ¢alismanin
temelini olusturmaktadir. Bu dagilim, 6zellikle olasilik teorisinde benzersiz bir konuma
sahiptir ve diger dagilimlara bir yaklasim olarak kullanilabilir. Ayn1 zamanda, ¢ok ¢esitli
kosullar altinda rastgele degiskenlerin toplaminin asimptotik seklidir. Normal dagilimin iki
parametresi vardir. Bunlar, konum parametresi olan ortalama (¢) ve 6lgek parametresi olan

standart sapmadir (o). Normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 ( 1 (x — ,LL)Z) < x<
expl|—= , —O00 X (¢ )
oV2m P72

fGu0) = (12)

0, d.d

bi¢iminde ifade edilir. Bununla birlikte, normal dagilim ortalama ve standart sapma

parametrelerinin degisimi sonucu birbirinden farkli yapilar gostermektedir. Normal
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dagiliminin farkli parametrelerine ait olasilik yogunluk fonksiyonlarinin grafigi Sekil 2°de

verilmigtir.

1 T T T T T T T T T
0-9 L I ’,l’=0 02=0-2 B
08r =0 o2=5 i
07k — =2 2205 | |
06

X05

04
03
02
§ / }\

O 1

5 4 3 2 - 1 2 3 4 5

Sekil 2. Normal dagilimin farkli parametreli olasilik
yogunluk fonksiyonlar1

1.7.1.2. Diizgiin Dagilim

Olasilik teorisinde, diizgiin dagilim veya tekdiize dagilim bir simetrik olasilik dagilim1
ailesidir. Diizgiin dagilim, en basit olasilik dagilimidir; ancak rastgele degiskenlerin
modellenmesinde ¢ok fazla kullanildig: i¢in istatistik teorisinde 6nemli bir rol almaktadir.
Siirekli diizglin dagilim, belirli sinirlar arasinda her siirekli deger igin sabit olasilik degerine
sahip deneyleri temsil eden istatistiksel bir dagilimdir (Dekking vd., 2005). Bu simurlar
dagilimm parametrelerini olusturmaktadir. Bu parametreler minimum deger (a) ve

maksimum degerdir (b). Diizgiin dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

f(x;a,b) = B (13)



15

bi¢iminde tanimlanir. Sekil 3’te, diizgiin dagilimin farkli minimum ve maksimum

degerlerine ait olasilik yogunluk fonksiyonlarinin grafigi verilmistir.

— =1 b=()
m— 0=-0.5 b=1.5
08f a=-2 b=1

Sekil 3.  Diizgiin dagilimin farkli parametreli olasilik
g g
yogunluk fonksiyonlar1

1.7.1.3. Laplace Dagilim

En eski olasilik dagilimlarindan biri olan Laplace dagilimi, admi aldig1 Fransiz
matematikgi Pierre Simon Laplace tarafindan 1774 yilinda tanitilmigtir (Johnson vd., 1995).
Laplace dagilimi, normal dagilim gibi tek tepeli (tek modlu) ve ayni zamanda simetrik bir
dagilimdir. Ancak normal dagilima goére daha keskin bir tepe noktasina sahiptir. Genellikle
yogun kuyruklu veya verilerin normal dagilimdan daha yiiksek bir tepe noktasina sahip
oldugu deneyleri modellemek i¢in kullanilmaktadir (Forbes vd., 2011). Laplace dagilima,
konum parametresi ve biri pozitif biri negatif olmak iizere birlestirilmis iki tistel dagilimdan
olustugu i¢in ¢ift iistel dagilim olarak da adlandirilmaktadir. Ayrica bu dagilim, Laplece’in
birinci yasasi olarak da bilinmektedir. Laplace dagilimmin konum parametresi (¢) ve dlgek
parametresi (o > 0) olmak tizere iki parametresi bulunmaktadir. Laplace dagiliminin

olasilik yogunluk fonksiyonu,
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fGp0) = (14)

biciminde tanimlanmaktadir. Laplace dagiliminin farkli konum ve olgek parametreleri

kullanilarak olusturulan olasilik yogunluk fonksiyonlarinin grafigi Sekil 4’te verilmistir.

0.5
s |1=() =1
s | 1=() =2
1=0 =4
04+ —— /"’=-5 =31 1
03r
3

Sekil 4. Laplace dagiliminin farkli parametreli olasilik
yogunluk fonksiyonlar1

1.7.1.4. Student-t Dagilhim

Student-t dagilimi1 ya da kisaca t-dagilimi, “Ogrenci” takma adiyla bilinen Ingiliz
istatistikgi William Sealy Gosset tarafindan gelistirilmistir (Student, 1908). Student-t
dagilimi, normal dagilimin da igerisinde bulundugu siirekli olasilik dagilimlar ailesinde yer
alan dagilimlardan biridir. Bu dagilim, iki 6rneklem ortalamasi arasindaki farkin istatistiksel
olarak anlamli olup olmadigim test etmek i¢in kullanilir (Forbes vd., 2011). Student-t
dagilimi1 normal dagilim gibi simetrik ve ¢an egrisi seklindedir. Bununla birlikte, t-dagilimi
normal dagilima goére daha agir kuyruklara sahiptir, yani ortalamadan uzak degerler

tiretmeye daha yatkindir. Student-t dagiliminin sekil parametresi (v) olmak {izere tek bir
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parametresi vardir. Bu parametre pozitif degerler almaktadir ve dagilimin serbestlik

derecesini temsil etmektedir. Student-t dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu,

=)

@(Hx_)( 2

, —o<x<oo
(15)

0, d.d
biciminde verilmektedir. Student-t dagiliminin farkli sekil parametrelerine ait olasilik

yogunluk fonksiyonlarmin grafigi Sekil 5’te gosterilmistir ayrica Student-t dagiliminin

serbestlik derecesi biiylidiikge normal dagilima yaklasmaktadir.

< < < < <

04r

N =
83

03r

f(x)

02r

01r

Sekil 5. Student-t dagilimimin farkli parametreli olasilik
yogunluk fonksiyonlar1

1.7.2. Simetrik Olmayan Dagilimlar

Simetrik olmayan dagilim, degisken degerlerinin diizensiz frekanslarda, ortalama,
ortanca ve modun farkli noktalarda meydana gelmesi durumudur. Bir dagilim simetrik
degilse, ¢arpik veya asimetrik dagilim olarak adlandirilir. Carpiklik bir dagilimin simetriden
ayrilma egilimini gostermektedir. Simetrik olmayan bir dagilim, bir tarafta digerine gore

daha fazla yayilma egiliminde olan degerlere sahiptir. Dolayisiyla, simetrik olmayan dagilim
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bir yonde veya diger yonde belirgin bir kuyruga sahip olan bir dagilimdir. Simetrik olmayan
dagilimlar sola veya saga carpik olmaktadir. Ustel dagilim, log-normal dagilim, Weibull
dagilimi, gamma dagilimi ve Ki-kare dagilimi simetrik olmayan dagilimlara 6rnek olarak
verilebilir ve bu c¢alismada da simiilasyonlarda bu simetrik olmayan dagilimlar

kullanilmistir.

1.7.2.1. Ustel Dagilim

Olasilik teorisi ve istatistikte, listel dagilim genellikle belirli bir olay gergeklesene
kadar gecen siireyle ilgilenen siirekli, simetrik olmayan bir olasilik dagilimidir. Ornegin, bir
radyoaktif atomun bozunma siiresi veya sabit ariza oranlarina sahip bilesenlerin arizalanma
stiresi uistel dagilim gostermektedir (Forbes vd., 2011). Sag kalim analizi ve giivenilirlik gibi
cesitli alanlarda da yaygin olarak kullanilan iistel dagilim, 1985 yilinda Karl Pearson
tarafindan tartisilan gamma dagiliminin 6zel bir durumu olmasina ragmen, istatistiksel
literatiirde dagilimin kendi basina ortaya ¢ikmasi biraz zaman almistir (Johnson vd., 2019).
Bununla birlikte, tstel dagilimin diger dagilimlardan farkli olarak unutkanlik 6zelligi de
vardir. Ustel dagilimin A ile gosterilen tek bir parametresi vardir ve bu parametre pozitif

degerler almaktadir. Ustel dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

e ™™ x>0
fl;A) = (16)
0, d.d

bi¢iminde tanimlanmaktadir. Sekil 6’da tistel dagiliminin farkli parametre degerlerine ait

olasilik yogunluk fonksiyonlarinin grafigi verilmistir.
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Sekil 6. Ustel dagilmin farkli parametreli olasilik
yogunluk fonksiyonlari

1.7.2.2. Log-normal Dagilim

Log-normal dagilim, logaritmasi normal dagilim gosteren rastgele bir degiskenin
olasilik dagilimidir. Eger X rastgele degiskeninin logaritmast normal dagilim gdsteriyorsa
yani log X ~N(u, o) ise bu rastgele degisken bir log-normal dagilima sahiptir. Bu rastgele
degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu normal dagilimin olasilik yogunluk
fonksiyonundaki degiskene logaritmik doniisiim uygulanarak elde edilebilir. Normal
dagilim simetrik bir dagilim olmasina ragmen log-normal dagilim simetrik olmayan ve
pozitif ¢arpik bir dagilimdir. Log-normal olarak dagilmis bir rastgele degisken sadece pozitif
degerler alir. Verilere logaritmik bir doniisiimiin uygulanmasi, verilerin simetrik normal
dagilima yaklasmasina olanak saglayabilir; ancak log-normal dagilima sahip rastgele
degiskenlerin negatif degerler almamasi bu prosediiriin gegerliligini sinirlayabilir (Forbes
vd., 2011). Tip, mithendislik, biyoloji, finans gibi farkli ¢alisma alanlarinda log-normal
dagilimm kullammlar1 mevcuttur. Ozellikle, finans alaninda ¢ogunlukla hisse senedi
fiyatlarini, endeks degerlerini, varlik getirilerini ve ayrica doviz kurlarin1i modellemek i¢in
log-normal dagilimdan yararlanilir. Log-normal dagilimin konum (¢) ve dlgek (o) olmak

tizere iki parametresi vardir ve olasilik yogunluk fonksiyonu,
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( 1 _(In(x)-w?
e 202, x=20

fGop o) ={XoVem 17)

0, d.d

bigiminde tanimlanmaktadir. Parametrelerinin degisimi sonucu log-normal dagilimin her
biri birbirinden farkli yapilar gostermektedir. Log-normal dagilimin, farkli parametrelerine

ait olasilik yogunluk fonksiyonlarinin grafigi Sekil 7°de gosterilmistir.

2
18 — =01 0=2.4| |
’ s 1 =(0.1 0=1.5
16 #=0.1 o=1
—1=0.1 6=0.5
14 r— =01 6=0.2 |
1.2H
X 1
0.8+
0.6
04
0.2%

Sekil 7. Log-normal dagiliminin farkli parametreli olasilik
yogunluk fonksiyonlari

1.7.2.3. Weibull Dagilimi

Weibull dagilimi stirekli ve pozitif rastgele degiskenli bir olasilik dagilimidir. Bu
dagilim adin1 1939 yilinda malzeme mukavemetinin dagilimini temsil etmek ve 1951 yilinda
da cesitli uygulamalar icin kullanan Isvecli fizik¢ci Waloddi Weibull'dan almistir (Weibull,
1939; Weibull, 1951). Buna ragmen, Weibull dagilimi, ilk olarak 1933 yilinda Rosin ve
Rammler tarafindan bir pargacik boyutunun dagilimini tanimlamak i¢in kullanilmistir
(Rosin ve Rammler, 1933). Giivenilirlik, sag kalim, riizgar hizlar1 gibi gesitli verilerin
modellenmesi i¢in bu dagilimdan yararlanilmaktadir. Weibull dagilimmnin ¢ok cesitli

kullanim alanlarinin bulunmasinin sebebi esnek bir yapiya sahip olmasidir. Clinkii parametre
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degisimi ile normal ve iistel dagilim gibi uygulamalarda daha yaygin olarak kullanilan farkli
dagilimlar elde edilebilmektedir. Weibull dagiliminin olgek parametresi (1) ve sekil
parametresi () olmak tizere iki parametresi vardir. Bu dagilimm olasilik yogunluk

fonksiyonu,

g % i e_(%)ﬁ x>0
fGsB,4) = (18)
0, d.d

bicimindedir. Eger f = 3.4 alinirsa Weibull dagilimi normal dagilima, f = 2 alinirsa
Raiyleigh dagilimina, f = 1 alinirsa da iistel dagilima donlismektedir (Altin Yavuz, 2021).
Weibull dagiliminin farkli parametre degerlerine ait olasilik yogunluk fonksiyonlarinin

grafigi Sekil 8’de verilmistir.

25 T T T T T
— \=0 5=0.5
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Sekil 8.  Weibull dagiliminin farkli parametreli olasilik
yogunluk fonksiyonlar1

1.7.2.4. Gamma Dagilimi

Gamma dagilimi, her zaman pozitif degerler alan siirekli degiskenleri modellemek icin

isletme, finans ve miihendislik gibi alanlarda yaygin olarak kullanilan bir olasilik
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dagilimidir. Orijinden baslayan ve esnek bir yapiya sahip olan gamma dagilimi, ki-Kkare,
Erlang ve istel dagilimlarini 6zel bir durum olarak igermektedir (Forbes vd., 2011).
Ortalama sabit bir siirede meydana gelen bagimsiz olaylar arasindaki stireyi modellemek
i¢in gamma dagilimi kullanilmaktadir. Glivenilirlik analistleri de hata siirelerini modellemek
icin genellikle gamma dagilimindan yararlanmaktadir. Gamma dagilimi 6lgek parametresi

(8) ve sekil parametresi (k) olmak iizere iki parametreye sahiptir ve olasilik yogunluk

fonksiyonu,
(1 x
xk=1e™8, x>0
I'(k)ok ’
f(xik,6) = J () (19)
L 0, d.d

biciminde tanimlanmaktadir. Bu olasilik yogunluk fonksiyonunda sekil parametresi olan k
tamsay1 degeri almigsa, gamma dagilim: Erlang dagilimina, k = 1 oldugunda ise iistel
dagilima doniismektedir. Gamma dagiliminin farkli parametreler kullanilarak elde edilen

olasilik yogunluk fonksiyonlarinin grafigi Sekil 9’da gosterilmistir.

0.5

k=1 6=2
k=2 §=2
k=3 =2
k=5 =1
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18 20

Sekil 9.  Gamma dagilimmin farkli parametreli olasilik
yogunluk fonksiyonlar1



23

1.7.2.5. Ki-Kare Dagilimi

Ki-kare dagilimi, birgok hipotez testinde kullanilan k serbestlik derecesine sahip
siirekli bir olasilik dagilimidir ve gamma dagiliminin 6zel bir halidir. Her biri standart
normal dagilima sahip k tane bagimsiz rastgele degiskenin karelerinin toplaminin olasilik
dagilim1 k serbestlik derecesine sahip ki-kare dagilimidir (x#). Ki-kare dagiliminin sekil
parametresi (k) olmak {izere tek bir parametresi vardir. Bu parametre pozitif degerler
almaktadir ve dagilimin serbestlik derecesini temsil etmektedir. Ki-kare dagiliminin olasilik

yogunluk fonksiyonu,

(1 ko, _x
= x2 e 2, x>0

fGk) = J 221 () (20)
0, d.d

bicimindedir. Dagilimin sekli parametrenin farkli degerlerine gore degiskenlik
gostermektedir ve farkli parametrelerine ait olasilik yogunluk fonksiyonlarmin grafigi

Sekil 10’da verilmistir.

05 T T T T T T T
045+ m—k=1
— =D
04F k=31
— =]
035_ _k=6 -
k=9
03r
X025¢
02r
0.15F
0.1

0.05

Sekil 10. Ki-kare dagilimimin farkli parametreli olasilik
yogunluk fonksiyonlar1
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1.8. Istatistiksel Hipotez Testleri

Istatistiksel hipotez testi, elde edilen (gozlenen) verilere dayanarak ortaya atilan bir
iddianin (hipotez) yeterince desteklenip desteklenmediginin arastirilmasi igin kullanilan
istatistiksel bir yontemdir. Hipotezlerin reddedilmesi veya gézlemlenen 6rneklerin beklenen
sonuglardan 6nemli Olgiide farklilik gosterip gostermedigine karar verilmesini saglayan
prosediirlere hipotez testleri, 6nem testleri veya karar kurallar1 denir (Ramachandran ve
Tsokos, 2021). Hipotez testleri kusursuz degildir yani bir hipotezin dogrulugu kesin olarak
kanitlanamaz. Bir hipotez testinde birbiriyle karsilagtirilan iki hipotez bulunmaktadir. Bunlar
yokluk hipotezi (H,) ve alternatif hipotezdir (H,). Hipotezler ifade edildikten sonra, yokluk
hipotezinin reddedilip reddedilmeyecegini belirlemek icin uygun istatistiksel testler
kullanilir. Istatistiksel testler sonucunda dort olast durum ve bu durumlar sonucunda da iki
farkl: tiirde hata meydana gelmektedir. Hatalarin her biri de farkli olasiliklarla olugsmaktadir.
Bu hatalardan biri aslinda dogru oldugu halde H,, hipotezini reddetmektir. Buna 1. tip hata
denir ve bu hatanin meydana gelme olasiigi « ile temsil edilir. Yani,
P(Hyred | Hy dogru) = a’dir. Bununla birlikte, 1 — a olasihig1 da giiven diizeyi olarak
adlandirilir. Hatalardan digeri ise yanlis oldugu halde H, hipotezini kabul etmektir. Bu hata
tirine de Il. tip hata denir ve hatanin meydana gelme olasihigt S ile temsil edilir. Yani,
P(Hy kabul | Hy yanlis) = f’dir. 1 —f olasiligi da testin giiciinii ifade etmektedir.

Istatistiksel hata tiirleri ve olasiliklar1 Tablo 1’de verilmistir.

Tablo 1. Istatistiksel hata tiirleri ve olasiliklari

Istatistiksel Karar
H, Kabul edildi. H, Reddedildi.

Dogru Karar I. Tip Hata

Hy Dogru
(1 — @) —Giiven Diizeyi (a)
Gerg¢ek

Il. Tip Hata Dogru Karar

H, Yanhs
(B) (1 — B) —Testin Giicii




2. YAPILAN CALISMALAR

Uyum iyiligi testlerinde yokluk hipotezinin kabul edilip edilmeyecegine karar vermek
icin test istatistiine veya test istatistigi kullanilarak hesaplanan p-degerine bakilmaktadir.
Bu nedenle arastirmalarda p-degeri ¢ok dnemli bir parametredir. Fakat p-degerinin kiiclik
bir degisimi veya anlamlilik diizeyinin iyi se¢ilmemesi yokluk hipotezinin dogru oldugu
halde reddedilmesine veya yanlis oldugu halde kabul edilmesine sebep olabilmektedir.
p-degeri genellikle uyum iyiligi testlerinin sonuglarinin giivenirliligini ortaya koymaktadir.
Ancak literatiirde yapilan caligmalarda p-degerinin stabilitesindeki sorunlar her zaman
giivenilir olmadigini géstermistir (Abelson, 1997; Hubbard ve Lindsay, 2008; Sullivan ve
Feinn, 2012). Bu nedenle, bu eksikliklerden kaginmak i¢in bu ¢alismada, literatiirdeki uyum
1yiligi testlerine alternatif olarak yeni bir uyum 1yiligi test yontemi ve uyum iyiligi testlerinin
giivenilirlik derecesi i¢in Olgiit olarak kullanilabilecek yeni bir olabilirlik indeksi
gelistirilmistir. Onerilen yontemde, yénsel yaklagim temel alinarak bir olabilirlik indeksi
hesaplanacak ve bu degere gore drneklemin iddia edilen dagilima ne kadarlik bir uyum
gosterdigi yorumlanabilecektir. Boylece, p < @ olmast durumunda kurulan yokluk
hipotezini dogrudan reddetmek yerine, 6rneklemin geldigi disiiniilen dagilimi1 ne kadar
yansittig1 hesaplanacak ve ne kadarlik bir uyumun calisma icin kabul edilebilecegi
arastirmaciya birakilacaktir. Gelistirilen olabilirlik indeks degerine ek olarak bu ¢alismada,

indeks degerinin dagilimi incelenerek bagimsiz ki-kare uyum 1yiligi testi onerilmistir.

2.1. Uyum lyiliginin Olabilirlik indeksi

Istatistik biliminde, olasiliksal integral doniisiimiine gore keyfi olasilik dagilimi
gosteren bir rastgele degisken, [0,1) araliginda tamiml diizgiin dagilimdan bir rastgele
degiskene donistiiriilebilir (Angus, 1994). Yani, X siirekli rastgele degiskeninin birikimli
dagilim fonksiyonunun Fy(x) oldugunu varsayilsin (X ~Fy (x)). Bu durumda, U = Fx(X)
esitligiyle diizglin dagilima sahip U rastgele degiskeni elde edilebilir (Dodge, 2006).

Uyum 1yiligi testlerinde yokluk hipotezi ve alternatif hipotez;

Hy: F(x) = Fy(x)
Hy: F(x) # Fy(x)
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biciminde verilir. Eger x degerleri F,(x) dagilimdan geliyorsa,

Uy = Fo(Xy) (21)
esitligi yazildiginda U;~Diizgiin (0, 1) tanimlamasi gegerli olur. Daha sonra,

V, =2nU; (22)
dontisiimii yapilarak V; degiskeni (0,27m) araliginda diizgiin dagilima doniistirtlir. Yani,
V;~Diizgiin (0, 2m) olur. Bu durumda, V; degiskeni birim ¢ember {izerinde tanimlanmis

verilere doniislir. Bu veriler birer birim vektor kabul edilerek ortalama bileske vektor

bulunmak istenirse, bu bileske vektoriin ortalama yatay bileseni,

C = %Z cos(V;) (23)

§= %2 sin(V;) (24)

biciminde tanimlanmaktadir. Birim ¢ember iizerinde vektor seklinde gosterilen dairesel

verilerin, bileske vektor uzunlugu (R),

R=+/C%+§2 (25)
seklinde hesaplanmaktadir. Bileske vektor uzunlugu 0 < R < 1 aralifinda deger almaktadir.
Bileske vektor uzunlugu cember lizerindeki verinin yogunlasmasinin bir dl¢iisiidiir (Mardia,

1972). Bileske vektor ile yonsel yaklasim kullanilarak onerilen olabilirlik indeks degeri,

M=1-R (26)
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bigiminde belirlenir. Onerilen olabilirlik indeks degerinin grafiksel gosterimi Sekil 11°de

verilmigtir.

B o (2]
T T

Rastgele Veriler (.
o
Rastgele Veriler (V)
w

N
T

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

indis (i) indis (i)
(@) (b)

wl2 w2

—
3n/2

(c) (d)

Sekil 11. Onerilen olabilirlik indeks ydnteminin grafiksel gosterimi (a) Olusturulan
rastgele veriler, (b) (0,2m) araligina doniistiiriilen veriler, (¢) Doniistiiriilen
verilerin radyal sistemde gdsterimi, (d) Verilerin bileske kuvveti

Sekil 11(a)’da standart normal dagilimdan rastgele iiretilmis on tane Ornek,
Sekil 11(b)’de ise bu verilerin yonsel verilere (Diizgl"m (0, 27r)) doniistiirilmiis degerleri
goriilmektedir. Sekil 11(c)-(d)’de de yonsel verilerin birim vektor gésterimi ve bu verilerin
bileske vektorii yer almaktadir.

Bileske vektor uzunlugunun sifira yaklasmasi: (R — 0) durumunda olabilirlik indeks
degeri bire yaklasacaktir (IT = 1). Bu durum, verinin birim ¢ember {izerinde herhangi bir

noktada yogunlagsma gostermediginin tiim ¢embere esit sekilde dagildigini, yani diizgiin
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dagilima sahip oldugunun gostergesidir. Ote yandan, bileske vektdr uzunlugunun bire
yaklagmasi (R — 1) durumunda olabilirlik indeks degeri sifira yaklasacaktir (IT - 0). Bu
ise verilerin birim ¢ember iizerinde herhangi bir noktada yogunlasma gdsterdiginin tiim
¢embere esit dagilmadigini, yani diizgiin dagilima sahip olmadigini1 gosterir. Algoritma 1’de

Onerilen olabilirlik indeks yonteminin algoritmasi verilmistir.

Algoritma 1. Onerilen olabilirlik indeksinin hesaplanmasi

Adim 1. iddia edilen teorik dagilim fonksiyonunu belirle,

Adim 2. Orneklem degerlerini bu 6zel dagilimda yerine koyarak (Esitlik (21)),
[0,1) araliginda U; degerlerini elde et,

Adim 3. [0, 1) araligindaki U; degerlerini, 27 ile ¢arparak (Esitlik (22)) yonsel
V; degerlerine gevir,

Adim 4. V; yonsel degerlerinin, Esitlik (23)’t4 kullanarak ortalama diisey
bilesenini (S) ve Esitlik (24)’ii kullanarak ortalama yatay bilesenini (C)

hesapla,
Adim 5.  Esitlik (25)’teki gibi diisey bilesen ile yatay bilesenin bileskesini alarak
bileske vektorii (R) hesapla,

Admm 6. Esitlik (26) yardimiyla, birden ortalama bilegske vektoriiniin degerini
¢ikararak olabilirlik indeksini (IT) hesapla.

Yonsel yaklagim kullanilarak hesaplanacak olan olabilirlik indeks degeri 6rneklemin
iddia edilen dagilimi ne derece yansittigini ortaya koyabilecektir. Boylece, Onerilen

olabilirlik indeksi, uyum iyiligi testleri i¢in sayisal bir 6l¢iit olarak kullanilabilecektir.

2.2. Bagimsiz Ki-Kare Uyum lyiligi Testi

Bu calismada, onerilen olabilirlik indeks degerine ek olarak, bir ¢ember iizerinde
tanimlanmis verilere doniistiiriilen verilerin yogunlasmasinin bir dl¢iisii olarak tanimlanan
bileske vektorin (R) dagilimindan yola ¢ikilarak yeni bir uyum iyiligi test yontemi

gelistirilmistir.
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2.2.1. Bileske Vektoriin Dagiliminin Elde Edilmesi

Onerilen olabilirlik indeks degeri hesaplanirken dairesel verilerin istatistiklerinden
faydalanilmistir. Oncelikle, U; = Fy(X;) durumunda U;~Diizgiin(0, 1) tanimlamas1 gegerli
olacagindan ve V; = 2rnU; donisimi uygulandiginda V;~Dilizgin(0,2m) olacaktir.
Boylelikle, V; degiskeni birim g¢ember iizerinde tamimlanmis verilere dontsir. V;
degiskeninin siniislerinin ve kosiniislerinin ortalamalar1 alinarak ortalama yatay ve diisey
bileseni bulunur. Daha sonra da bu bilesenler kullanilarak birim ¢ember tizerindeki verinin
yogunlagmasinin bir Olgiisii olan bileske vektor hesaplanir. Bileske vektoriin dagilimi
incelendiginde, bu degiskenin ki-kare dagilimina yakinsadigi gortilmektedir.

V; degiskenleri, (0, 2r) araliginda diizgiin dagilima sahip oldugundan siniislerinin ve
kosiniislerinin ortalamas1 alindiginda elde edilen iki rastgele degisken (C,S) normal
dagilima sahip olmaktadir. V; degiskeninin ortalama yatay ve diisey bileseninin histogram

grafigi Sekil 12°de verilmistir.

12000 ‘ — . 12000 . ——
10000 | | N 1 10000 f | W
8000 - 1 8000
w 0
c c
£ 6000 2 6000 -
o 3
4000 { 4000
2000 - 1 2000 -
0 : 0
4 2 0 2 4 4 2 0 2 4
X X
(@) (b)

Sekil 12. V; degiskeninin ortalama yatay ve diisey bileseninin histogrami (a) V;
degiskeninin ortalama yatay bileseninin histogrami, (b) V; degiskeninin
ortalama diisey bileseninin histogrami

Bileske vektoriin karesi, Esitlik (25)’teki gibi bu iki rastgele degiskenin karelerinin
toplam1 kullanilarak hesaplanmaktadir. Her biri standart normal dagilima sahip k tane
bagimsiz rastgele degiskenin karelerinin toplaminin olasilik dagilimi k serbestlik derecesine
sahip x2 dagilimidir (Balakrishnan ve Nevzorov, 2004). Bu bilgiden yararlanilarak, yatay
ve diisey bilesenler standart normal dagilim gostermedikleri ig¢in dncelikle standartlagtirma
islemi uygulanmistir. Standartlastirma uygulanmis bilesenler kullanilarak elde edilen bileske

vektoriin karesinin histogrami Sekil 13’te gosterilmistir.
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Sekil 13. Bileske vektoriin karesinin histogrami

Sekil 13’te de goriildiigii gibi bileske vektoriin karesinin (R?) dagilim, iki rastgele
degiskenin karelerinin toplami1 seklinde oldugundan, k = 2 serbestlik derecesine sahip y?

dagilimina sahiptir.

Ispat 1:

Ortalama yatay ve diisey bilesen sirasiyla

C = %; cos(V;), (27)
S= %z sin(V;) (28)

~
1]
[

bi¢iminde hesaplanir. Burada (V4, V5, ..., V;,)~Dlizgin(0, 2m), C = cosV ve S = sin V' dir.

Daha sonra bu bilesenlerin birinci ve ikinci momentleri hesaplandiginda

21 1

- = 29
E(©) jo cosV——dV =0, (29)
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21

1
E(S)—f0 smVEdV—O (30)
elde edilir ve benzer olarak,
1
E(C?) = E(S?) = > (31)

E(C-S)=0 (32)

bi¢giminde hesaplanir. Bu durumda, (0, 27) araliginda diizgiin dagilima sahip olan rastgele
degiskenler, siniis ve kosiniislerinin ortalamasi alinarak N(u,X) dagilimina doniistiiriilmiis

olur. Boylece,

— 0
ﬁzo,zzzg 1 (33)
2n

olur. Eger (C,S) rastgele degiskenleri standartlastirilirsa, (\/an ) ve (\/an) rastgele
degiskenleri Normal(0, 1) dagilimindan gelmektedir. Yani,

V2nC = m%z cos(V;)

Lt (34)
2
= \/iz COS(27TF0 (xl-)),
NS
ve benzer sekilde,
1 n
V2nS = \/ﬁgz sin(V;)
' (35)

= \/%Z sin(2mF,(x;))
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olur. (v2nC) ve (vV2nS) degiskenleri Normal(0, 1) dagilim gosterdiginden (vV2nC )2 ve

(\/ZnS_')2 degiskenleri k =1 serbestlik dereceli ki-kare dagilimma sahiptirler ve bu
degiskenlerin toplam1 olan R? degiskeni de k = 2 serbestlik dereceli ki-kare dagilimima
sahiptir (x2).

2.2.2. Kritik Tablo Degerlerinin Elde Edilmesi

Ki-kare uyum iyiligi testi sag kuyruk testidir ve bu test uygulanirken, hesaplanan test
istatistiginin Ki-kare dagilimimin ana kiitlesinde ya da kritik bolgesinde olup olmadigi
bilinmelidir. Kritik bélgenin sinir1 kritik deger olarak bilinir. Kritik deger de testin anlamlilik
diizeyine baghdir. Anlamlilik diizeyi genellikle 0.05 veya 0.01 olarak alinir. Kritik degerler
de ki-kare test tablosundan bulunur. Eger test istatistigi kritik bolge igindeyse H,, hipotezi
reddedilir. Sekil 14°te, ki-kare uyum iyiligi testinin kabul ve kritik bolgesi verilmistir.

0.16 T T
0.14 7

0.12F 7

X 0.08 .

[

0.06 7

0.04 - A

0.02L Kabul Bélgesi + Kritik Bélge — |

(4

Sekil 14. Ki-kare uyum iyiligi testinin kabul ve kritik bolgesi

Bileske vektoriin dagilimindan yararlanilarak gelistirilen bagimsiz Ki-kare testine ait
kritik tablo degerlerini elde etmek igin kitle olarak normal dagilim se¢ilmistir. Normal

dagilimdan 6rneklem biiyiikliigii n = 200 alinarak rastgele veriler liretilmistir. Daha sonra,
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bu veriler 6nerilen yontemdeki adimlar kullanilarak ¢ember {izerinde tanimlanmis yonsel
verilere doniistiiriilmiistiir ve verilerin bileske vektoriiniin karesi (R?) hesaplanmistir. Bu
islem 10000 kez tekrarlanmistir ve elde edilen R? ve y? tablo degerleri Tablo 2’de

verilmisgtir.

Tablo 2. Farkli a degerlerine gore R? ve x? tablo degerleri

a 0.25 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005

R? 2.775757 4.605028 5.987124 7.372935 9.180856 10.55664

X2 2.772589  4.60517 5.991465 7.377759 9.21034 10.59663

Tablo 2 incelendiginde, R? ve y? tablo degerlerinin birbirine olduk¢a yakin ¢iktig:

goriilmektedir. Bu degerlerin grafiksel olarak karsilastirilmas: da Sekil 15°te gosterilmistir.

2 1 1 | 1
0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

Sekil 15. R? ve y? tablo degerlerinin grafiksel olarak karsilastiriimasi

Sekil 15 incelendiginde, R? ve x? tablo degerlerinin tamamen birbiriyle ortiistiigii

goriilmektedir. Bu durum, bileske vektor kullanilarak 6nerilen bagimsiz ki-kare uyum iyiligi
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testinin siirekli dagilimlara da kolaylikla uygulanabilecegini gdstermektedir. Onerilen
bagimsiz ki-kare testi sinif sayisindan bagimsiz olacagindan, literatiirdeki Ki-kare uyum
iyiligi testinin en onemli eksikliklerinden biri olan siniflandirmadan kaynakli meydana

gelebilecek bilgi kaybini ortadan kaldirilabilecektir.

2.2.3. Bagimsiz Ki-Kare Uyum lyiligi Test Istatistiginin Hesaplanmasi

Bir ¢ember iizerinde tanimlanmis yonsel verilere doniistiiriilen verilerin
yogunlagmasiin bir 6l¢iisii olan ortalama bileske vektoriin dagilimi incelendiginde, bu
degiskenin ki-kare dagilima sahip oldugu goriilmiistiir. Bu yaklasimdan yararlanilarak
literatiirdeki ki-kare uyum 1iyiligi testinin aksine sinif sayisindan bagimsiz ve siirekli
dagilimlar i¢in de kullanilabilecek olan bagimsiz ki-kare uyum iyiligi testi Onerilmistir.
Ayrica farkli anlamhlik diizeyleri i¢in R? ve y? tablo degerlerinin ortiistiigii Tablo 2°de
goriilmiistiir. Onerilen bagimsiz ki-kare uyum iyiligi testinde 6ncelikle her veri birer birim
vektor kabul edilerek bileske vektor bulunmak istenirse, bu bileske vektoriin

standartlastirilmis ortalama yatay bilesent,

2 n
C =\/;; cos(ZTrFO(xl-)) (36)

ve standartlastirilmis ortalama diisey bileseni,

S = \/%Z sin(ZnFO(xi)) (37)

bi¢iminde tanimlanir. Her yatay ve diisey bilesen rastgele degiskenlerinden yeteri kadar
ornek alinirsa, merkezi limit teoremine gore standart normal dagilima yakinsar. Bu yeterli
ornek sayisinin belirlenmesi i¢in yapilan simiilasyon ¢alismasinda [0, 27r] araliginda diizgiin
dagilimdan iiretilen farkli biiyiikliikteki rastgele 6rneklerin (C, S) degerleri hesaplanmustir.
Her C ve S rastgele degerlerinden 100’er tane olusturularak bir veri seti elde edilmis ve
standart normal dagilimdan gelip gelmedigi Kolmogorov-Smirnov uyum iyiligi testi ile test

edilmis ve I. tip hatalar1 hesaplanmistir. Bu islem 10000 kez tekrar edilmistir. C ve S
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degiskenlerinin Kolmogorov-Smirnov testi sonucundaki I. tip hatalar1 Sekil 16’da

verilmigtir.

02 T T T T

i

0.15 1

I. Tip Hata

0.05 D\'Q“E':B"E‘F:&*Q—‘%—G—O‘a#o 4| ——cC

3 4 5 6 7 8 9 10 15 20 30 50 100
Orneklem Sayisi

Sekil 16. C ve S degiskenlerinin Kolmogorov-Smirnov testi sonucundaki I. tip hatalari

Sekil 16°da goriildiigii gibi 6rneklem biiyiikliigii 4’ten kiigiik oldugunda I. tip hata
yiikselmektedir yani normallik varsayimi gegersiz olmaktadir. Buna gore, 6nerilen yontemin
sadece 4 ve 4’ten biiylik 6rneklemler i¢in kullanilabilir oldugu s6ylenebilir.

Birim ¢ember {izerinde vektor seklinde gosterilen yonsel verilerin, standart

bileske-kare vektori,
R*=(C*+S§? (38)

seklinde tanimlanir. Bu bileske-kare vektor genel gosterim olarak,

=1

2 n 2 n 2

R? =— Z cos(2nFy (X)) | + Zsin(erFO(Xi)) (39)
I\

bigiminde verilebilir. Elde edilen R?, 6nerilen bagimsiz Ki-kare uyum iyiligi yonteminin test
istatistigini vermektedir. Bu bileske-kare vektor, standart normal dagilimdan gelen iki
rastgele degiskenin karelerin toplami olan 2 serbestlik dereceli ki-kare dagilimina sahiptir.

Onerilen bagimsiz ki-kare uyum iyiligi testinin algoritmasi, Algoritma 2’de verilmistir.
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Algoritma 2. Bagimsiz Ki-kare uyum iyiligi testi

Admm 1.  Yokluk hipotezi i¢in teorik dagilim fonksiyonunu ve parametreleri

tanimla,
Adim 2.  Test istatistigi R?’yi hesapla,

Adim 3. Segilen a degerine gore 2 serbestlik dereceli y? tablosundan kritik

degeri belirle,

Adim 4.  Test istatistigi R* kritik degerden x5, , bilyiikse yokluk hipotezini
reddet.

Onerilen bagimsiz ki-kare uyum iyiligi testinin kritik degerleri, tablo degerine gerek

duymadan sadece tek satirli y3 tablosu kullanilarak verilebilir.

Tablo 3. Farkli a degerlerine gore bagimsiz ki-kare testinin kritik tablo degerleri

a 0.25 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005

)(%,l_a 2.772589  4.60517 5.991465 7.377759 9.21034 10.59663

Onerilen bagimsiz ki-kare uyum iyiligi testi, sif sayis1 ve dagilimdan bagimsiz
olmasinin yan1 sira sadece iki serbestlik derecesine sahip y3 kritik degerlerini kullandig1 igin
serbestlik derecesinden de bagimsizdir. Ayrica kullamim olarak da basit ve kolay
hesaplanabilir bir yontemdir. Tablo 4’te verilen 6rnekte, 6nerilen yontemin basit bir sekilde
uygulanabilir oldugunu gosterilmistir. Ornekte verilen 10 biiyiikliigiindeki 6rneklem igin
yokluk hipotezi, 6rneklemin (u = 10,02 = 4) parametreli normal dagilima sahip oldugu

seklinde verilmistir. Bu yokluk hipotezi ¢ = 0.05 anlamlilik diizeyinde test edilmistir.



37

Tablo 4. Bagimsiz ki-kare testinin uygulamasi

i X; V; =2nFy(x;) C=cosV; S =sinV;
1 13.5142 6.0353 0.9694 -0.2453
2 10.2069 3.4004 -0.9667 -0.2559
3 14.9308 6.2402 0.9991 -0.0430
4 11.5484 4.9046 0.1910 -0.9816
5 11.1112 4.4658 -0.2441 -0.9698
6 11.8232 5.1460 0.4202 -0.9074
7 9.6953 2.7612 -0.9285 0.3713
8 8.8668 1.7938 -0.2212 0.9752
9 11.9410 5.2408 0.5041 -0.8636
10 8.0430 1.0299 0.5149 0.8573
) 1.2383 -2.0628
(%)2 1.5334 4.2553

R? 1.1577
Sonug (a = 0.05) 1.1577<5.9915 : H, Reddedilemez

Yukaridaki tabloda yapilan hesaplamalar yokluk hipotezinin reddedilemeyecegini

gostermektedir. Tlim hesaplamalar basit bir hesap makinesi ile kolaylikla yapilabilmektedir.



3. BULGULAR VE iIRDELEME

Bu boéliimde, 6nerilen olabilirlik indeksinin ve bagimsiz ki-kare uyum iyiligi testinin
dogrulugunu, gegerliligini ve performansini kapsamli bir sekilde test etmek i¢in farkli
simiilasyon c¢alismalar1 yapilmistir. Simiilasyon g¢alismalarinin birinci kisminda, uyum
iyiliginin degerlendirilmesinde bir 6lgiit olarak 6nerilen olabilirlik indeksinin dogrulugunun
ve gegerliliginin belirlenmesi amaglanmistir. Simiilasyon ¢alismalarinin ikinci kisminda da
onerilen bagimsiz Ki-kare uyum iyiligi testi Monte Carlo yaklagimi kullanilarak literatiirde
bilinen ve yaygin bir sekilde kullanilan uyum iyiligi test yontemleriyle I. tip hata ve testin
giicli bakimindan karsilastirilarak, onerilen test yonteminin performansi ortaya koyulmaya
caligilmistir. Ayrica onerilen bagimsiz Ki-kare uyum iyiligi testi bes farkli gergek hayat veri
setine uygulanmigtir. Simiilasyon g¢alismasimin son kisminda ise Onerilen uyum iyiligi
yonteminin basarisini gostermek igin farkli simiilasyonlar gergeklestirilmistir. Tiim islemler,
Intel® Core (TM) i7-7500 CPU 2.70 GHz islemcili, 8 GB RAM &zellikli bir bilgisayar
ortaminda ve MATLAB® R2020b yazilim1 kullanilarak gerceklestirilmistir.

3.1. Yonsel Olabilirlik indeksinin Degerlendirilmesi

Uyum 1yiligi testlerinin giivenilirlik derecesi i¢in bir Sl¢iit olmas1 amaciyla dnerilen
olabilirlik indeksinin, dogrulugunun ve gegerliliginin belirlenmesi amaglanmistir. Bu amag
dogrultusunda simiilasyon ¢alismasinin bu kisminda, istatistikte en ¢ok bilinen ve yaygin bir

sekilde kullanilan merkezi limit teoremi ve biiytik sayilar kanunundan faydalanilmistir.

3.1.1. Merkezi Limit Teoremine Gore Olabilirlik indeksinin Degerlendirilmesi

Merkezi limit teoremi, istatistikteki en temel ve en 6nemli teoremlerden biridir. Bu
teoreme gore, dagilimi bilinen herhangi bir kitleden elde edilen 6rneklemin ortalamasinin
dagilimi, 6rnek boyutu yeteri derecede biiyiikse (n > 25) yaklagik olarak normal dagilir
(Rosenblatt, 1956; Marques de Sa, 2007). Bununla birlikte, 6rneklem boyutu ikiden
baglayarak birer birer arttiinda orneklemin aritmetik ortalamasinin dagiliminin giderek
normal dagilima yaklagsmasi beklenir. Dagilimin hangi oranda normale yaklastigini

belirlemek i¢in boyutu n olan 6rneklemden m tane tiretilerek her birinden elde edilen m tane
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aritmetik ortalama degerinin olusturdugu yeni 6rneklemin normal dagilima hangi oranda

yaklastiginin belirlenmesi uygun bir yaklagim olacaktir. Bu amagla, her bir 6rneklem (x]-),

X1 = {X11, X12, s X100}

Xy = {X21, X2, ) X2n}

Xm = {xmli Xm2y ) xmn}

bi¢iminde tanimlanmaktadir. Bu 6rneklemlerin aritmetik ortalamasi,

n

zxﬁ G=12..,m) (40)

i=1

x]=

S|r

seklinde hesaplanmaktadir. Orneklemlerin aritmetik ortalamalarini olusturdugu kiime ise,
O = {&y, Xy, ., Ty} (41)

biciminde verilebilir. Bu kiimedeki verilerin normal dagilima sahip olup olmadigini
belirlemek i¢in Kolmogorov-Smirnov (KS) uyum iyiligi testi uygulanmistir ve uyum iyiligi

testi i¢in hipotezler,

Hy: F(x) = Fo(x)
Hy: F(x) # Fy(x)

biciminde kurulmustur ve hipotezlere gore, Fy(x) fonksiyonu normal dagilim fonksiyonu
olarak alimmustir. Bu uyum iyiligi testi sonucunda tek bir p-degeri elde edilecegi icin
p-degerinin degisimi rastgelelikten dolayr saglikli bir sekilde gozlemlenemeyecektir.
Dolayisiyla, bu sorunu ¢ézmek i¢in ¢oklu drneklemler K kez tekrarlanmistir ve K tane
p-degeri elde edilerek yorumlamalar yapilmistir.

Ik olarak, kitle olarak diizgiin dagilim secilmistir (Xn~Diizgiin(a =0,b= 1)) ve
orneklem boyutun = 2,3, ...,12; m = 1000 ve K = 10000 olacak sekilde rastgele veriler

tretilmistir. Her biri diizgiin dagilima sahip n tane bagimsiz rastgele degiskenin toplami
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olarak tanimlanan rastgele bir degiskenin dagilimi Irwin-Hall dagilimidir. Sekil 17°de,

Irwin-Hall dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi verilmistir.

3
-

=)
N

> 3 3
o n ,n
= 0
(e>]

Sekil 17. Irwin-Hall dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu

Irwin-Hall dagiliminin ortalamasi n/2 ve varyansi da n/12’dir. Bu durumda,

(42)

dontlistimii uygulandiginda Z rastgele degiskeninin beklenen degeri 0 ve varyansi da 1
olmaktadir. Bu parametreler yardimiyla Z,, verilerinin normal dagilimdan gelip gelmedigi
KS uyum 1iyiligi testi ile sinanabilir. Elde edilen p-degerlerinin degisimini gézlemlemek
amaciyla ceyreklikleri, yokluk hipotezinin @ = 0.05 anlamlilik diizeyi ile kabul yiizdeleri
Tablo 5’te verilmistir. Ayni simiilasyon degerleri kullanilarak onerilen olabilirlik indeks
degerleri (IT) elde edilmis ve p-degerleri ile arasindaki korelasyon hesaplanarak sonuglari

Tablo 6°da gosterilmistir.
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Tablo 5. Diizgiin dagilimdan elde edilen Orneklemin KS testi sonucundaki
p-degerlerinin ¢eyreklikleri ve yokluk hipotezinin kabul yiizdesi

n Qo (min) Q. Qz(med) Qs Q4(max) %H,

2 0.0000 0.0906 0.2223 0.4325 0.9999 85.000
3 0.0000 0.1407 0.3342 0.5939 1.0000 89.694
4 0.0000 0.1824 0.4038 0.6642 1.0000 92.554
5 0.0000 0.2050 0.4368 0.7005 1.0000 03.181
6 0.0000 0.2164 0.4560 0.7163 1.0000 03.824
7 0.0000 0.2245 0.4677 0.7242 1.0000 94.109
8 0.0000 0.2320 0.4767 0.7315 1.0000 94.338
9 0.0000 0.2347 0.4791 0.7352 1.0000 94.469
10 0.0000 0.2380 0.4848 0.7406 1.0000 94.645
11 0.0000 0.2385 0.4854 0.7398 1.0000 94.654
12 0.0000 0.2418 0.4888 0.7444 1.0000 94.682

Tablo 5°te, KS testi kullanilarak elde edilen p-degerlerinin degisimini gérmek igin bu
degerlerin ¢eyreklikleri verilmistir. Ortanca degerler, n arttikga artmasina ragmen degisim
araligi hala 1 olarak kalmaktadir. Yani, 12 tane diizgiin dagilim gosteren rastgele degisken
toplanmasina ragmen bazi p-degerleri hala sifir degeri alabilmektedir. Bu ise p-degerlerinin

giivenirliligini sorgulatmaktadir.
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Tablo 6. Diizgiin dagilimdan elde edilen 6rneklemin IT degerlerinin geyreklikleri, IT ve
p-degerleri arasindaki korelasyon katsayisi

n Qo (min) Q Qz(med) Q3 Q4(max) r

2 0.8626 0.9400 0.9544 0.9683 1.0000 0.693
3 0.8722 0.9479 0.9616 0.9743 0.9997 0.718
4 0.8811 0.9545 0.9673 0.9786 0.9999 0.705
5 0.8695 0.9573 0.9697 0.9803 0.9999 0.704
6 0.8710 0.9591 0.9710 0.9812 0.9999 0.700
7 0.8914 0.9601 0.9717 0.9818 0.9999 0.699
8 0.8847 0.9608 0.9722 0.9821 0.9999 0.698
9 0.8782 0.9611 0.9725 0.9823 1.0000 0.698
10 0.8908 0.9615 0.9728 0.9826 0.9999 0.698
11 0.8905 0.9617 0.9729 0.9825 1.0000 0.696
12 0.8783 0.9619 0.9732 0.9826 1.0000 0.694

Tablo 6’daki olabilirlik indeks degerlerinde ortanca degerler, n arttikca artis

gostermekte ve ayni zamanda degisim araligi da sabit kalmaktadir. Bu sonuglar olabilirlik

indeksinin p-degeri ile benzer davraniglar sergiledigini gostermektedir. Bu durum ise,

p-degerleri ile olabilirlik indeks degerleri arasindaki korelasyon katsayisinin 0.7 civarinda

olmasi ile agiklanabilir.

Ikinci olarak, Kitle olarak iistel dagilim segilmistir (Xn~Ustel(0 = 1)) ve orneklem

boyutu n=2,3,..,12; m =1000 ve K = 10000 olacak sekilde rastgele veriler

tiretilmistir. n tane Gstel dagilim gosteren rastgele degiskenlerin toplami gamma dagilimina

sahiptir.

Rastgele degiskenlerin her birinin iistel dagilim i¢in parametresi 1/6°dir. Bu durumda,

Dolayisiyla,

Zy, N

_ (Xn —Tl.)

< 1 1
gamma dagilimmin ortalamast n@ - (5) =n ve varyanst da nf?- ( 5

) =n olur.

(43)
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doniisiimii uygulandiginda Z rastgele degiskeninin beklenen degeri 0 ve varyansi da 1
olmaktadir. Bu parametreler yardimiyla Z,, verilerinin normal dagilima sahip olup olmadig:
KS uyum iyiligi testi ile kolaylikla sinanabilir. Elde edilen p-degerlerinin ¢eyreklikleri ve
yokluk hipotezinin @ = 0.05 anlamlilik diizeyi ile kabul yiizdeleri Tablo 7’°de verilmistir.

Tablo 7. Ustel dagilimdan elde edilen érneklemin KS testin sonucundaki p-degerlerinin
ceyreklikleri ve yokluk hipotezinin kabul yiizdesi

n Qo (min) Q1 Q2 (med) Q3 Q4(max) %H,
2 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.000
3 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0073 0.000
4 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 0.0723 0.005
5 0.0000 0.0000 0.0002 0.0020 0.2065 0.847
6 0.0000 0.0000 0.0006 0.0060 0.4104 4.527
7 0.0000 0.0001 0.0015 0.0129 0.5465 9.842
8 0.0000 0.0003 0.0032 0.0232 0.6474 15.228
9 0.0000 0.0005 0.0055 0.0362 0.8183 20.581
10 0.0000 0.0009 0.0088 0.0516 0.8413 25.467
11 0.0000 0.0014 0.0126 0.0686 0.8477 29.978
12 0.0000 0.0021 0.0170 0.0859 0.8646 33.650

Tablo 7°de ortanca degerler, n arttikga artmasina paralel olarak degisim araligi da
artmaktadir. Yani, 12 tane tistel dagilim gosteren rastgele degiskenin toplanmasina ragmen
bazi p-degerleri hala sifir degeri alabilmektedir. Bu ise, p-degerlerinin gilivenirliligini
sorgulatmaktadir.

Yukarida verilen simiilasyon ¢alismasinda elde edilen veriler i¢in 6nerilen yontemle
[T degerleri elde edilmis ve p-degerleri ile arasindaki korelasyon hesaplanarak sonuglar

Tablo 8’de gosterilmistir.
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Tablo 8. Ustel dagilimdan elde edilen 6rneklemin IT degerlerinin ceyreklikleri, IT ve
p-degeri arasindaki korelasyon katsayisi

n Qo (min) Q Qz(med) Q3 Q4(max) r

2 0.6823 0.7594 0.7743 0.7894 0.8678 0.530
3 0.7123 0.8030 0.8181 0.8331 0.9207 0.493
4 0.7472 0.8289 0.8438 0.8587 0.9447 0.527
5 0.7542 0.8457 0.8608 0.8758 0.9596 0.570
6 0.7732 0.8582 0.8731 0.8881 0.9684 0.604
7 0.7838 0.8675 0.8825 0.8974 0.9794 0.634
8 0.7886 0.8754 0.8902 0.9049 0.9794 0.656
9 0.8013 0.8815 0.8964 0.9111 0.9881 0.677

10 0.8042 0.8867 0.9017 0.9165 0.9933 0.696
11 0.8105 0.8912 0.9061 0.9209 0.9933 0.709
12 0.8203 0.8950 0.9098 0.9246 0.9993 0.719

Tablo 8’deki olabilirlik indeks degerlerinin ¢eyreklikleri, n arttik¢a artis gostermekte
ve ayni zamanda degisim araligi da sabit kalmaktadir. Bu sonuglar olabilirlik indeks
degerlerinin p-degerlerine gore daha stabil davrandigini gostermektedir. Sonu¢ olarak
p-degerleri ile olabilirlik indeks degerleri arasindaki korelasyon katsayisinin n arttikga artis

egilimde oldugu tablodan gézlenmektedir.

3.1.2. Biiyiik Sayilar Kanununa Gére Olabilirlik indeksinin Degerlendirilmesi

Biiyiik sayilar kanunu bir rastgele degiskenin uzun vadeli kararliligini yansitir.
Istatistikte bir drneklemden elde edilen istatistikler, drneklemin kaynagi olan kitlenin
parametrelerinin bir tahmini olarak verilmektedir. Dolayisiyla, istatistikler parametre
etrafinda bir sagilim gostermektedir. Biiylik sayilar kanununa gore, 6rneklemin boyutu
arttikca istatistikler parametrelere yaklasmaktadir. Bagka bir ifadeyle, parametre etrafinda
sacilim gosteren istatistiklerin varyanslar kiigiilmektedir (Heyde, 1975; Kobayashi vd.,
2012). Simiilasyon ¢alismasinin bu asamasinda, biiyiik sayilar kanunundan yararlanilarak

Onerilen yonsel olabilirlik indeksinin gecerliligi ve basaris1 irdelenmistir.
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Bu asamada kitle olarak normal dagilim se¢ilmistir (Xn~N ormal(0, 1)) ve 6rneklem
boyutu n = 10, 20, ...,3000 olarak alimmistir. Biyiikk sayilar kanununa gore orneklem
boyutu arttikga istatistiklerin parametrelere yaklagsmasi gerekmektedir. Bu durumda da p ve
[T degerlerinin Orneklem boyutu ile iliskili olarak artmasi beklenmektedir.
X,~Normal(0, 1) dagilimindan ¢ekilen 6rneklemlere KS uyum iyiligi testi uygulanmis ve
elde edilen p-degerlerinin g¢eyreklikleri ve yokluk hipotezinin @ = 0.05 anlamlilik diizeyi

ile kabul ytizdeleri Tablo 9°da verilmistir.

Tablo 9. Normal dagilimdan elde edilen 6rneklemin KS testi sonucundaki p-degerlerinin
ceyreklikleri ve yokluk hipotezinin kabul yiizdesi

n Qo (min) Q Qz(med) Qs Q4(max) %Hg
10 0.0024 0.2266 0.4839 0.7511 0.9997 94.7
20 0.0029 0.2641 0.5018 0.7607 0.9979 95.7
30 0.0001 0.2530 0.4947 0.7274 0.9992 95.1
40 0.0009 0.2643 0.5013 0.7419 0.9971 95.7
50 0.0014 0.2359 0.4911 0.7389 0.9996 95.8
100 0.0005 0.2648 0.4900 0.7439 0.9996 95.6
200 0.0037 0.2374 0.5118 0.7590 0.9999 95.4
300 0.0025 0.2707 0.5008 0.7718 0.9995 95.0
400 0.0007 0.2669 0.5072 0.7506 0.9984 94.9
500 0.0023 0.2275 0.5101 0.7482 0.9982 93.7
1000 0.0036 0.2775 0.5288 0.7409 0.9973 96.5
2000 0.0057 0.2505 0.4898 0.7509 0.9996 95.5
3000 0.0014 0.2446 0.4938 0.7508 0.9997 94.1

Biiyiik sayilar kanununa gore, orneklem boyutuna bagl olarak p-degerlerinin ve
yokluk hipotezinin kabul yiizdelerinin artmasi beklenmektedir. Tablo 9 incelendiginde ise,
p-degerlerinde kiiciik sapmalar olmasina ragmen sabit bir seyir izledigi goriilmektedir. Bu
durum, p-degerinin biiylik sayilar kanununa cevap vermedigini gostermektedir.

Yapilan simiilasyon calismasinda elde edilen veriler i¢in Onerilen IT degerleri elde
edilmis ve p-degerleri ile arasindaki korelasyon katsayis1 hesaplanarak sonuglar Tablo 10°da

verilmistir.
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Tablo 10. Normal dagilimdan elde edilen 6rneklemin IT degerlerinin ¢eyreklikleri ve IT ve
p-degerleri arasindaki korelasyon katsayisi

n Qo (min) Q Qz(med) Qs Q4(max) r
10 0.1583 0.6244 0.7354 0.8309 0.9941 0.6997
20 0.3476 0.7394 0.8163 0.8797 0.9925 0.7085
30 0.4836 0.7794 0.8482 0.9020 0.9983 0.6682
40 0.5656 0.8132 0.8655 0.9155 0.9970 0.6821
50 0.6193 0.8335 0.8818 0.9212 0.9964 0.6883
100 0.7174 0.8781 0.9159 0.9439 0.9983 0.7082
200 0.8086 0.9172 0.9426 0.9635 0.9977 0.6974
300 0.8584 0.9324 0.9513 0.9689 0.9979 0.6909
400 0.8642 0.9404 0.9601 0.9741 0.9990 0.6997
s0o 08730 09477 09642 09763 09994  0.7197

1000 09198 09641 09745 09833 09986  0.6510
o000 09217 09740 09813 09881 09991  0.7011
3000 09515 09781 09844 09899 09995  0.7255

Tablo 10°daki IT degerlerinin degisimi incelendiginde, 6rneklem boyutu arttikga I1
degerlerinin de arttig1 goriilmektedir. Bu durum da Onerilen yonsel olabilirlik indeks
degerlerinin biiyiik sayilar kanununa gore gegerliligini ve basarisin1 ortaya koymaktadir.
Ayrica, p-degeri ve Il degerlerinin arasindaki korelasyonun yaklasik 0.7 olmasi, p ve II

degerlerinin iliskili oldugunu gostermektedir.

3.1.3. Farkli Dagihmlara Gére Olabilirlik indeksinin Hesaplanmas:

Simiilasyon ¢alismasimin bu bdliimiinde, simetrik dagilimlardan diizgiin dagilim
(FU (x)), tiggen dagilim (FT(x)), normal dagilim (FN (x)), student-t dagilimi (FSt (x)) ve
laplace dagilimi (Fy(x)) kullanilarak, her birinden drneklem biiyiikliigii n = 1000 olan
rastgele degerler tiretilmistir. Bu islem 1000 kez tekrarlanmistir ve her bir dagilim birbiri ile
test edilerek dagilimlar arasindaki IT degerleri, p-degerleri ve yokluk hipotezinin ¢ = 0.05

anlamlilik diizeyinde kabul yiizdeleri hesaplanmistir.
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Tablo 11’de bes dagilimdan elde edilen 6rneklemlerin hepsi birbiri ile ayr ayr ele
aliarak, ortalama yonsel olabilirlik indeks degerleri hesaplanmistir. Her satirda veya

stitundaki en biiyiik ortalama yo6nsel olabilirlik indeks degerleri ‘*’ ile gosterilmistir.

Tablo 11. Dagilimlarin yonsel olabilirlik indeks degerleri (IT)

Varsayllan Kiimiilatif Dagihimlar
Fy(x) Fr(x) Fy(x) Fg(x) Fi(x)
Fy(x) 0.9729* 0.8801 0.8356 0.9134 0.6649
Fr(x) 0.8800 0.9709* 0.9538 0.9601 0.7824
Fy(x) 0.8364 0.9535 0.9718* 0.9302 0.8107
Fg(x) 0.9100 0.9633 0.9329 0.9721* 0.7625
F;(x) 0.6754 0.7854 0.8179 0.7647 0.9717*

Gercek
Kiimiilatif
Dagilimlar

Tablo 11 incelendiginde, en biyiikk olabilirlik indeks degerlerinin her dagilimin
kendisiyle testi sonucunda elde edildigi goriilmiistiir. Yani, onerilen olabilirlik indeks
degerlerinin dogru ve stabil sonuglar verdigi sdylenebilir.

Tablo 12°de bes dagilimdan elde edilen 6rneklemlerin hepsi birbiri ile ayri ayri ele
alinarak KS uyum iyiligi testi uygulanmistir ve test sonucunda elde edilen ortalama
p-degerleri hesaplanmistir. Her satirda veya siitundaki en biiyiik ortalama p-degeri ‘*’ ile

gosterilmistir.

Tablo 12. KS uyum iyiligi testi sonucunda elde edilen p-degerleri

Varsayllan Kiimiilatif Dagilimlar
Fy(x) Fr(x) Fy(x) Fs:(x) Fi(x)
Fy(x) 0.5115* 0.0070 0.0005 0.0001 0.0000
Fr(x) 0.0050 0.4813* 0.2849 0.0832 0.0000
Fy(x) 0.0006 0.3008 0.5010* 0.0853 0.0002
Fg (x) 0.0001 0.0773 0.0801 0.5046* 0.0000
Fp(x) 0.0000 0.0000 0.0002 0.0000 0.4960*

Gergcek
Kiimiilatif
Dagilimlar
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Tablo 12’ye gore, en biiyiik p-degerlerinin her dagilimin kendisiyle testi sonucunda
elde edildigi goriilmiistiir. En biiyiik ortalama p-degerlerine bakildiginda, yaklasik 0.5
civarinda oldugu goriilmiistiir ve dolayisiyla dogru sonuglar elde edildigi sdylenebilir.

Tablo 13°te ise, Tablo 12°de verilen KS testi sonucunda elde edilen p-degerlerine gore
yokluk hipotezinin kabul yiizdeleri verilmistir. Her satir ve siitundaki en biiylik kabul

yiizdeleri *’ ile gosterilmistir.

Tablo 13. KS testi sonucundaki p-degerlerine gore yokluk hipotezlerinin kabul yiizdeleri

Varsayilan Kiimiilatif Dagilimlar

Fy(x) Fr(x) Fy(x) Fg(x) Fy(x)

Fy(x) 95.3* 0 0 0 0

<55 Fr(x) 0.3 94.5* 83.9 80.3 0

x E R 0 88.5 95.7* 58.4 0

2 . )Sb

C2E  Fa® 0 56.9 50.6 94.6* 0
Fy(%) 0 0 0 0 95.9*

Tablo 13’ten goriildiigii tizere, en bilyiik kabul yiizdeleri, her dagilimin kendisiyle testi

sonucunda elde edilmistir. Buna gore, testlerin dogru sonuglar verdigi soylenebilir.

3.1.4. Deneysel Rastgele Sayilarin Degistirilmesi ile Olabilirlik Indeksinin
Hesaplanmasi

Deneysel rastgele sayilar,

X, = Shuffle (F~(0))), U, = [1—11_1/2] (i=12..,n) (44)

biciminde hesaplanan ve istatistiksel ag¢idan hatasiz olarak dagilima uyan verilerdir.
Simiilasyon c¢alismasinin bu bdliimiinde deneysel rastgele sayilardan faydalanilmistir.
flk olarak normal (Xn~N ormal(0, 1)) ve diizglin dagilimdan (Yn~D1'izg1'in(0, 1)),
n = 100 biiyiikliigiinde iki 6rneklem icin deneysel rastgele degerler iiretilmistir. Oncelikle,
bu iki 6rnekleme, normal ve diizgiin dagilima gore iki ayr1 KS uyum iyiligi testi uygulanarak

p-degerleri ve aym1 orneklemlerin IT degerleri hesaplanmistir. Daha sonra, verilere bagh
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olarak sistemin degisimini gozlemlemek icin rastgele iiretilen 6rneklem verileri birer birer

degistirilmistir (swap(X;,Y;), i = 1,2, ...,n). Her bir degisimde olusan yeni 6rneklemler

icin KS uyum iyiligi testi ve onerilen yontem uygulanarak p ve I1 degerleri hesaplanmistir.

Her asamada p ve II degerlerinde meydana gelen degisim Sekil 18’de gosterilmistir.

Olasilik & Olabilirlik

Olasilik & Olabilirlik

Sekil 18. Verilere baglh
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(b)

100

olarak p ve II degerlerinin

degisimleri (a) Normal dagilima gore elde edilen p
ve II degerleri, (b) Diizglin dagilima gore elde

edilen p ve I degerleri

KS testi sonucunda elde edile p ve dnerilen olabilirlik indeks degerlerindeki degisimin,

degistirilen 6rnek sayisiyla orantili ve uyum iyiligi testinin dagilimina bagl olarak artmasi
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veya azalmasi gerekmektedir. Ancak, Sekil 18’deki her iki grafik i¢in de p-degerlerinin
degisimine bakildiginda, p-degerlerinde inis c¢ikislar goriilmektedir. Bu durum ise,
p-degerinin tutarl bir davranis sergilemedigini ortaya koymaktadir. Ayrica, her iki grafikte
de olabilirlik indeks degerlerinin lineer bir degisim gosterdigi goriilmektedir. Boylece,
olabilirlik indeksini temsil eden IT degerlerinin p-degerlerine gore daha tutarli oldugunu ve

daha iyi ¢alistigin1 gostermektedir.

3.2. Bagimsiz Ki-Kare Testinin 1. Tip Hata ve Gii¢ Bakimindan Karsilastirilmasi

Monte Carlo simiilasyonu yardimiyla, 6nerilen bagimsiz ki-kare testi (FCS) literatiirde
yaygin bir sekilde kullanilan Ki-kare uyum iyiligi testi (BCS), Cramér-von Mises testi
(CVM), Kolmogorov-Smirnov testi (KS), Anderson-Darling testi (AD), 1. tip hata ve gii¢
bakimindan karsilagtirtlmistir. Tiim karsilastirmalarda anlamlilik diizeyi @ = 0.05 olarak

alinmustir.

3.2.1. Simetrik Dagilimlarda I. Tip Hata ve Giic Degerlerinin Karsilastirilmasi

Simetrik dagilimlarda gilic degerlerinin karsilagtirilmasinda, her simiilasyon
n = {10, 20, 30,50, 100, 200,300,400, 500, 1000, 2000} i¢in 10000 kez tekrarlanmistir.
Bu simiilasyon i¢in normal dagilim, diizgiin dagilim, Laplace dagilimi, student-t dagilimi ve
iistel dagilim secilmistir. Ik dort dagilim simetrik dagilimlardan secilmesine ragmen, bu
simiilasyona simetrik olmayan iistel dagilim da dahil edilmistir.

(u=0,0% =1) parametreli normal dagilimdan farkli biiyiikliiklerde ¢ekilen
orneklemlerin (u = 0,02 = 1) parametreli normal dagilima uyup uymadig segilen bes ayr
uyum iyiligi yontemi kullanilarak test edilmistir. Normal dagilim igin hesaplanan I. tip

hatalar Tablo 14°te verilmistir.
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Tablo 14. Normal dagilim (u = 0,02 = 1) i¢in uyum 1iyiligi testlerinin I. tip

hatalar1
Yontem

n BCS CVM KS AD FCS
10 0.0447 0.0468 0.0492 0.0493 0.0455
20 0.0453 0.0478 0.0506 0.0485 0.0456
30 0.0466 0.0459 0.0459 0.0467 0.0473
50 0.0457 0.0478 0.0498 0.0457 0.051
100 0.0524 0.0498 0.0497 0.049 0.0497
200 0.0477 0.0472 0.0464 0.0486 0.0477
300 0.0527 0.0481 0.0463 0.0487 0.0508
400 0.0481 0.0487 0.0477 0.0486 0.0476
500 0.0440 0.0519 0.0529 0.0504 0.054
1000 0.0537 0.0486 0.0489 0.0493 0.0524
2000 0.0514 0.0524 0.0524 0.0522 0.0521

Tablo 14 incelendiginde, I. tip hatalarin 0.05 etrafinda degistigi goriilmektedir. Bu

sonuca gore, onerilen FCS yonteminin karsilastirilan diger uyum iyiligi testleri gibi tutarh

bir sekilde ¢alistig1 sdylenebilir. Ayrica, Tablo 14°teki I. tip hatalarin degisimi Sekil 19°da

gosterilmistir.
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01r

I. Tip Hata
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50
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Orneklem Sayisi

Sekil 19. Normal dagilimdan iiretilmis orneklemlerin uyum iyiligi testleri sonucunda
elde edilen I. tip hatalar
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orneklemlerin Normal(u = 0,02 = 1) dagilimma uyup uymadig belirlenen bes ayri uyum
iyiligi yontemi ile test edilmistir. Diizgiin dagilim i¢in uyum iyiligi testlerinin gii¢

karsilastirmalar1 Tablo 15°te yer almaktadir.

V3,b = \/§) parametreli diizglin dagilimindan farkli biytikliikklerde c¢ekilen

52

Tablo 15. Diizgiin dagilim i¢in uyum iyiligi testlerinin gii¢ karsilastirmalari

Yontem
n BCS CVM KS AD FCS
10 0.0464 0.0730 0.0835 0.0700 0.0809
20 0.0495 0.0836 0.0961 0.0868 0.1287
30 0.0486 0.0934 0.117/8 0.1027 0.1775
50 0.1412 0.1196 0.1506 0.1464 0.2827
100 0.3890 0.2093 0.2617 0.2914 0.5288
200 0.7111 0.4626 0.4941 0.6638 0.8427
300 0.8982 0.7270 0.7065 0.9135 0.9613
400 0.9685 0.8907 0.8510 0.9860 0.9906
500 0.9925 0.9651 0.9344 0.9997 0.9987
1000 1 1 0.9999 1 1
2000 1 1 1 1 1

Tablo 15’teki gii¢ degerleri incelendiginde, 6rneklem sayisi arttik¢a bes uyum iyiligi
yonteminin de diizgiin dagilim i¢in gii¢ degerleri artmistir. BCS yontemi, 6rneklem sayisi
n < 50 oldugu durumlarda diger yontemlere gére daha diisiik giice sahiptir. Orneklem sayis1

arttikca  biitiin - yontemler i¢in glic degerlerinin  bir oldugu gozlenmistir. Ayrica,

Tablo 15°teki gii¢ degerlerinin degisimi Sekil 20°de gosterilmistir.
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Sekil 20. Diizgilin dagilimdan iiretilmis 6rneklemlerin uyum 1iyiligi testleri sonucunda
elde edilen gii¢ degerleri

Sekil 20’deki gii¢ degerlerine gore, CVM ve KS yontemleri en diisiik duyarliligt
gosterirken, FCS yontemi en iyi duyarliliga sahiptir. BCS ile AD yontemleri benzer
duyarliliklar1 géstermesine ragmen, BCS yonteminin n < 50 durumunda diisiik duyarliliga
sahip oldugu gozlenmektedir.

Laplace (u = 0,02 = 1) dagilimindan farkli biiyiikliiklerde cekilen drneklemlerin
Normal (u = 0,0% = 1) dagihimma uyup uymadigi belirlenen bes ayri uyum iyiligi
yontemi kullanilarak test edilmistir. Laplace dagilimi ig¢in uyum iyiligi testlerinin giic

karsilastirmalar1 Tablo 16’da verilmistir.
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Tablo 16. Laplace dagilimi i¢in uyum iyiligi testlerinin gii¢ karsilastirmalari

Yontem
n BCS CVM KS AD FCS
10 0.0398 0.0320 0.0395 0.0423 0.0945
20 0.0540 0.0452 0.0629 0.0503 0.1575
30 0.1156 0.0516 0.0857 0.0605 0.2166
50 0.2434 0.0842 0.1332 0.0990 0.3471
100 0.4189 0.1967 0.2648 0.2339 0.6163
200 0.7701 0.5384 0.5715 0.6129 0.9056
300 0.9266 0.8004 0.7873 0.8597 0.9816
400 0.9785 0.9399 0.9207 0.9668 0.9967
500 0.9922 0.9838 0.9713 0.9952 0.9998
1000 0.9986 1 1 1 1
2000 0.9993 1 1 1 1

Tablo 16°daki gii¢c degerlerine gore, 6rneklem sayisi arttikga bes yontemin de Laplace
dagilmi igin gilic degerleri artmustir. n < 300 durumunda CVM test yontemi diger
yontemlere gore daha diisiik giice sahiptir. Onerilen FCS test yonteminin tiim &rneklem
boyutlar1 igin diger yontemlere gore daha yiiksek giic degerlerine sahip oldugu
goriilmektedir. Orneklem sayis1 arttikga BCS yontemi hari¢ diger yontemler icin gii¢

degerlerinin bir oldugu gozlenmistir. Ayrica, Tablo 16°daki gii¢ degerlerindeki degisimler

Sekil 21°de verilmistir.
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Sekil 21. Laplace dagilimdan iiretilmis 6rneklemlerin uyum iyiligi testleri sonucunda
elde edilen gii¢ degerleri

Sekil 21 incelendiginde, uyum iyiligi testlerinin gii¢ degerlerinin degisimine gore
CVM ve KS test yontemleri en diisiik duyarliligi gosterirken, dnerilen FCS yontemi en iyi
duyarlilig1 saglamaktadir. BCS yonteminin ise AD yonteminden 6zellikle yiiksek 6rneklem
boyutlarinda daha yiiksek duyarliliga sahip oldugu gézlenmistir.

Student —t (v = 10) dagilimindan farkli 6rneklem boyutlarinda gekilen
orneklemlerin Normal (u = 0,02 = 10/8) dagilima sahip olup olmadig: belirlenen bes
ayr1 uyum iyiligi yontemi kullanilarak test edilmistir. Tablo 17°de student-t dagilimi igin

karsilagtirilan uyum iyiligi testlerinin gii¢ degerleri verilmistir.
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Tablo 17. Student-t dagilimi i¢in uyum iyiligi testlerinin gii¢ karsilastirmalari

Yontem

n BCS CVM KS AD FCS
10 0.0477 0.0428 0.0417 0.0470 0.0466
20 0.0488 0.0439 0.0443 0.0461 0.0536
30 0.0508 0.0433 0.0473 0.0450 0.0585
50 0.0555 0.0474 0.0495 0.0487 0.0668
100 0.0545 0.0507 0.0556 0.0520 0.0832
200 0.0795 0.0578 0.0664 0.0639 0.1353
300 0.1063 0.0596 0.0778 0.0721 0.1713
400 0.1390 0.0640 0.0855 0.0799 0.2135
500 0.1867 0.0734 0.0992 0.0963 0.2577
1000 0.4323 0.1364 0.1764 0.1866 0.4774
2000 0.8299 0.3354 0.3684 0.4738 0.7930

Tablo 17°deki gii¢ degerleri incelendiginde, 6rneklem sayisi arttik¢a bes uyum iyiligi
yonteminde de student-t dagilimi i¢in gii¢ degerleri artmistir. n > 10 oldugu durumlarda
CVM testi diger test yontemlerine gore daha diisiik gii¢ degerlerine sahiptir. Onerilen FCS
yontemi sonucunda genellikle tiim 6rneklem boyutlari igin en yiiksek giic degerleri elde
edilmistir. Tablo 17°de sadece KS ve FCS yontemleri igin tiim drneklem boyutlarinda giig
degerleri artmistir. Diger test yontemleri icin gii¢ degerleri monoton artan degildir. Ayrica,

Tablo 17°deki gii¢ degerlerindeki degisimler Sekil 22°de verilmistir.
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Sekil 22. Student-t dagilimdan firetilmis 6rneklemlerin uyum iyiligi testleri sonucunda
elde edilen gii¢ degerleri

Sekil 22°deki gii¢c degerlerinin degisimi incelendiginde, CVM ve KS yontemleri en
diisiik duyarlilign gosterirken, FCS en iyi duyarliligt saglamistir. BCS yontemi ise AD
yonteminden 6zellikle yiiksek 6rneklem boyutlarinda daha yiiksek duyarliliga sahiptir.

Ustel (A =1) dagimindan farkli  biiyiikliiklerde ¢ekilen  &rneklemlerin
Normal (u = 1,62 = 1) dagilimma sahip olup olmadig1 belirlenen bes ayri uyum iyiligi
test yontemiyle incelenmistir. Tablo 18°de iistel dagilim i¢in uyum iyiligi testleri sonucunda

elde edilen gii¢ degerleri verilmistir.
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Tablo 18. Ustel dagilim igin uyum iyiligi testlerinin gii¢ karsilastirmalar

Yontem
n BCS CVM KS AD FCS
10 0.1196 0.1035 0.1156 0.1168 0.2259
20 0.2042 0.1879 0.1926 0.2115 0.4329
30 0.2684 0.2920 0.2793 0.3530 0.6062
50 0.3015 0.4829 0.4332 0.6457 0.8330
100 0.6281 0.8765 1 0.9937 0.9882
200 0.9637 1 1 1 1
300 0.9980 1 1 1 1
400 1 1 1 1 1
500 1 1 1 1 1
1000 1 1 1 1 1
2000 1 1 1 1 1

Tablo 18’e gore, 6rneklem sayisi arttikga tiim yontemlerin gii¢ degerleri artmustir.
Onerilen FCS yontemi n = 100 i¢in KS ve AD ydntemlerine gore daha diisiik giice sahiptir
fakat FCS yontemi diger boyutlarda diger yontemlere gore testin giicii bakimindan iistiinliik
gostermektedir. n > 400°den sonra tiim yontemlerin giic degerleri 1 olmustur. Ayrica,

Tablo 18’deki gii¢ degerlerindeki degisimler Sekil 23’te verilmistir
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Sekil 23. Ustel dagilimdan iiretilmis 6rneklemlerin uyum iyiligi testleri sonucunda elde
edilen gii¢ degerleri
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Sekil 23’teki giic degerlerinin degisimi incelendiginde, BCS ydntemi en diisiik
duyarlilig1 gosterirken, 6nerilen FCS yontemi en iyi duyarlilig: sahiptir. AD yontemi ise, KS

ve CVM yontemlerinden bazi 6rneklem boyutlarinda daha yiiksek duyarlilik géstermistir.

3.2.2. Simetrik Olmayan Dagilimlarda I. Tip Hata ve Gii¢ Degerlerinin
Karsilastirilmasi

Simetrik olmayan dagilimlarda gii¢ degerlerinin karsilastirllmasinda her simiilasyon
n = {10, 20, 30,50, 100, 200, 300, 400,500, 1000, 2000} i¢in 10000 kez tekrarlanmustir.
Bu simiilasyon i¢in, normal dagilim, log-normal dagilim, Weibull dagilimi, gamma dagilimi
ve Ki-kare dagilimi secilmistir. Normal dagilim simetrik dagilim olmasina ragmen diger dort
dagilim simetrik olmayan dagilimlardan secilmistir.

Lognormal (u = 0.8432,02 = 0.7147) dagilimindan farkli biiyiikliiklerde gekilen
orneklemlerin Lognormal (u = 0.8432,02 = 0.7147) dagilimina uyup uymadigi bes ayri
uyum iyiligi yontemi kullanilarak test edilmistir. Log-normal dagilim i¢in hesaplanan I. tip

hatalar Tablo 19°da verilmistir.

Tablo 19. Log-normal dagilim i¢in uyum iyiligi testlerinin L. tip hatalari

Yontem

n BCS CVM KS AD FCS
10 0.0494 0.0542 0.0543 0.0546 0.0489
20 0.0476 0.0467 0.0470 0.0476 0.0464
30 0.0470 0.0497 0.0500 0.0495 0.0501
50 0.0494 0.0468 0.0473 0.0461 0.0492
100 0.0512 0.0493 0.0507 0.0473 0.0519
200 0.0518 0.0494 0.0495 0.0485 0.0481
300 0.0508 0.0524 0.0549 0.0537 0.0540
400 0.0487 0.0480 0.0467 0.0492 0.0521
500 0.0506 0.0463 0.0499 0.0474 0.0514
1000 0.0514 0.0535 0.0512 0.0539 0.0519

2000 0.0462 0.0490 0.0496 0.0499 0.0453
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Tablo 19 incelendiginde, 1. tip hatalarin 0.05 degeri etrafinda dagildigi gériilmektedir.
Bu sonuca gore, onerilen FCS yonteminin diger yontemler gibi simetrik olmayan dagilimlar
icin de tutarli bir sekilde galistigi sdylenebilir. Ayrica, Tablo 19°daki I. tip hatalarin degisimi
Sekil 24°te gosterilmistir.
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Sekil 24. Log-normal dagilimdan iretilmis Orneklemlerin uyum iyiligi testleri
sonucunda elde edilen I. tip hatalar

Normal (u = 3,02 = 6) dagilimdan farkli biiyiikliiklerde c¢ekilen &rneklemlerin
Lognormal (u = 0.8432,0% = 0.7147) dagilimina sahip olup olmadig1 belirlenen bes ayr1
uyum iyiligi yontemi ile test edilmistir. Normal dagilim i¢in uyum iyiligi testlerinin giig

karsilagtirmalar1 Tablo 20°de verilmistir.
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Tablo 20. Normal dagilim i¢in uyum iyiligi testlerinin gii¢ karsilastirmalari

Yontem
n BCS CVM KS AD FCS
10 0.0994 0.1554 0.1660 0.7760 0.2640
20 0.1652 0.2496 0.2925 0.9520 0.5266
30 0.2919 0.3787 0.4218 0.9918 0.7259
50 0.5292 0.6360 0.6724 0.9998 0.9268
100 0.8849 0.9588 0.9711 1 0.9982
200 0.9966 1 1 1 1
300 0.9998 1 1 1 1
400 1 1 1 1 1
500 1 1 1 1 1
1000 1 1 1 1 1
2000 1 1 1 1 1

Tablo 20’deki bes uyum iyiligi yonteminin gii¢ degerleri incelendiginde, 6rneklem
sayisi arttikca bes yontemin de normal dagilim i¢in gii¢ degerleri artmigtir. Tiim 6rneklem
boyutlarinda, BCS yontemi en diisiik giic degerlerine sahipken, AD yontemi en yiiksek giic
degerlerini saglamistir. Onerilen FCS yoéntemi, AD ydntemine gore daha diisiik gii¢
degerlerine sahip olmasma ragmen, karsilastirilan diger yontemlere gore testin giicl
bakimindan {istiinliik gdstermektedir. Orneklem sayisi arttikga, tiim ydntemler icin gii¢

degerleri n > 400 oldugu durumlarda 1 olmustur. Ayrica, Tablo 20°deki gii¢ degerlerindeki

degisimler Sekil 25’te verilmistir.
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Sekil 25. Normal dagilimdan iiretilmis 6rneklemlerin uyum iyiligi testleri sonucunda
elde edilen gii¢ degerleri

Sekil 25’teki gii¢c degerlerindeki degisimler incelendiginde, BCS uyum iyiligi testi en
diisiik duyarliliga sahipken AD testi en yiiksek duyarliligi gostermistir. Onerilen FCS
testinin AD testine gore daha az duyarli olmasina ragmen, karsilastirilan diger uyum iyiligi
test yontemlerine gore daha duyarli oldugu gézlenmistir.

Weibull (8 = 3.21, A =1.23) dagihmindan farkli  buyiikliklerde ¢ekilen
orneklemlerin Lognormal (u = 0.8432, 62 = 0.7147) dagilimina uyup uymadid
belirlenen bes ayr1 uyum iyiligi yontemi kullanilarak test edilmistir. Weibull dagilimi i¢in

hesaplanan testin giicii degerleri Tablo 21°de verilmistir.
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Tablo 21. Weibull dagilimi i¢in uyum iyiligi testlerinin gii¢ karsilastirmalari

Yontem

n BCS CVM KS AD FCS

10 0.0473 0.0968 0.0979 0.2620 0.1103

20 0.0588 0.1147 0.1216 0.3639 0.1927

30 0.0987 0.1380 0.1571 0.4690 0.2814

50 0.2201 0.1928 0.2216 0.6426 0.4364
100 0.5181 0.4002 0.4527 0.9112 0.7454
200 0.7455 0.8063 0.8410 0.9987 0.9656
300 0.8501 0.9680 0.9736 1 0.9964
400 0.9040 0.9960 0.9980 1 0.9997
500 0.9431 0.9997 1 1 1
1000 0.9908 1 1 1 1
2000 0.9998 1 1 1 1

Tablo 21’e gore, 6rneklem sayisi arttik¢a bes yontemin de Weibull dagilimi igin giig
degerleri artmistir. Tiim 6rneklem boyutlarinda, 6nerilen FCS yontemi, AD yontemine gore
daha diisiik giice sahip olmasina ragmen, diger yontemlere gore istiinliikk gostermektedir.
Orneklem sayilar arttikga, BCS ydntemi harig tiim yontemler i¢in gii¢ degerleri 1 olmustur.

Ayrica, Tablo 21°deki gii¢ degerlerindeki degisimler Sekil 26’da verilmistir.
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Sekil 26. Weibull dagilimdan {iretilmis 6rneklemlerin uyum iyiligi testleri sonucunda
elde edilen gii¢ degerleri
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Sekil 26°daki gii¢ degerlerinde meydana gelen degisimler incelendiginde, BCS testi
diisiik ve yiiksek orneklem biiyiikliiklerinde en diisik duyarliliga sahipken AD testi en
yiiksek duyarlilign gostermistir. Onerilen FCS testinin, AD testine gore daha az duyarli
olmasina ragmen, diger testlere gére daha duyarh oldugu sdylenebilir.

Gamma (k = 1.5,0 = 2) dagilimindan farkli biiytikliklerde g¢ekilen 6rneklemlerin
Lognormal (u = 0.8432,0% = 0.7147) dagilimina uyup uymadig1 segilen bes ayri uyum
iyiligi yontemi ile test edilmistir. Gamma dagilimi i¢in hesaplanan gii¢ degerleri Tablo 22’de

verilmistir.

Tablo 22. Gamma dagilimi i¢in uyum iyiligi testlerinin gii¢ karsilastirmalari

Yontem
n BCS CVM KS AD FCS
10 0.0489 0.0894 0.0878 0.2073 0.0941
20 0.0523 0.0987 0.1007 0.2711 0.1513
30 0.0851 0.1121 0.1208 0.3380 0.2109
50 0.1660 0.1483 0.1690 0.4785 0.3276
100 0.3680 0.2681 0.3114 0.7683 0.5918
200 0.5406 0.6002 0.6490 0.9721 0.8847
300 0.6537 0.8470 0.8762 0.9985 0.9757
400 0.7360 0.9541 0.9675 1 0.9953
500 0.8027 0.9909 0.9943 1 0.9991
1000 0.9362 1 1 1 1
2000 0.9918 1 1 1 1

Tablo 22°ye gore, 6rneklem sayist arttikga bes yontemin de gamma dagilimi igin giig
degerleri artmaktadir. BCS yontemi, n = 50 ve n = 100 oldugu durumlar haricinde tiim
orneklem boyutlarinda diger yontemlere gore daha diisiik giic degerlerine sahiptir. Tiim
orneklem boyutlarinda, 6nerilen FCS yontemi, AD yOntemine gore daha diisiik giice sahip
olmasina ragmen, karsilastirilan diger yontemlere gore testin giicli bakimindan iistiinliik
gostermektedir. Orneklem sayis1 arttikga, BCS yontemi hari¢ tiim ydntemler icin giic
degerleri 1 olmustur. Ayrica, Tablo 22’deki gili¢ degerlerinin degisimi Sekil 27°de

verilmistir.
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Sekil 27. Gamma dagilimdan iiretilmis 6rneklemlerin uyum iyiligi testleri sonucunda
elde edilen gii¢ degerleri

Sekil 27 incelendiginde, BCS testi diisiik ve yiiksek 6rneklem biiytikliiklerinde en
diisiik duyarliliga sahipken, AD testinin en yiiksek duyarliligi sagladigi goriilmektedir.
Onerilen FCS testinin, AD testine gore daha diisiik duyarliliga sahip olmasina ragmen, diger
testlere gére daha duyarli oldugu sdylenebilir.

Kikare (k = 3) dagilimindan farkli biyiikliklerde c¢ekilen Orneklemlerin
Lognormal (u = 0.8432,0% = 0.7147) dagilimina uyup uymadigi belirlenen bes ayri
uyum iyiligi yontemiyle test edilmistir. Ki-kare dagilimi igin hesaplanan giic degerleri

Tablo 23’te verilmistir.
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Tablo 23. Ki-kare dagilimi i¢in uyum iyiligi testlerinin gii¢ karsilastirmalar

Yontem

n BCS VM KS AD FCS

10 0.0514 0.0917 0.0901 0.2084 0.0925

20 0.0560 0.0996 0.1073 0.2742 0.1560

30 0.0832 0.1124 0.1230 0.3463 0.2089

50 0.1644 0.1447 0.1663 0.4795 0.3225
100 0.3668 0.2705 0.3076 0.7664 0.5917
200 0.5508 0.5990 0.6534 0.9769 0.8903
300 0.6650 0.8459 0.8731 0.9981 0.9766
400 0.7418 0.9550 0.9655 0.9999 0.9953
500 0.8077 0.9908 0.9938 1 0.9991
1000 0.9375 1 1 1 1
2000 0.9940 1 1 1 1

Tablo 23’teki uyum iyiligi testlerine ait gii¢ degerleri incelendiginde, 6rneklem sayisi
arttikca bes yontemin de Ki-kare dagilimi i¢in gii¢ degerlerinin arttig1 goriilmektedir. BCS
yontemi n = 50 ve n = 100 oldugu durumlar haricinde tiim 6rneklem boyutlarinda diger
yontemlere gore daha diisiik gii¢ degerlerine sahiptir. Tiim 6rneklem boyutlarinda, 6nerilen
FCS yontemi, AD yoOntemine gore daha diisiik giice sahip olmasma ragmen, diger
karsilastirilan yontemlere gdre testin giicii bakimindan iistiinliik gostermektedir. Orneklem
sayist arttikga, BCS yontemi hari¢ karsilastirilan tim yontemler i¢in giic degerleri 1
olmustur. Ayrica, Tablo 23’teki gii¢c degerlerinin degisimi Sekil 28°de gosterilmistir.
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Sekil 28. Ki-kare dagilimdan iiretilmis 6rneklemlerin uyum iyiligi testleri sonucunda
elde edilen gii¢ degerleri

Sekil 28°deki gii¢ degerlerindeki degisimler incelendiginde, diisiik ve yiiksek
orneklem biyiikliiklerinde BCS yonteminin en diisiikk duyarliliga, AD ydnteminin ise en
yiiksek duyarliliga sahip oldugu goriilmektedir. Onerilen FCS yonteminin, AD ydntemine
gore daha az duyarli olmasina ragmen, diger testlere gére daha duyarli oldugu

gbzlenmektedir.

3.3. Bagimsiz Ki-Kare Testinin Gergek Veri Seti Uygulamalari

Calismanin bu boliimiinde, gercek hayatta karsilasilan sorunlara ait veri setleri
kullanilmis ve bu verilerin davranisim1 karakterize eden dagilimlar1 stnamak igin verilere
Onerilen bagimsiz Ki-kare uyum iyiligi testi (FCS) ile literatiirde yaygin bir sekilde kullanilan
Ki-kare  uyum  iyiligi testi (BCS), Cramér-von Mises testi (CVM),
Kolmogorov-Smirnov uyum iyiligi testi (KS), Anderson-Darling uyum iyiligi testi (AD)

uygulanmis ve sonuclari karsilastirilmistir.

3.3.1. Kiiresel Isinma Veri Seti

Kiiresel 1sinma, atmosferik sicaklik ve atmosferdeki karbondioksit miktar1 gibi
birbiriyle etkilesime giren iki elemandan etkilenmektedir. Bu calismada,
kiiresel 1sinmaya iliskin CO, verileri kullanilmistir. Kullanilan veri  seti

http://scrippsco2.ucsd.edu/data/atmosperic-co2.html web sitesinden alinmistir. 1974-2004
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yillar1 arasindaki Alaska’nin Point Barrow noktasina ait CO, miktarlar1 kaydedilmistir
(Ramachandran ve Tsokos, 2015). Rastgele ¢ekilen 31 gozlemin yer aldigi €O, miktarlarini

iceren veri seti Tablo 24’°te verilmistir.

Tablo 24. Kiiresel 1sinma veri seti

1974-2004 yillar: arasindaki Alaska’min Point Barrow noktasina ait CO, miktarlari

332.435 333.273 334.148 335.300 336.930 338.418 340.429
340.129 342.483 344.064 345.644 346.980 348.588 350.051
352.929 355.392 356.362 357.396 357.873 358.280 359.785
362.095 364.064 365.086 367.356 369.746 370.822 372.376

374533  376.9970  378.371

1974-2004 yillar arasindaki 31 yillik CO, verilerinin gamma dagilimindan geldigi

diistiniilmektedir ve hipotezler,

Hy: CO, verileri gamma dagilimindan gelmektedir.

H;: CO, verileri gamma dagilimdan gelmemektedir

bigiminde yazilir. Bu yokluk hipotezini sinamak i¢in veri setine Kolmogorov-Smirnov testi
(KS), Anderson-Darling testi (AD), Cramér-von Mises testi (CVM), ki-kare testi (BCS) ve
onerilen bagimsiz ki-kare testi (FCS) a = 0.05 anlamlilik diizeyinde uygulanmistir. Uyum
iyiligi testlerinden elde edilen sonuglar, p-degerleri ve test istatistikleri Tablo 25’te

verilmistir.
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Tablo 25. Kiiresel 1sinma veri setinin uyum 1yiligi testi sonuglari

Test istatistigi p-degeri Hipotez
Ki-kare (BCS) : 0.9582 0.8110 Kabul
Cramér-von Mises (CVM) 0.0496 0.8812 Kabul
Kolmogorov-Smirnov (KS) 0.0884 0.9510 Kabul
Anderson-Darling (AD) : 0.3632 0.8835 Kabul
Bagimsiz ki-kare (FCS) ; 1.2701 0.7351 Kabul

Kiiresel 1sinma veri setine uygulanan tim uyum iyiligi testleri i¢in p > a = 0.05
oldugundan yokluk hipotezi reddedilemez. Yani, uyum iyiligi testleri sonucunda CO,
miktarma iligkin verilerin gamma dagilimindan geldigi sdylenebilir. Gamma dagiliminin
parametreleri i¢in en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri kullanilmistir ve bdylece k = 635.29
ve @ = 0.557 olarak bulunmustur. Uyum iyiligi testi ve parametre tahmini sonucunda

Alaska’nin Point Barrow noktasina ait C 0, miktar1 verilerinin olasilik yogunluk fonksiyonu,

635.29—-1

X
f) = G 55775555 1(635.29) =P (_ 0.557) x>0 (49)

bi¢iminde yazilabilir. Belirlenen parametrelere bagli olarak €0, miktar1 verilerinin olasilik

yogunluk fonksiyonunun grafigi Sekil 29°da verilmistir.
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Sekil 29. €O, miktari verilerinin olasilik yogunluk fonksiyonu

3.3.2. Katrina Kasirgasi Veri Seti

Katrina kasirgasi son 100 yi1lda Amerika Birlesik Devletleri’nde gerceklesen en yikict
kasirgalardan biridir. Atlantik merkezli bu kasirga, 23-31 Agustos 2005 tarihleri arasinda 9
giin stirmiistiir. Katrina kasirgasinin en 6nemli degiskenlerinden biri basing riizgar hizidir.
Bu veri seti uygulamasinda, Katrina kasirgasinin basing riizgar hizinin karakteristigini ortaya
koyacak olan hangi dagilimdan geldigi belirlenmeye calisilmigtir. Katrina kasirgasina ait
basing riizgar hizi verileri ttp://weather.unisys.com/hurricane/atlantic/2005H/KATRINA
web sitesinden alinmistir. Bu veri setinde basing riizgar hizina ait 63 gozlem bulunmaktadir
ve maksimum basing riizgar hizinin saatte 150 mph olarak 6l¢iilmiistiir. Katrina kasirgasina

ait basing riizgar hiz1 gézlemlerinin yer aldig1 veri seti Tablo 26’da verilmistir.
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Tablo 26. Katrina kasirgasina ait veri seti

o R R Ry Ry, R
1 30 14 50 27 85 40 125 53 110
2 30 15 55 28 85 41 125 54 90
3 30 16 60 29 85 42 140 55 80
4 30 17 65 30 85 43 150 56 65
5 30 18 70 31 90 44 150 57 55
6 30 19 70 32 95 45 145 58 50
7 35 20 65 33 100 46 140 59 45
8 40 21 60 34 100 47 140 60 30
9 40 22 60 35 100 48 140 61 25

10 50 23 65 36 100 49 135 62 25
11 45 24 65 37 100 50 130 63 15
12 45 25 65 38 100 51 125
13 45 26 70 39 100 52 115

Riizgar hizina iligkin verilerin Weibull dagilimi gosterdigi diistintilmektedir ve

hipotezler,

Hy: Riizgar hizi verileri Weibull dagilimindan gelmektedir.

H;: Rizgar hizi verileri Weibull dagilimdan gelmemektedir.

bigiminde yazilir. Bu yokluk hipotezini sinamak i¢in veri setine Kolmogorov-Smirnov testi
(KS), Anderson-Darling testi (AD), Cramér-von Mises testi (CVM), ki-kare testi (BCS) ve
onerilen bagimsiz ki-kare testi (FCS) a = 0.05 anlamlilik diizeyinde uygulanmistir. Uyum
iyiligi testlerinden elde edilen sonuglar, p-degerleri ve test istatistikleri Tablo 27°de

verilmistir.
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Tablo 27. Katrina kasirgasi veri setinin uyum iyiligi testi sonuglari

Test istatistigi p-degeri Hipotez
Ki-kare (BCS) : 3.0141 0.8071 Kabul
Cramér-von Mises (CVM) 0.0734 0.7323 Kabul
Kolmogorov-Smirnov (KS) 0.0792 0.7948 Kabul
Anderson-Darling (AD) : 0.5949 0.8628 Kabul
Bagimsiz ki-kare (FCS) : 1.1040 0.7121 Kabul

Katrina kasirgasi veri setine uygulanan tiim uyum iyiligi testleri i¢in p > a = 0.05
oldugundan yokluk hipotezi reddedilemez. Yani, uyum iyiligi testleri sonucunda Katrina
kasirgasina ait basing riizgar hizi verileri Weibull dagilimindan gelmektedir. Weibull
dagiliminin parametreleri i¢in en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri kullanilmistir ve bunun
sonucunda § = 2.1281 ve 1 = 86.376 olarak bulunmustur. Béylece, Katrina kasirgasina ait

basing riizgar hizi verilerinin olasilik yogunluk fonksiyonu,

86.376( X )85-376 p( x )86.376

- (46)
2.1281\2.1281 2.1281

fGx) =

bi¢ciminde yazilabilir. Belirlenen parametrelere bagli olarak basing riizgar hizi verilerinin

olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi Sekil 30°da verilmistir.
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Riizgar Hizinin Olasilik Yogunluk Fonksiyonu
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Sekil 30. Basing riizgdr hizi verilerinin olasilik yogunluk
fonksiyonu

3.3.3. Yagis Miktar1 Veri Seti

Bu uygulamada, ABD’nin giiney bdolgesine ait 1975-2007 yillar1 arasindaki yillik
ortalama yagis verileri yer almaktadir. Veri setindeki 33 6l¢tim kullanilarak, ABD’nin giiney
bolgesinin yillik ortalama yagisinin davranisini olasiliksal olarak karakterize eden olasilik
yogunluk fonksiyonu tanimlanmaya calisilmistir. Yagis miktarinin olasilik yogunluk
fonksiyonunun elde edilmesiyle bolgede beklenen yagmur miktar: ve gergek yillik yagis
miktarinin giiven sinirlart  belirlenebilmektedir (Ramachandran ve Tsokos, 2015).
1975-2007 yillar1 arasindaki yillik ortalama yagis verilerini igeren veri seti Tablo 28’de

verilmistir.
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Tablo 28. Yagis miktar1 veri seti

Yil Yagis Yil Yagis Yil Yagis Yil Yagis

1975 3.957 1984 3.563 1993 4.175 2002 5.037

1976 4.031 1985 3.592 1994 4.889 2003 4.633

1977 3.918 1986 4.307 1995 5.468 2004 5.219

1978 4.299 1987 4.465 1996 3.668 2005 5.220

1979 4.942 1988 4.487 1997 5.029 2006 3.526

1980 3.921 1989 3.612 1998 4.730 2007 3.211

1981 3.680 1990 3.322 1999 4.103

1982 5.224 1991 4.463 2000 2.737

1983 5.639 1992 4514 2001 4.104

Yillik ortalama yagis miktar1 verilerinin normal dagilima sahip oldugu

diistiniilmektedir ve hipotezler,

Hy:Yagis miktari verileri normal dagilimdan gelmektedir.

H,:Yagis miktari verileri normal dagilimdan gelmemektedir

bigiminde yazilabilir. Bu yokluk hipotezini sinamak i¢in veri setine Kolmogorov-Smirnov
testi (KS), Anderson-Darling testi (AD), Cramér-von Mises testi (CVM), ki-kare testi (BCS)
ve Onerilen bagimsiz ki-kare testi (FCS) a = 0.05 anlamlilik diizeyinde uygulanmstir.
Uyum iyiligi testlerinden elde edilen sonuglar, p-degerleri ve test istatistikleri Tablo 29°da

verilmistir.
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Tablo 29. Yagis miktar1 veri setinin uyum iyiligi testi sonuglari

Test istatistigi p-degeri Hipotez
Ki-kare (BCS) : 1.0979 0.7776 Kabul
Cramer-von Mises (CVM) 0.0329 0.9667 Kabul
Kolmogorov-Smirnov (KS) 0.0834 0.9611 Kabul
Anderson-Darling (AD) : 0.2259 0.9816 Kabul
Bagimsiz ki-kare (FCS) ; 0.5614 0.6224 Kabul

ABD’nin giiney bolgesine ait yagis miktar1 veri setine uygulanan tim uyum iyiligi
testleri i¢in p > @ = 0.05 oldugundan yokluk hipotezi reddedilemez. Yani, uyum iyiligi
testleri sonucunda ABD’nin giiney bolgesine ait yagis miktarinin normal dagilimdan geldigi
sOylenebilir. Normal dagilimin parametreleri i¢in en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri
kullanilmistir ve bunun sonucunda [ = 4.2935 ve 6 = 0.6968 olarak bulunmustur.

Boylece, yillik ortalama yagis miktar1 verilerinin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 1 /x — 4.2935\°
fe) = 0_6968\/ﬁeXp <_§< 0.6968 > ) (47

biciminde yazilabilir. Veri setine ait yillik ortalama yagisin gercek degerler etrafindaki
giiven sinirlar1 da hesaplanmistir ve bunun sonucunda %95 giivenle yillik ortalama yagisin
4.0579 ile 4.5167 degerleri arasinda olacagi sdylenebilir. Belirlenen parametrelere bagh
olarak yagis miktar1 verilerinin olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi Sekil 31’de

verilmistir.
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Sekil 31. Yagis miktari verilerinin olasilik yogunluk fonksiyonu

3.3.4. Akciger Kanseri Veri Seti

Akciger kanseri veri seti, erkek ve kadin olmak tizere 500 hastanin kotii huylu timor
boyutlarini (mm) igermektedir (Ramachandran ve Tsokos, 2015). Erkek hastalardan rastgele
60 tanesi segilerek kanserli timor boyutlar1 incelenmistir. Bu uygulamada, kanserli timor
boyutlarinin karakteristigini belirleyen olasilik yogunluk fonksiyonu belirlenmeye
caligtlmigtir. Kot huylu tiimor boyutlarina ait rastgele secilen 60 gozlem Tablo 30°da

verilmistir.
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Tablo 30. Akciger kanseri veri seti

Kotii Huylu Tiimor Boyutlar1 (mm)

0.94 0.27 0.31 0.33 0.56 0.93 0.66 0.60 0.95 0.32
0.97 0.37 0.65 0.32 0.45 0.15 0.50 0.83 1.10 0.11
0.11 0.29 0.94 0.48 0.50 0.16 0.05 0.96 0.20 0.25
0.17 0.08 0.31 0.15 0.40 0.13 0.55 0.55 0.03 0.16
0.24 0.25 0.88 0.30 0.35 0.13 0.23 0.08 0.51 0.42
0.14 0.12 0.56 0.85 0.30 0.15 0.15 0.52 024 0.82

Koti huylu timor boyutlarina iliskin verilerin Weibull dagilimindan geldigi

diistiniilmektedir ve hipotezler,

Hy: Koti huylu timor boyutlart Weibull dagilimdan gelmektedir.

Hy: Kotu huylu tumor boyutlar:t Weibull dagilimdan gelmemektedir.

bigiminde yazilir. Bu yokluk hipotezini sinamak i¢in veri setine Kolmogorov-Smirnov testi
(KS), Anderson-Darling testi (AD), Cramér-von Mises testi (CVM), ki-kare testi (BCS) ve
onerilen bagimsiz ki-kare testi (FCS) a = 0.05 anlamlilik diizeyinde uygulanmistir. Uyum
iyiligi testlerinden elde edilen sonuglar, p-degerleri ve test istatistikleri Tablo 31°de

verilmistir.

Tablo 31. Akciger kanser veri setinin uyum iyiligi testi sonuglari

Test istatistigi p-degeri Hipotez
Ki-kare (BCS) : 4.7954 0.5703 Kabul
Cramér-von Mises (CVM) : 0.0784 0.7027 Kabul
Kolmogorov-Smirnov (KS) 0.0867 0.7245 Kabul
Anderson-Darling (AD) X 0.5877 0.6589 Kabul

Bagimsiz ki-kare (FCS) : 1.5267 0.7669 Kabul
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Akciger kanseri veri setine uygulanan tiim uyum iyiligi testleri i¢in p > a = 0.05
oldugundan yokluk hipotezi reddedilemez. Yani, uyum iyiligi testleri sonucunda erkek
hastalara ait kotli huylu tiimoér boyutlar1 Weibull dagilimi gostermektedir. Weibull
dagiliminin parametreleri i¢in en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri kullanilmistir ve bunun
sonucunda A = 0.4629 ve § = 1.4846 olarak bulunmustur. Belirlenen parametrelere bagl

olarak akciger kanserine ait kotli huylu tiimdr boyutlarinin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1.4846

14846 , x 04846 x
_ _ 48
F) =572629 (0.4629) eXp( 0.4629) (48)

biciminde yazilir. Erkek hastalara ait kotii huylu tiimor boyutlarini iceren verilerin olasilik

yogunluk fonksiyonunun grafigi Sekil 32°de verilmistir.

Ko6tii huylu tiimoér boyutunun olasilik yogunluk fonksiyonu
«=0.4629 5=1.4846
T T T
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Sekil 32. Kotii huylu tiimor verilerinin  olasilik  yogunluk
fonksiyonu



79

3.3.5. Uyku Siiresi Veri Seti

Ogrencilere iki haftalik siire boyunca uyku davranislarinin gesitligi hakkinda anket
uygulanmistir (Onyper vd., 2012). Bu anketle 100 6grencinin giinliik ortalama uyku siiresi

(h) gozlenmistir. Ortalama uyku siirelerine ait veri seti Tablo 32’de verilmistir.

Tablo 32. Uyku siiresi veri seti

Giinliik Ortalama Uyku Siiresi (h)

5.75 6.51 7.21 7.50 7.64 7.86 8.00 8.29 8.71 9.05
5.93 6.57 7.25 7.52 7.67 7.86 8.04 8.29 8.71 9.15
5.96 6.69 7.26 7.53 7.71 7.87 8.07 8.43 8.75 9.19
6.00 6.78 7.30 7.54 7.73 7.88 8.11 8.49 8.79 9.25
6.19 6.92 7.32 7.57 7.75 7.89 8.17 8.49 8.81 9.32
6.36 7.04 7.39 7.60 7.79 7.93 8.18 8.52 8.82 9.80
6.36 7.05 7.40 7.61 7.81 7.96 8.18 8.54 8.88 9.85
6.43 7.05 7.43 7.63 7.83 7.98 8.20 8.59 8.89 9.87
6.50 7.11 7.43 7.64 7.83 7.99 8.21 8.61 8.93 9.96

6.51 7.18 7.50 7.64 7.84 8.00 8.21 8.68 9.00 10.62

Ortalama uyku siiresindeki verilerin normal dagilim gosterdigi diistiniilmektedir ve

hipotezler,

Hy: Ortalama uyku sireleri normal dagilimdan gelmektedir.

H;: Ortalama uyku siireleri normal dagilimdan gelmemektedir.

bigiminde yazilir. Bu yokluk hipotezini sinamak i¢in veri setine Kolmogorov-Smirnov testi
(KS), Anderson-Darling testi (AD), Cramér-von Mises testi (CVM), ki-kare testi (BCS) ve

Onerilen bagimsiz ki-kare testi (FCS) a = 0.05 anlamlilik diizeyinde uygulanmistir. Uyum
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iyiligi testlerinden elde edilen sonuglar, p-degerleri ve test istatistikleri Tablo 33’te

verilmisgtir.

Tablo 33. Ortalama uyku siiresi veri setinin uyum iyiligi testi sonuglar1

Test istatistigi p-degeri Hipotez
Ki-kare (BCS) : 5.5484 0.4756 Kabul
Cramér-von Mises (CVM) 0.0662 0.7758 Kabul
Kolmogorov-Smirnov (KS) 0.0618 0.8166 Kabul
Anderson-Darling (AD) ; 0.3969 0.8515 Kabul
Bagimsiz ki-kare (FCS) : 1.0827 0.7090 Kabul

Ortalama uyku siiresi veri setine uygulanan tim uyum 1iyiligi testleri igin
p > a = 0.05 oldugundan yokluk hipotezi reddedilemez. Yani, uyum iyiligi testleri
sonucunda ortalama uyku siireleri normal dagilimdan gelmektedir. Normal dagilimin
parametreleri i¢in en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri kullanilmistir ve bunun sonucunda
[ = 7.8764 ve 6 = 0.9434 olarak bulunmustur. Tahmin edilen parametre degerlerine gore

ortalama uyku stiresi verilerinin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 1 /x — 7.8764\>
fe) = 0.9434 \/ﬁeXp <_§< 0.9434 > ) (49)

bi¢iminde yazilabilir. Ortalama uyku siiresi verilerinin olasilik yogunluk fonksiyonunun

grafigi Sekil 33’te verilmistir.



81

Ortalama uyku Siiresi Verilerinin Olasilik Yogunluk Fonksiyonu
H#=7.8764 =0.9434
T T

0.45 T T
0al /T ]

0.35F .

0.05F J

Sekil 33. Ortalama uyku siiresi verilerinin olasilik yogunluk
fonksiyonu

3.4. Bagimsiz Ki-Kare Testinin Degerlendirilmesi

Bu boliimde, onerilen FCS uyum iyiligi testinin gecerliligini ve kullanilabilirligini
desteklemek i¢in farkli simiilasyon ¢alismalar1 yapilmistir. Bu amag¢ dogrultusunda 6nerilen

test yontemi olan FCS literatlirde en ¢ok kullanilan KS test yontemiyle karsilagtirilmastir.

3.4.1. Farkh Dagihmlara Gore Bagimsiz Ki-Kare Testi

Farkli dagilimlara gére FCS ve KS uyum 1yiligi testlerinin davranislar1 gézlenmek
istenmistir. Bu nedenle, simetrik dagilimlardan olan diizgiin dagilim (FU (x)), iicgen dagilim
(FT (x)), normal dagilim (FN (x)), student-t dagilimi (FSt (x)) ve Laplace dagilimi (FL (x))
kullanilarak her birinden n = 1000 6rneklem biiyiikliiglinde rastgele degerler tiretilmistir.
Her dagilimdan ¢ekilen bu 6rneklemler 1000 kez tekrarlanmistir. Her bir dagilim birbiri ile
KS ve FCS yontemleri kullanilarak test edilmistir ve yokluk hipotezinin kabul yiizdeleri
hesaplanmistir. KS testi sonucundaki yokluk hipotezinin kabul yiizdeleri Tablo 34’te

verilmistir. Her satirda ve siitundaki en biiyiik kabul yiizdeleri “*’ ile gosterilmistir.
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Tablo 34. KS testi sonucundaki yokluk hipotezinin kabul yiizdeleri

Varsayllan Kiimiilatif Dagihmlar

Fy(x) Fr(x) Fy(x) Fg(x) Fp(x)
Fy(x) 959 0 0 0 0
p :5 E Fr(x) 04 95.1* 85.3 79.2 0
x E  FWw 0.1 88.2 96.1* 56.7 0
3 E
C2E  Fuw 0 56.7 495 94,6 0
FL(x) 0 0 0 0 94.7%

Tablo 34’e gore, KS uyum iyiligi testinin en biiyiik kabul yiizdelerini her dagilimin
kendisiyle testi sonucunda elde ettigi gorilmistiir.

FCS testi sonucundaki yokluk hipotezinin kabul yiizdeleri Tablo 35’te verilmistir. Her

satirda ve siitundaki en biiyiik kabul yiizdeleri ‘*’ ile gosterilmistir.

Tablo 35. FCS testi sonucundaki yokluk hipotezinin kabul yiizdeleri

Varsayilan Kiimiilatif Dagilimlar

Fy(x) Fr(x) Fy(x) Fg (x) Fi(x)
Fy(x) 95.7* 0 0 5.6 0
LE5 F® 0.3 95.3* 68.2 815 0
Z{»E E R 0 64.2 94.8* 21 0
© E 5
C2E  Fa® 7.4 82.9 29 95* 0
FL(%) 0 0 0 0 95.7*

Tablo 35’teki yokluk hipotezindeki kabul yiizdeleri incelendiginde, FCS uyum iyiligi
testinin en biiytiik degerleri her dagilimin kendisiyle testi sonucunda elde ettigi goriilmiistiir.
Yani, onerilen FCS testinin literatiirde en ¢ok kullanilan KS testi gibi dogru ve stabil

sonuglar sagladig1 sdylenebilir.
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3.4.2. Deneysel Rastgele Sayilarin Degistirilmesi ile Bagimsiz Ki-Kare Testinin
Degerlendirilmesi

Normal (X,~Normal(0,1)) ve diizgiin dagilimdan (Y,~Diizgiin(0,1)), n = 100
biiyiikliigiinde iki orneklem icin deneysel rastgele sayilar iiretilmistir. Ilk olarak, bu iki
ornekleme normal ve diizgiin dagilima goére KS ve oOnerilen FCS uyum 1yiligi testleri
uygulanarak p-degerleri hesaplanmistir. Daha sonra, verilere bagli olarak sistemin
degisimini gozlemlemek icin rastgele iiretilen 6rneklem verileri birer birer degistirilmistir.
Her bir degisimde olusan yeni Orneklemler icin KS ve FCS uygulanarak p-degerleri

hesaplanmistir. Her asamadaki p-degerlerinin degisimleri Sekil 34 ve Sekil 35°te verilmistir.

Kolmogorov-Smirnov Testi(KS)
T T T T T

=
-
-

0.95 |- . .

09 - “u =

p-degeri
o
(=]
[$)]
T
1

085 V

0.75 |- -
Normal D. - — — — Diizgiin D.

0.7 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Degistirilen Ornek Sayisi

Sekil 34. Normal ve diizgiin dagilima gore KS uygulanarak elde edilen
p-degerlerinin degisimi
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Bagimsiz Xz Testi(FCS)
T T T

Normal D. - — — — Diizgiin D.

0.4 1 | 1 1 | 1 1 | 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Degistirilen Ornek Sayisi

Sekil 35. Normal ve diizgiin dagilima goére FCS uygulanarak elde edilen
p-degerlerinin degisimi

KS ve onerilen FCS uyum 1iyiligi testleri uygulanarak elde edilen p-degerlerindeki
degisimin, degistirilen 6rnek sayisiyla orantili ve uyum iyiligi testinin dagilimina baglh
olarak artmasi veya azalmasi gerekmektedir. Ancak, Sekil 34’teki p-degerlerinin degisimleri
incelendiginde, p-degerlerinde inis ¢ikiglar goriilmektedir. Sekil 35°teki p-degerlerinin
degisimlerine bakildiginda p-degerlerinin diizgiin bir sekilde azalip arttig1 goriilmektedir.
Bu durumda, 6nerilen FCS uyum 1iyiligi testinin KS uyum 1yiligi testine gére p-degerleri

acisindan daha tutarl ve istikrarli ¢alistig1 sdylenebilir.



4. SONUCLAR

Bir arastirma sonucunda elde edilen verileri karakterize eden dagilimin bilinmesi
istatistikte verilerin analizi agamasinda uygulanacak yontemin dogru bir sekilde belirlenmesi
amaciyla oldukca onemlidir. Hem rastgele iiretilen hem de gercek hayat problemlerinden
elde edilen verilerin dagiliminin sinanmasi amaciyla uyum iyiligi testleri kullanilmaktadir.
Uyum iyiligi testleriyle ilgili literatiirde ¢ok sayida farkl test yontemi gelistirilmistir. Uyum
iyiligi testlerinde karar kurali olarak test istatistiginin yani sira p-degeri kullanilmaktadir.
Dolayisiyla, p-degeri istatistikte 6nemli bir anlam tagimaktadir. Ancak p-degerinin kiiciik
bir degisiminden veya anlamlilik diizeyinin iyi segilememesinden dolay1 testlerin karar
asamasinda hatalar yapilmaktadir.

Bu tez calismasinda, p-degerinden kaynakli hatalar1 ve stabilite sorunlarini ortadan
kaldiracak, literatiirdeki uyum iyiligi testlerine alternatif olarak yeni bir test yontemi ve
uyum 1yiligi testlerinin giivenilirlik derecesi i¢in dl¢iit olarak kullanilabilecek bir olabilirlik
indeksi gelistirilmistir. Caligmada, oncelikle yonsel yaklasim temel alinarak 6rneklemin test
edilen dagilima ne kadar iyi uyup uymadiginin derecesini veren bir olabilirlik indeks degeri
(IT) hesaplanmig ve ardindan bu indeks degerinin dagilimi incelenerek FCS uyum iyiligi
testi Onerilmistir.

Onerilen olabilirlik indeks degerine gore drneklemin iddia edilen dagilima ne kadarlik
bir uyum gosterdigi yorumlanabilecektir. Boylece, p < @ olmasi durumunda, kurulan
yokluk hipotezini dogrudan reddetmek yerine, olabilirlik indeksi kullanilarak 6rneklemin
dagilim1 ne kadar yansittig1 ortaya koyulabilecek ve ne kadarlik bir uyumun calisma igin
kabul edilebilecegi arastirmaciya birakilacaktir. Olabilirlik indeks degerinin dogrulugunun
ve gecerliliginin belirlenmesi amaciyla merkezi limit teoremi, biiyiik sayilar kanunu ve
deneysel rastgele sayilardan yararlanilarak yapilan simiilasyon g¢aligmalarinda, olabilirlik
indeksini temsil eden II degerinin p-degerine gore daha tutarli ve daha iyi galistig
gosterilmistir.

Onerilen FCS uyum iyiligi testi, literatiirdeki diger test yontemlerine gére dagilimdan,
smif sayisindan, serbestlik derecesinden bagimsizlik, duyarlilik, hesaplama ve kullanim
acisindan kolaylik ve hizlilik olmak tizere bir¢ok avantaja sahiptir. BCS yontemi, simif
seciminden dolay1 dezavantajlar1 olan bir uyum iyiligi testidir ve y? yaklasimmn gegerli

olmasi i¢in orneklem boyutunun yeterli olmasi1 gerekmektedir. CVM ve KS testleri sinif
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sayisindan bagimsiz oldugundan tercih edilebilir uyum iyiligi testlerindendir. Ancak KS
testi, dagilimin merkezine yakin sapmalara, kuyruklara gére daha duyarli olmasi ve testin
karar agamasinda KS kritik deger tablosu kullanilmas1 bakimindan dezavantajlara sahiptir.
Daha duyarl: bir test olan AD testi ise bazi dagilimlar i¢in iyi sonuglar vermesine ragmen,
her dagilima uygulanamamaktadir. Ayrica, her dagilim i¢in ayr1 bir kritik deger tablosunun
olmas1 yontemin dagilima bagimli bir test yontemi oldugunu gostermektedir.

FCS uyum 1yiligi testinin performansini kapsamli bir sekilde 6lgmek icin farkl
simiilasyon caligmalar1 yapilmistir. Monte Carlo yaklasimi yardimiyla FCS yontemi,
literatiirde en ¢ok bilinen ve yaygin bir sekilde kullanilan BCS, CVM, KS ve AD test
yontemleriyle I. tip hata ve testin giicii bakiminda karsilastiritlmistir. Bu karsilastirmalar hem
simetrik hem de simetrik olmayan dagilimlar kullanilarak gerceklestirilmistir. FCS
yonteminin, simetrik dagilimlar i¢in karsilastirilan diger yontemlere gore daha duyarli ve
daha yiiksek gii¢ degerlerine sahip oldugu goriiliirken, I. tip hatalara gore yontemin dogru
bir sekilde calistig1 gozlenmistir. Simetrik olmayan dagilimlar icin testlerin giic degerleri
incelendiginde, AD testi daha yiiksek sonuglar vermesine ragmen, onerilen FCS yontemi
kullanilarak karsilastirilan diger yontemlerden daha iyi sonuglar elde edilmistir. Fakat en
yiiksek testin giicii degerlerine sahip olan AD testi her dagilima uygulanamamaktadir yani,
bu test yontemi dagilima bagimsiz bir yontem degildir.

Onerilen FCS uyum iyiligi testi, bes farkli gercek veri setine de uygulanmis ve
basarimi gosterilmistir. Simiilasyon calismasinin son kisminda da FCS yonteminin
gecerliligini ve kullanilabilirligini desteklemek icin KS test yontemiyle karsilastirmalar
yapilmistir. Bu simiilasyon sonucunda da FCS testinin KS testi gibi dogru ve stabil sonuglar
verdigi gozlenmistir. Fakat p-degerleri agisindan karsilagtirildiklarinda, FCS uyum iyiligi
testinin KS testine gore daha tutarli ve istikrarli ¢alistigi sdylenebilir.

Sonug olarak, onerilen FCS test yontemi duyarli bir test olmasinin yam sira ayni
zamanda siniflandirmadan ve dagilimdan bagimsiz bir testtir. Bu avantajlara ek olarak,
Onerilen test yontemi verileri gruplandirma veya siralama islemine ihtiya¢c duymadigi gibi
deneysel dagilim fonksiyonuna da ihtiyag duymamaktadir. Sadece iki serbestlik dereceli bir
ki-kare tablosu kullandig1 i¢in serbestlik derecesinden de bagimsiz bir yontemdir. Ayrica,
bu caligmada, 6nerilen yontemin basitligi ve hesaplama agisindan kolaylig1 gosterilmistir.
Bu durumun, 6nerilen test yontemini bir¢ok arastirmacinin tercih edecegi bir yontem haline

getirecegi distliniilmektedir.



5. ONERILER

Doktora tezi olarak sunulan bu ¢alismada, uyum iyiligi testlerinde 6rneklemin iddia
edilen dagilimi1 ne derece yansittigini ortaya koyabilecek bir olabilirlik indeksi ve bu
indeksin dagilimdan yararlanarak yeni bir uyum iyiligi testi gelistirilmistir. Bu tez konusu
ile ¢alisma yapmak isteyecek arastirmacilara ve uygulayicilara iletilmek istenen Oneriler
asagidaki gibi belirtilmistir:

e Olabilirlik indeksi, 6rneklemin dagilimi ne kadar yansittigin1 ortaya koymaktadir
ve calisgma i¢in ne kadarlik bir uyumun kabul edilebilecegini arastirmaciya
birakmaktadir. Bu nedenle, onerilen indeks degeri ¢ok 6rneklem ve ¢ok degiskenli
durumlar i¢in gelistirilip bulanik ¢ikarsama sistemlerinde kullanilabilir.

e Bu tezde literatiirde yaygin bir sekilde kullanilan simetrik ve simetrik olmayan
dagilimlar kullanilarak simiilasyon c¢alismalar1 yapilmistir. Calismay1 gelistirmek
icin daha karmasik yapidaki dagilimlar da kullanilabilir.

e FCS testi tek drneklem igin gelistirilmis ve uygulanmistir. Onerilen yontemin iki
orneklem icin gelistirilip, mevcut yontemlerle karsilastirilmasi yapilabilir.

e Onerilen FCS uyum iyiligi testi tek degiskenli durum igin gelistirilmistir. Cok

degiskenli durum i¢in uyarlanabilir.
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