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ONSOZ
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OZET
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2021,77 Sayfa

Bu calismada, (a, b) araliginda iki singiilerlige sahip q(x) potansiyel fonksiyonunu igeren
Y'+(A-qy=0, —-o<a<x<b<oo

denkleminin Dirichlet ve Neumann sinir kosullarinin saglanmasi durumunda A,, 6zdegerleri

icin asimptotik tahminler elde edilmistir.

Birinci boliimde, Sturm-Liouville teorisiyle ilgili temel bilgiler ve bazi 6rneklere yer
verilmistir. Ikinci béliimde ise Priifer doniisiimii ve baz1 diger doniisiimler kullanilarak [1]
ve [2] ¢aligmalarina benzer yontemler yardimiyla asimptotik sonuclar elde edilmistir. Son

olarak elde edilen sonuglar ve Oneriler 6zetlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Singiilerlik, Asimptotik yaklasim, Ozdegerler
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Master Thesis

SUMMARY

AYSMPTOTIC ESTIMATES FOR EIGENVALUE PROBLEMS HAVING SINGULARITIES

Selda BALCI

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Professor. Haskiz COSKUN
2021,77 Pages

In this study, asymptotics approximations for the eigenvalues A,, are obtained in the case of
Dirichlet and Neumann boundary conditions satisfied by the second order differential

equations
y'+A—qy=0, —o<a<x<b<o
in which g(x) has singularities at two points in the interval (a, b).

In the first part, the basic results related to the Sturm Liouville theory and some examples
are given. In the second part using Priifer transformation and some other transformations
together with the similar results presented in [1],[2] are used to obtain asymptotics
approximations. Finally, the obtained results and suggestions for further improvements are

provided.

Key Words: Singularity, Asymptotic approximation, Eigenvalues
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SEMBOLLER DiZiNi

:0zdeger
‘A, 0o’a yaklasirken

. x’e gore birinci tlirev

: Wronskian determinanti

: Reel sayilar kiimesi

: diskriminant fonksiyonu (katsayilar matrisi)
' x, ¢; (i = 1,2) ’ye yaklasirken

: asimptotik terimleri gosteren simgeler



1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Bilindigi tizere 6zdeger problemleri ve Sturm-Liouville teorisini konu alan ¢aligsmalar

literatiirde 6nemli bir yere sahiptir. Son yillarda yapilan ¢alismalarda
—y"+qy=1y, —o<a<x<b<o, a<0<b (1.1)

denklemini konu alan spectral problemlere oldukga fazla yer verilmistir. Burada q potansiyel
fonksiyonu reel degerli integrallenemeyen bir fonksiyondur ve x =0 noktasinda
singiilerlige sahiptir. Bu tiir ¢caligmalarin bazilar1 [1], [2] ile verilmistir. S6z konusu
calismalardaki yaklasim, esas olarak (1.1) denklemini regiiler bir denkleme doniistiirerek

Ozdegerlerin saglayacagi esitlikleri elde etmektir.

Bu ¢alismada, singiilerlik noktasi sifirdan farkli ise ve c;, ¢, gibi araligin iki farkli
noktasinda singiilerlik mevcutsa benzer yontemlerle denklem regiiler forma doniistiiriilmiis
ve Priiffer doniislimii yardimiyla O6zdegerler icin bulunan yaklasimlara reversiyon

uygulanarak yaklasik ¢oziimler belirli hata terimiyle elde edilmistir.

1.2. Ozdeger Problemleri

M= A,(x)D? + A;(xX)D + Ao(x), D=+
olmak iizere
Myl + Ar(x)y =0 (1€ER) X1 < x <Xy (1.2)

denklemi g6z oniine alinsin. (1.2) denkleminin genel ¢oziimii hem x’e hem de A reel
parametresine baghdir. Eger (1.2) denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri y;(x,4) ve

v, (x, A) ise genel ¢6ziim
y(x, ) = e y1(x,4) + c2y2(x, 1) (1.3)
seklindedir. Genel ¢oziimdeki c; Ve c, sabitleri verilen sinir kosullari ile bulunur.

(1.2) denklemi ile ilgili homojen sinir kosullar



Bily] =0, B[yl =0 (1.4)

olarak tanimlansin. Burada, a; j (i,j = 1,2) sabitler olmak lizere,

Bilyl = a1y (x1) + a2y’ (x1) (1.5)
By[y] = az1y(x3) + azy'(x2) (1.6)

seklindedir. Bu tiir sinir kosullart ayrilmis sinir kosullart olarak adlandirilir. Daha genel

olarak hem x; (xy; birinci ug) hem x, (x,; ikinci u¢) noktasini igeren
a1y (x1) + a2y" (1) + b1y (x2) + bypy'(x2) = 0
az1Y(X1) + a2y (x1) + ba1y(x2) + bpyy'(x2) =0

seklindeki sinir kosullarina ayrilmamis sinir kosullar1 adi verilir. Burada al-zj + bizj # 0 ve

a;j (i,j = 1,2) katsayilari sabitlerdir.

(1.2) denkleminin, (1.5)-(1.6) ayrilmis siir kosullarmni saglayan genel ¢oziimiinii

bulma problemi 6zdeger problemi olarak adlandirilir.

Teorem 1.1: Eger y; ve y, M[y] = 0 denkleminin lineer bagimsiz ¢6ziimleri ise bu taktirde,
M[y] =0, B;[y] =0, B,[y] = 0 homojen sinir deger probleminin sifirdan farkli ¢6ziimi
vardir & A = 0 dir. Eger A # 0 ise homojen sinir probleminin sadece y(x) = 0 (trivial)

¢Oziiml mevcuttur.

Bu teorem A = 0 olmas1 durumunda sifirdan farkli ¢6ziimiin mevcut oldugunu belirtir,
¢oziimii bulmaz. Dolayisiyla (1.1)-(1.4) probleminin sifirdan farkli ¢6ziimlerinin olabilmesi
i¢in

Bi[y:(x, )]  Byly(x, )]

A=Aa@)= By[y1(x, )] B[y,(x, )] =0

olmalidir. Sifirdan farkli ¢6ziim tireten A degerleri yani A(4) =0 olan degerler
O0zdegerlerdir ve bu Ozdegerlere karsilik gelen ¢oziimler ise Ozfonksiyonlar olarak
adlandirilir. Ozfonksiyonlar genellikler ¢,, (x) ile gosterilir. Ozdeger problemleri smifina ait

baz1 denklemler:

o y'+Ay=0, x;<x<x, Helmholtzdenklemi
e (1—-x%)y"—2xy'+Ay=0, —1<x<1 Legendredenklemi
o x%y'"+xy' +(Ax?—v3)y=0, 0<x<wv Besseldenklemi



e xy'+(1—-x)y'+Ay=0, 0<x <o Laguerredenklemi
o V' —-2xy'+Ay=0, —oo<x<o Hermitedenklemi

seklindedir.

Ornek 1.1: y"”" + 1y =0, 0<x<1, y0)=0, y@)=0
probleminin 6zdeger ve dzfonksiyonlarini bulunuz.

Coziim: 1.yol

Denklemin karakteristik denklemi a? + 1 =0 seklindedir. Once A min hangi

durumlarda 6zdeger oldugu sonra bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar bulunur.

i) A =0 durumunda denklemin karakteristik kokleri a® = 0 denkleminden
a; ; = 0 olarak bulunur. Dolayisiyla genel ¢dziim

y(x) = ¢+ cox
seklindedir. Verilen siir degerleri ¢ozlimde yerine yazilirsa

y(0)=c;=0, y(1)=¢c; =0
bulunur. Buradan y(x) = 0 ¢6ziimii elde edilir. O halde A = 0 6zdeger degildir.

i) A = —k? < 0 durumunda karakteristik denklem a? — k? = 0 seklindedir. Bu
denklemin kokleri de a; = k, a, = —k dir. Dolayisiyla genel ¢6ziim

y(x) = ¢, cosh kx + ¢, sinh kx
olarak yazilir. ¢;, c, keyfi sabitleri

y(0)=0, y(1) =0
sinir sartlart yardimiyla hesaplanir. Bu sinir sartlar1 ¢oziime uygulanirsa

y(0)=¢;, =0

y(1) = ¢, sinhk =0
olur. Burada sinh k # 0 oldugundan ¢, = 0 dir. Sonug olarak y(x) = 0 elde edilir ki bu
durumda da 6zdeger yoktur.

iii) A =k? >0 durumunda Kkarakteristik denklem a? + k? = 0 dir. Buradan
kokler a; = ik, a, = —ik olarak bulunur. Genel ¢6ziim ise

y(x) = ¢q cos kx + ¢, sinkx
seklinde elde edilir. Sinir degerleri ¢oziimde yerine yazilirsa

y(0)=c; =0

y(1) =c¢,sink =0



olur. Asikar olmayan ¢o6ziimler arastirildigindan ¢, # 0 i¢in  sink = 0 olmalidir.

Dolayistyla
k = nm, n=12,..

i¢in

0zdegerlerdir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise
¢, (x) = ¢, sinnmx

seklindedir. Burada c, = 1 keyfi alinirsa
¢n(x) =sinnmx, n=1,23,..

olarak bulunur.
2.yol

Bi[y:(x, D] Bily,(x, )]

Ozdegerler, A(R) = By[y, (6, D] By[y,(x, )]

=0 esitligini saglayacagindan
A’ nin durumlari incelenir.

i) A = 0 igin, 1.yolda genel ¢6ziim y(x) = c¢; + c,x olarak bulundu. O halde
denklemin lineer bagimsiz ¢oziimleri
y1(0) =1, y,(x) =x
dir. Buradan
Bl[yl(x;/l)] =1, Bl[yz(x,/l)] =0
By[yi (e, )] =1, Byly,(x,)] =1
degerleri i¢in

AQA) = H (1’=1¢0

olarak bulunur. Dolayisiyla 6zdeger yoktur.

i) A = —k? < 0 olsun.1. yolda ¢dziim y(x) = c¢; cosh kx + c, sinh kx olarak
elde edildi. Dolayisiyla lineer bagimsiz ¢éziimler

y1(x) = coshkx, y,(x) = sinhkx
seklindedir. Boylece

Bi[y:(x, D] =1, B[y, (x,)] =0,



B, [yl(x' /1)] = coshk, Bz[yz(X, /1)] = sinh k
degerleri i¢in
_ 1 0o |_ .
A = |coshk sinh k!l — sinhk

olur. Ancak sinhk sadece k = 0 iken sifirdir. Dolayisiyla A(A) = 0 esitligini saglayan
sifirdan farkli k degerleri yoktur. Bu yiizden A = —k? dzdeger degildir.

iii) A =k? >0 olsun. 1.yolda ¢oziim y(x) = ¢, coskx + c,sinkx olarak
bulundu. Bu denklemden lineer bagimsiz ¢oziimler y;(x) = coskx , y,(x) = sinkx

seklindedir. Onceki durumlara benzer sekilde A(A) olusturulur.

110
A() = cosk sink

=0 sink=0
Ozelligini saglayan k degerleri

k=nm, n=1,2,..

olarak bulunur. Dolayisiyla

0zdegerler olup bu 6zdegerlere karsilik gelen ¢6ziim
Yn(x) = ¢, cos nmx + ¢, sinnmx

olur. Smir kosullar1 kullanilirsa ¢; = 0 ve ¢, € R bulunur. Dolayisiyla ¢, = 1 alinirsa

ozfonksiyonlar
Yn(x) = ¢p,(x) =sinnmx , n=1.2,..
seklinde elde edilir.
Ornek 1.2: y" +1y =0, 0<x<1, y(0)=0, yD)+y'(1)=0
probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarini bulunuz.
Coziim:

) A =0 durumunda Karakteristik denklem a? =0 olur. Dolayisiyla
a,; = a, = 0 dir. Genel ¢Oziim ise
y(x) = ¢ + cx

seklinde olur. Sinir degerleri ¢ozliimde yerine yazilirsa



y(0)=¢; =0

yD+y' (D) =c+2¢;,=0
bulunur. Buradan ¢; = 0 oldugundan 2¢, = 0 = ¢, = 0 dir. Dolayisi ile y(x) = 0 asikar
¢Ozlimii elde edilir. Yani A = 0 6zdeger degildir.

i) A = —k? < 0 olsun. Bu durumda ise karakteristik denklem a? — k? = 0 olup
bu denklemin kokleri a; = k, a, = —k dir. Dolayisiyla genel ¢6ziim

y(x) = ¢, cosh kx + ¢, sinh kx
seklindedir ve

y'(x) = ¢k sinh kx + ¢,k cosh kx
olur. Siir sartlart kullanilirsa

y(0)=¢; =0

y(1) +y'(1) = c,(sinhk + kcoshk) =0
olur. Buradan ya c, = 0 yadasinh k + k cosh k = 0 dir. Sifirdan farkli ¢6ziim i¢in ¢, # 0
olmalidir. Bu ylizden sinhk + kcoshk =0 dir. Buradan k = —tanhk olacagindan

u =k, u = —tanh k’nin grafikleri ¢izilerek ortak degerler olup olmadigina bakilir.

A

LU=-tanh k

Y

,— — — =

Sekil 1. u = kve u = —tanhk

Sekil 1’den goriildigi gibi u = k, u = —tanh k’nin sifirin diginda kesistigi nokta
yoktur. O halde sinhk + kcoshk # 0 ve ¢, = 0 dir. Boylece y(x) = 0 elde edilir ve

dolayisiyla A = —k? durumunda 6zdeger yoktur.



iii) A = k? > 0 olsun. Karakteristik denklem a? + k2 = 0 olur. Bu denklemin
kokleri ise a; = ik, a, = —ik dir. Genel ¢6ziim ise
y(x) = ¢y coskx + c,sinkx
seklindedir ve
y'(x) = —kc; sinkx + kc, cos kx
olarak bulunur. Verilen simir degerleri ¢6ziimde yerine yazilirsa
y(0)=0=¢
y(1) +y'(1) = ¢, sink + kcy,cosk =0
seklindedir. Burada ¢, # 0 olmasi i¢in sink + k cos k = 0 olmalidir. O halde
sink = —kcosk = k =—tank

dir. Simdi bu esitligi saglayan k,, degerleri asagidaki sekilde bulunur.

[ )

u=-tank

L=k

\

==
[y
IR
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==
N
IR
==
w
IR



Grafige bakildiginda u = k ve u = — tan k’nin kesistigi sonsuz tane k,, vardir. Fakat
bu degerler tam olarak belirlenmelidir. Bu degerleri belirlemek i¢in Newton yontemi

kullanilir.
F(x) =x+tanx
fonksiyonunu sifir yapan degerler arastirilir. F(x) = 0 olan noktalara

_ L F(x) .
Xjy1 = Xj e j=012,..

ile yaklagilir. Burada x,: kk i¢in alinan yaklasik degerdir. Ornegin birinci sifir yeri olan k4

icin xo = 2 alinir ve ilk olarak F'(2) hesaplanirsa F'(2) = 1 + sec? 2 = 6,7744 elde edilir.

Buradan;
xj +tanx;

Xjp1 =X — W' j=201.2,..
dir.
Jj = 01i¢in

Xy = % — "";% = x, =2 - 2;;’;‘:; = 2,0273
j = 1igin

x, = 2,0273 — 22CEEOEE = 2,0286
Jj = 2i¢in

x3 = 2,0287
Buradan goriilecegi tizere k; = 2,02867dir. Sonug olarak
A = k? =4,1158

seklindedir. Buradan anlasilacag iizere k4, ko, ks, ... bulmak i¢in k;’de bulunan iterasyon
sayisindan daha fazla iterasyona gerek vardir. Birka¢ kesisim noktasindan sonra diger
kesisim noktalar1 — tan k” nin dikey asimptotlarina ¢ok yakindir. Yani ¢ok biiyltik n > 1
degerleri i¢in

_@n-Dr

k, >



bulunur. Bu durumda
Tz (@n-12%, n=12,..

olarak elde edilir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise
¢, (x) = sink,x = sin ((Zn - 1)§x), n=12,..

seklindedir.

Ornek 1.3: y® +1y" =0, 0<x<1, y(0)=y"0)=0, y(1)=y'(1)=0
probleminin biitiin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarini bulunuz.

Coziim:

a* + 2a® = 0 denklemin karakteristik denklemi olmak {izere difer Orneklerde

yapildig1 gibi farkli A degerleri i¢in 6zdegerler arastirilir.

i) A=0 i¢in a* =0 karakteristik denklemi elde edilir. Burada kokler
ai734 = 0 dir. Genel ¢6ziim ise

y(x) = ¢1 + cux + c3x% + 43
seklindedir. Buradan

y'(x) = ¢, + 2c3x + 3c4x?

y"'(x) = 2¢3 + 6c4x
dir. Verilen sinir degerleri ¢6ziime uygulanirsa

y(0)=0=¢

y(1) = c;+c3+c¢c, =0

y' (1) =c, +2¢c3+3c,=0

y'(0) =2c3=0=>¢3=0
olarak bulunur. ¢; = ¢3 = 0 oldugundan ikinci ve ti¢lincii denklemden

c;+c, =0

c;+3c, =0
elde edilir ve buradan ¢, = ¢, = 0 bulunur. Dolayisiyla y(x) = 0 ¢oziimii elde edilir. Yani
A = 0 6zdeger degildir.

ii) A=—-k?<0 olsun. a*—k?a? =0 Kkarakteristik denklem olup bu

denklemin kokleri a; , = 0, as = k, a, = —k dir. Bdylece genel ¢oziim
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y(x) = ¢; + cox + c3e®* + c e

dir ve
y'(x) = ¢y + kcze®* — ke
y"(x) = k?cze™* + k?c,e™**
seklinde olur. Siur degerler ¢oziimde kullanilirsa
y(0)=0=c¢
y(1) =c, +cze¥ +c,e =0
y'(1) = c; + kcze® —kce™® =0
y"(0) = k?c3 + k?c, =0 = k?(c3+¢c4) =0
=c3+¢c,=0
= Cy = —C3
dir. Boylece ikinci ve {igiincii denklemden
o+ el —ce®*=0=c,+c3(e¥—e ) =0
cy; +keseX +keze™ =0=c, + czk(eF+e %) =0
bulunur. Sifirdan farkli ¢6ziim arastirildigindan c, ve c; ayni anda sifir olmamalidir. Yani

1 ek—e7k
1 k(ef+e™)

olmalidir. Buradan

k(ek+e ™) —(ef—e®) =0 = k(e¥+e*)=ek—e7*

=0

k k

= k= e ¢
ek +ek
bulunur. Bu ifade sadece k = 0 iken saglanir, yani sifirin digindan bu esitligi saglayan k
degeri yoktur. Boylece ¢; = ¢, = ¢3 = ¢4 = 0 olarak bulunur. O halde ¢6ziim y(x) = 0 dur.
Bu durumda da 6zdeger yoktur.
iii) A=k?>0 olsun. a*+ k?a? =0 Kkarakteristik denklemi i¢in kokler
a;, =0, a3 =ik, a, = —ik oldugu goriiliir. Boylece
y(x) = ¢y + cy;x + ¢ cos kx + ¢, sin kx
genel ¢6ziimii elde edilir. Buradan
y'(x) = ¢, — ke sinkx + kc, cos kx
y"(x) = —k?c3 coskx — k?c, sinkx
seklindedir. Verilen sinir degerleri ¢dziime uygulanirsa
y(0)=y"(0)=0=ci+c3=-k?’c;3=0=c3=0=¢
y(1) =y'(1)=0=c, +cysink =c, + kcycosk =0
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= c,(sink —kcosk) =0
elde edilir. Asikar olmayan ¢oOziimler arastirildigindan ¢, # 0 olmasi igin
sin k — k cos k = 0 olmalidir. Bu durumda aranilan k degerleri
k, cosk, =sink,
bagintisini saglayan degerlerdir. Newton yontemi kullanilarak
2n—-1Dm
2

seklinde bulunur. Bu durumda

k, =

Iz (@n-122, n=12,.
elde edilir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise
Pn(x) = cyx + ¢4 sink,x
dir. Buradan y(1) = 0 smur sarti ile ¢, = —c, sin k,, olur ve ¢, = 1 alinirsa ¢, = —sink,

olacagindan

¢n(x) = sin(k,x) —xsink,

¢n(x) = sin ((Zn_l)” x) — x sin ((2";1)") , n=12,..

2

seklinde elde edilir.
1.3. Sturm-Liouville Teorisi

Bu béliimde 6zdeger problemleriyle ilgili bazi teorik kavramlar verilecektir [3]. (Daha
genel bilgiler icin bkz. [8]). Oncelikle kedine es diferansiyel denklem asagidaki sekilde
tanimlanir.

Tamm 1.1: Ikinci mertebeden lineer homojen bir diferansiyel denklem

p()y" +p' ()Y + [q(x) + Ar(x)]y =0 (x; <x < x3)
veya denk olarak

= (p(0)y") + [q(x) + r()]y = 0
seklinde yazilabiliyorsa bu denkleme kendine es diferansiyel denklem denir. Burada
p(x), r(x) >0 ve p'(x), q(x),r(x) fonksiyonlar1 (xq,x,) tzerinde siirekli
fonksiyonlardir.

Genel olarak

A (0)y" + A1)y’ + [Ap(x) + Aar(x)]y =0 (1.6)

seklinde bir diferansiyel denklem kendine es formda olabilmesi i¢in
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Ay (x) = Ay (%)
olmasi gerekir. Ancak A;(x) # A5(x) ise (1.6) denklemi uygun bir fonksiyonla garpilarak
kendine es forma doniistiiriilebilir. Bu fonksiyonu bulmak igin asagidaki islemler yapilir.
(1.6) denkleminin her iki tarafi A, (x) ile boliiniir.

400, (A +ar(®)
Az(x)y A, (x) B

y'+ 0.

Her iki tarafi u(x) ile garpilir.

Ay A A
p(x)y" + ux) Azg;y’ + ( O(xj;x)r(x)) u(x)y = 0.

Boylece denklem kendine es olacagindan

Ay
W (x) = u(x) Azgg

olmalidir. Bu esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa

wx) A (x) _ [A(X)
f 00 dx = ,fAz(x)dx = In| u(x)| = fAz(x)dx

olur, buradan

Aq(x)
weka

ulx) =e
oldugu goriiliir.

Ornek 1.4:y" +(1+A)y=0, y0)=1, y'(1)=2

denklemi i¢in p(x) =1, q(x) =1, r(x) =1 dir. p(x) =1 = p'(x) = 0 olur. Boylece

yukaridaki tanimdan denklemin kendine es oldugu sonucuna varilir.
Ornek 1.5: y" + %y =0, y(—1) =0, y(1) =1

probleminde r(x) = % fonksiyonu (—1,1) araliginda siirekli degildir. O halde kendine es
bir denklem degildir.
Ornek 1.6: x2y" +xy' + Ay =0, y(1) =1, y(2)=2

denklemini kendine es forma doniistiiriiniiz.
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Coziim: A;(x) =x, A,(x) = x? icin A5(x) = 2x # x = A;(x) oldugundan kendine es

i ; . 1. ,
degildir. u(x) ¢arpanini bulmadan 6nce verilen denklem — ile garpilir. Boylece

rn 1 ! A
Y +=y + =y =0 1.7)
denklemi elde edilir. zl—gi = ;—2 = % oldugundan kendine es denkleme doniistiirecek pu(x)
2
carpani
A1 (%) 1
n(x) = e/ = ofztx = ginlxl =

olarak bulunur. Simdi (1.7) denkleminin her iki tarafi u(x) = x ile ¢arpilirsa
xy”+y’+&y =0
x
kendine es denklemi elde edilir.
Ornek 1.7: y" —y'+ Ay =0

denklemini kendine es forma doniistiirtiniiz.

Coziim: A;(x) = -1, A,(x) =1 igin A5(x) = 0 # —1 = A, (x) oldugundan kendine es

denklem degildir. jlgg = —1 oldugundan u(x) garpani
2
A (x) -1
‘u(x) = efA:(x) dex =X

seklinde elde edilir. Denklemin iki tarafi u(x) = e~ ile ¢arpilirsa
ey —e*y' + ey =0

kendine es bir denklem halini alir.

Ornek 1.8: xy”" + (1—x)y' + Ay =0, x>0

denklemini kendine es forma doniistiiriiniiz.

A1(x)  1-x

Lo —=olur. u(x) garpani

Coziim: A;(x) =1—x, A,(x) =x igin—=

Aq( ) _
Ime™ — o Fax _ X

ex

ux) =e
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seklinde bulunur. Denklemi iile carparsak

”+(1—x) ,+/1 _ 0
y o y xy_

olur. Elde edilen bu denklemin iki tarafi u(x) = ex—x ile ¢arpilirsa

x , 1=-x 2
Yt y+=y=0

ox
kendine es bir denklem elde edilir.

Ornek 1.9: (1 —x2)y" +2xy' + 2y =0
denklemini kendine es forma doniistiiriiniiz.

Al(x) _ 2x

Coziim: A,(x) =1 —x?, A;(x) = 2x igin Yot

dir. u(x) carpani

A (x) 2
fA;(x)dx fl—;fczdx = e_ln(l_xz) = L

=e
1—x2

ulx) =e

1
1-x2

olarak bulunur. Denklem u(x) ile garpilmadan 6nce ile garpilirsa

., 2x , A
Y +1—x2y +1—x2y:0

elde edilir. Simdi p(x) ile garpilirsa

. 2x , Ay
1—x27 Ta—x02? Ta-ax2e

=0

kendine es denklemi elde edilir.

Tanmim 1.2: L bir operatdr olmak iizere

d d
L= —|pe) 2| + a0 = D@D + ()

seklinde yazilabilen operatorlere kendine es operatdr denir. BoOylece kendine es bir

diferansiyel denklem
Lyl + Ar(x)y =0

seklinde ifade edilebilir.
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Omegin; y"' + Ay = 0 denkleminin kendine es operatérii L = D? dir.

Tamm 1.3: L kendine es bir operatdr olmak {izere

X2

f (uL[v] —vL[u]dx =0, x;<x<x,

X1

saglantyorsa L operatoriine simetrik operatdr adi verilir. Burada u ve v verilen sinir

degerlerini saglayan ikinci mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlardir.

Ornek 1.10: L = D? operatbriiniin [0,1] aralig1 iizerinde asagidaki smir kosullarina gore

simetrik olup olmadigini arastiriniz.

a) y(0)=0, y(1)=0
b) y(0)—-y(1) =0 y'(1)=0
Coziim:

a) L = D? operatoriiniin  [0,1] iizerinde, verilen smir degerlerine gore

simetrikligi i¢in
1
f (uL[v] —vL[u])dx =0
0

esitligi gosterilmelidir. u ve v verilen sinir degerlerini saglayan fonksiyonlar olmak tizere
u(0)=0, u()=0, v(0)=0, v(1)=0 (1.8)

olur. L = D?ise L[v] = v"" ve L[u] = u" olmak iizere

fl(uL[v] —vlL[u])dx = fluv” dx — flvu” dx
0 0

0
elde edilir. Son esitlige kismi integrasyon uygulanir ve (1.8) kullanilirsa
1

1

1 1 1 1
f uv” dx—f vu' dx = uv’ —f u'v' dx — vu’ +f v'u' dx
0 0 0 0

0 0

=u(D)v'(1) —u(0)v'(0) —v(Du'(1) + v(0)u'(0)

=0
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oldugu goriiliir. Boylece L = D? operatorii verilen smir degerlerine gore [0,1] aralif:

uzerinde simetriktir.

b) L = D? operatoriiniin  [0,1] {izerinde verilen siir degerlerine gore

simetrikligi gostermek i¢in
1
f (uL[v] — vL[u]) dx
0

integral degerinin sifira esit olup olmadigina bakilir. u ve v verilen smir degerlerini

saglayacagindan
u(0) —u(1) =0, v(0) —v(1) =0, u'(1) =0, v'(1)=0 (1.9)

seklinde olur. L = D? oldugundan

1 1

fl(uL[v] —vL[u])dx = j uv' dx — j vu'" dx
0 0

0
olur. Kismi integrasyon uygulanir ve (1.9) kullanilirsa

1 1

1 1
j uv' dx —] vu" dx = uv’
0 0

1
- j u'v' dx —vu'
0

1
+f v'u' dx
0

0 0

=u()v'(1) —u(0)v'(0) — v(Du'(1) + v(0)u'(0)
= —u(0)v'(0) + v(0)u'(0) # 0

elde edilir. Ancak elde edilen son esitlik sifira esit olmadigindan L = D? operatdrii verilen

sinir degerlerine gore [0,1] araligi tizerinde simetrik degildir.

Onerme 1.1 (Lagrange esitligi): L = D[p(x)D]+q(x), D= % operatorii [xq, x5]

tizerinde kendine es operator olmak iizere u ve v aym aralikta ikinci mertebeden tiireve

sahipse

d
uL[v] = vL[u] = — [PGIW (u, ) ()]
saglanir. Burada

u v
W(u' U)(X') = |ul vl| =uv' —vu'
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Wronskian Fonksiyonudur. Ayrica

d
uL[v] — vL[u] = Tx [p(OW (u, v) (x)]

esitligine Lagrange esitligi denir.
ispat: L operatdriiniin tanimindan

L[v] = (D[p(x)D] + q(x))[v]

d
= — (W) + (v

oldugu gorilir. Lu] da benzer sekilde bulunur. O halde

d d
ullv] = vLlul = u— PV’ + q(Juv —v—— (p(u’) — q(x)uv

d d
= ua(p(x)v’) —v (pCu’)

= u(p' (v’ +p()v") —v(p'(u’" + p(x)u”) (1.10)

W (u,v)(x) = uv’ — vu' esitliginin her iki tarafi p(x) ile garpilir ve tiirev alinirsa

d d , ,
T [pCOW (u, v)(x)] = Tx (Puv’ —p(x)vu')

= p'(uv’ +p)@W'v' +uv'’)
—p'()vu’ —p(x)(@'u' +vu")
= u@' ()" +p)v") —v(p'()u’ + plx)u”) (1.11)

elde edilir. Boylece (1.10) ve (1.11) ifadelerinin esit oldugu goriiliir. Dolayisiyla

d
uL[v] —vL[u] = Ix [PCOW (uw, v) (x)]

dir.

Teorem 1.2: L = D[p(x)D]+ q(x) kendine es operatorii (x;,x,) lizerinde simetriktir.
X2

o p(OW(u,v)(x) =0
X1
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dir. Burada u ve v ilgili sinir degerlerini saglayan ve iki kez tiirevlenebilen fonksiyonlardir.

Ispat: Lagrange esitligi kullanilip her iki tarafin [x, x,] iizerinde integrali alinirsa

X2

X3 x2 d
f (uL[v] — vL[u]) dx = f T (PCOW (u, v)(x))dx = p(OW (u, v) (x)
X1 X1 X1

dir. O halde operatoriin simetrikligi tanimindan

X2
=0

[ eabtvt - vk ax = pCow )
X1 X1

esitligi saglanir.
1.4. Simetrik Operatériin Ozellikleri

Tanmmm 1.4: f ve g fonksiyonlar1 (x;,x,) lizerinde integrallenebilen fonksiyonlar olmak

lizere f ve g’nin ortogonal olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

[ r@geax=o

olmasidir. f ve g’nin verilen bir r(x) > 0 fonksiyonuna gore ortogonal olmasi i¢in gerekli

ve yeterli kosul ise

X2

frwvumuﬁm=o

X1
olmasidir. Burada (x4, x;) araligi bazi durumlarda kapali, yar1 agik veya sonsuz olabilir.

Ornek 1.11: f(x) =sin2x , g(x) = cosx fonksiyonlar1 (—m, ) iizerinde r(x) =1

fonksiyonuna goére ortogonal olup olmadigini inceleyiniz.

Coziim: sin 2x = 2 sin x cos x oldugu kullanilirsa

fsiancosxdsz fsinxcoszxdxz——cos3x
—T1T -1

= - g (cos3(m) — cos3(—m)) =0
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oldugu gorilir. Yani f ve g, r(x) = 1 fonksiyonuna gore ortogonaldir.

Ornek 1.12: f(x)=1 , g(x) =1—x fonksiyonlar1 (0,) iizerinde r(x)=e™*

fonksiyonuna gdre ortogonal olup olmadigini inceleyiniz.

Coziim: Kismi integrasyon yardimiyla

[oe] (0]

f(l —x)e¥dx=—-(1—-x)e™ (: —f e *dx

0 0

=1—-1=0
oldugu goriiliir ve dolayisiyla r(x) = e™™ fonksiyonuna gore ortogonaldir.
Teorem 1.3: L{y] + Ar(x)y =0, x; <x <Xy (1.12)

denklemindeki L operatorii simetrik bir operator olsun. 4,, ve Ay, L operatoriiniin farkl iki
Ozdegerleri ve bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar sirasiyla ¢, (x) ve ¢, (x) ile
gosterilsin. ¢, (x) ve ¢ (x) dzfonksiyonlart r(x) > 0 agirlik fonksiyonuna gére birbirine

diktir(ortogonaldir). Diger bir ifadeyle
X2
[ mwscor@ar=o0,  nzk
X1

dir.

Ispat: A, ve A, farkl 6zdegerler (A,, # 4), karsilik gelen 6zfonksiyonlar sirastyla ¢, (x)

ve ¢y (x) olsun. Ozfonksiyonlar (1.12) denklemini saglayacagindan
Llgn ()] + A7 (x)Pn(x) = 0 (1.13)
Llgr ()] + Ar (x)Ppi(x) = 0 (1.14)

yazilir. (1.13) esitligi ¢ (x) , (1.14) esitligi ¢, (x) ile carpilir, elde edilen sonuglar

birbirinden ¢ikarilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

P (O L[Pn ()] = P (L[ ()] = (A — A7) 1 (1) (%)

bulunur. Simdi [x;, x,] tizerinde her iki tarafin integrali alinirsa

f b OLIbn (] = G (GILIGL ()] dx = (i — Ao) f () b () () dx
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elde edilir. L operatorii simetrik oldugundan sol taraf sifirdir. Dolayisiyla (4, — 4,) # 0

oldugundan
| r@eog e dx =0

dir. Buradan ¢, (x) ve ¢ (x)’in r(x)’e gore ortogonal oldugu goriiliir.

Teorem 1.4: Lly] + Ar(x)y =0, x; < x < x, probleminde L operatorii simetrik ise tim

Ozdegerleri reeldir.

Ispat: Kabul edelim ki A, bir kompleks 6zdeger ve karsilik gelen dzfonksiyon ise ¢, (x)

olsun. L simetrik operatorii igin
L(¢1(x)) + Aer () ¢y (x) = 0 (1.15)
dir. Her iki tarafin eslenigi alinirsa ki bu L sabit katsayili operatér i¢in L = L saglanur.

L (G0 + Zer () 1) = 0 (1.16)

olur. Béylece A;, nin 6zfonksiyonu ¢y (x), A, nin ézfonksiyonu ¢y (x) olur. (1.15) esitligi

¢ (x) ile (1.16) esitligi ¢y (x) ile ¢arpilir. Boylece
L(¢x(2))pre(x) + 2 () P (X) P (x) = 0
L($G)) i) + Ler () b G e () = 0

elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarilir ve (x4, x,) lizerinde integrali alinirsa

[ (10480 - L (3:0) #100) dx + [ (= TIr G0 I Gx = 0

elde edilir. L simetrik oldugundan sol taraf sifirdir ve Teorem 1.3’e gore farkli 6zdegerlere
karsilik gelen 6zfonksiyonlar ortogonaldir. Dolayisiyla 4;, — E # 0 oldugundan

X2

j r ()b () Pr)dx = 0 = f )| (02 dx = 0

X1
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olmalidir. Ancak |¢x(x)|? > 0 ve r(x) > 0 oldugundan r(x)|¢, (x)|?> > 0 olur ve bundan
dolay: bu integral higbir zaman sifir olmaz. Boylece kompleks 6zdeger kabiilii yanlistir. O

halde tiim 6zdegerler reeldir.
Teorem 1.5: Simetrik bir operatdriin 6zdegerleri
M<A<A3..<A, <+, A= o (n—> )

seklinde sonsuz bir dizi olustururlar.
1.5. Regiiler Sturm-Liouville Sistemleri

Bu ana kadar verilen 6zdeger problemlerinin c¢ogu ayrilmig sinir kosullarini

icermektedir. Bu tip problemler asagidaki sekilde karakterize edilir.
L = D(p(x)D) + q(x) olmak lizere
Lyl +2r()y =0, x <x<x, p)=pl;)
B1(y) = a;y(x1) + apy'(xy), (af; +af, #0)
By (y) = az1y(xz) + azy'(xz), (a3, + a3, # 0)
dir. Bu sinifa ait bir 6zdeger problemi regiiler Sturm-Liouville problemi olarak
adlandirilmaktadir.
Regiiler Sturm-Liouville sistemindeki operatoriin ayrilmis sinir kosullarina gore
simetrik oldugunu gdstermek i¢in
X2
pOWwv)(x)| =0
X1
oldugunu gostermek yeterlidir. u ve v ayrilmis sinir kosullarin1 saglayan tiirevlenebilen
fonksiyonlar olmak {izere
a; u(xy) + appu'(x) =0

a;1v(x1) + a;v'(x) =0

seklinde olur. Burada a;j;i,j = 1,2 sabitlerdir. Bu denklemlerin saglanmasi igin a;j

katsayilar1 ayn1 anda sifir olmamalidir, yani
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u(xy) u'(xq)

_ u(x;)  v(xy) _ _
v(x) v'(x) _| =W )n) =0

u'(x) v'(xp)

dir. Benzer sekilde diger sinir degeri i¢in de W (u, v)(x,) = 0 saglanir. Boylece

X2

pIW,v)(x)| =0

X1
dir. Dolayisiyla L operatorii simetriktir.

Regiiler Sturm-Liouville sistemi simetrik operatore sahip oldugundan 6zfonksiyonlar
ortogonaldir, simetrik operatoriin 6zdegerleri reeldir ve 6zdegerler sonsuz bir dizi olusturur.

Bunlar disinda asagidaki 6nemli teoremi de verebiliriz.

Teorem 1.6: Regiiler Sturm-Liouville sistemi basit 6zdegerlere sahiptir. Yani her bir

0zdegere sadece bir 6zfonksiyon karsilik gelir.

Ispat: Kabul edelim ki A, 6zdegerine karsilik gelen birbirinden farkli ¢, (x) ve ¢, (x)
ozfonksiyonlar1 mevcut olsun. O halde her 6zfonksiyon ¢6ziim oldugundan x = x; ve

x = x, ’de ilgili sinir kosullarin1 saglamaktadir. Yani,
a11¢Pn (x1) + a12¢7(x) =0

a1k (x1) + agp(x) =0

denklemleri i¢in a4 Ve a;, ayni anda sifir olamayacagindan katsayilar determinanti sifir

olmalidir ve boylece

W(¢nl ¢k)(x1) =0

elde edilir. Ancak Wronskian 6zelliginden biliyoruz ki Wronskian bir noktada sifir ise
araligin timiinde sifirdir. Sonug olarak bir denklemin bir araliktaki iki ¢6ziimii bir noktada
sifir ise araligin tamaminda da sifir olacagindan ¢, (x) ve ¢ (x)’in lineer bagiml oldugu

goriliir. Dolayistyla ¢, (x) ve ¢ (x) ayni 6zfonksiyonu temsil etmektedir.

1.6. Periyodik Sturm_Liouville Sistemi

Ikinci 6nemli sinifa ait dzdeger problemleri L = D(p(x)D) + q(x), p(x;) = p(x,)

olmak tizere
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Lyl + r(x)y =0, x;<x<x,

y(x) =y(x), y'(x1)=y'(x3)
seklindeki problemlerdir. Bu tiir problemler ayrilmamis simnir kosullarina sahiptir ve
periyodik Sturm-Liouville problemleri olarak adlandirilir.
Periyodik Sturm-Liouville sistemine ait operator ayrilmamis sinir kosullarina gore
simetriktir. Bunu gostermek i¢in
X2
pOWw,v)(x)| =0
X1
oldugu gosterilmelidir. Burada u ve v verilen sinir degerlerini saglayan siirekli, ikinci
mertebeden tlireve sahip olsunlar. u ve v igin
u(x) =uley), u'(x) =u'(xz) (1.17)
v(x) =v(xp), v'(x) =v'(xz) (1.18)
olur ve p(x;) = p(x,) dir.
X2

= 0= pOIW (@, v)(x2) —px)W(w,v)(x1) = 0
X1

pOW (u, v)(x)

= p(e) (W, v)(xz) — W (w, v)(x1)) = 0

dir. p(x3) # 0 oldugundan W (u, v)(x,) — W(u, v)(x;) = 0 olmalidir. Ayrica

WG = |40 0] = ulev () - w v
W )G) = [0 7| = uGe)v' ) - w i)

dir. Son iki ifade taraf tarafa ¢ikarilir ve (1.17) ve (1.18) esitlikleri kullanilirsa
W(u,v)(x) — W, v)(x) =0

oldugu gorilir. Dolayisiyla L = D(p(x)D) + q(x) operatorii y(x;) = y(x;), v'(x1) =

y'(x;) ayrilmamis sinir kosullarina gore simetriktir.
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Periyodik Sturm-Liouville sistemini Regiiler Sturm-Liouville sisteminden en énemli
farki ise 6zdegerlerin basit olmasi gerekmez. Yani periyodik Sturm-Liouville sisteminde bir

0zdegere birden fazla 6zfonksiyon karsilik gelir.

Ornek 1.13: y" +1y=0, —-mw<6<m

y(m) =y@@), y'(=m)=y'(n)

periyodik Sturm-Liouville probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarini bulunuz.
Céziim: p(9) = 1 oldugundan, p(—m) = p(w) = 1 dir ve L = D?’ dir.

) A = 0 6zdeger olup olmadigi incelenir. Burada karakteristik denklem
a? = 0 = a,, = 0 olur. Dolayistyla genel ¢oziim

y =c1+c0
dir. Boylece y' = c, olur ve sinir degerleri kullanilirsa

y(-m) =y(m) = ¢ —cm=c+cm
=0=2cr=>c¢,=0
y(—m)=y'(m) =c,=c, =0

elde edilir. Dolayisiyla c; keyfi olur ve ¢; = 1 segilir. O halde A = 0 6zdeger olur ve

karsilik gelen 6zfonksiyon y, = ¢po = 1’ dir.

i) A = k? > 0 icin karakteristik denklem a? + k2 = 0 olur ve kokleri
a; = ik , a, = —ik dir. Boylece genel ¢oziim

y = ¢y cos kB + ¢, sin k6
seklindedir. Smir degerleri kullanilirsa

y(—m) = y(r) = ¢, coskm — ¢, sinkm = ¢, cos km + ¢, sin km
= 0 = 2¢, sinkn
olur, buradan ¢, # 0 i¢in
sinkr =0 =>k=n, n=1,2,..
dir.
y' = —kcy sink6 + kc, cos kO ise

y'(—m) = y'(n) = kcy sinkm + kc, cos km = —kc; sinkm + kc, cos kn



25

= 2kcysinkmr =0
bulunur. ¢; # 0 i¢in
sinktr=0=k=n, n=12..
dir. ¢; ve ¢, ’nin keyfi oldugu goriiliir. O halde

A, =n2, n=123,..

0zdegerdir ve bunlara karsilik gelen 6zfonksiyonlar
¢, (8) = ¢, cosnb + ¢, sinnb , n=123,..

¢ (60) = c3cosnb + c,sinnfb , n=123,..

seklindedir. Burada c; (i = 1,2,3,4) keyfi sabitlerdir 6yle ki ¢,(0) ve ¢,(6) lineer

bagimsizdir. En basit durum olarak ¢, = c; = 0 ve ¢; = ¢, = 1 segilirse

¢, (6) = cosnb ve ¢, (0) = sinnb

bulunur ve bu 6zfonksiyonlar (—m, ) tizerinde 7(x) = 1 fonksiyonuna gére ortogonaldir.

Yani

i
1 1
f cosnf sinnf db = = f sin 2n0 df = ——(cos 2nf)
2 4n
-

dir. Dolayisiyla

0zdegerine karsilik
¢,(0) = cosnB ve ¢,(0) =sinnd

Ozfonksiyonlari elde edilir.

1.7. Coziimlii Ahstirmalar

1) y"+1y =0, y'(0) =0, y(1) =0

probleminin biitiin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarini bulunuz.

/A

—TT

=0

Coziim: Denklemin 6zdegerlerini bulmak i¢in A” nin durumlari irdelenir.
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i) A =0 olsun. a? = 0 karakteristik denkleminin kokleri a; = a, = 0 olarak
bulunur. Dolayisiyla genel ¢6ziim
y(x) =c1 + cox
dir ve y'(x) = c, olur. Verilen sinir degerler ile
y(1)=0=c¢; +c,
y'(0)=0=c,
bulunur. Dolayisiyla ¢; = ¢, = 0 dir. Boylece y(x) = 0 asikar ¢6ziimii elde edilir. O halde
A = 0 durumunda 6zdeger yoktur.
i) A = —k? < 0 durumunda a? — k? = 0 karakteristik denkleminden
a, = k, a, = —k bulunur. Buradan genel ¢6ziim
y(x) = cief* + ce™**
seklindedir.
y'(x) = kc e — kcye™**
oldugundan sinir degerler kullanilarak
y'(0)=0=kc; —kc, =c¢c,=c¢,
y(1) = 0 = cef + ce*
elde edilir. Son denklemden ¢, (e* + e™*) = 0 dir. e¥ + e™* # 0 oldugundan ¢c; = 0 = ¢,
dir. Béylece y(x) = 0 elde edilir. 1 = —k? durumunda da dzdeger yoktur.
iii) A = k? > 0 durumunda ise karakteristik denklem a? + k? = 0 seklinde olup
bu denklemin kokleri a; = ik, a, = —ik dir. Boylece genel ¢6ziim
y(x) = ¢q coskx + ¢, sinkx
olarak bulunur. Elde edilen ¢oztime y'(0) = 0, y(1) = 0 sinur sartlar1 uygulanirsa
y'(x) = —kcy sinkx + kc, cos kx
oldugundan
y'(0) =0 = ke,
elde edilir. Buradan k # 0 oldugundan c, = 0 bulunur. y(1) = 0 sinir sart1 ile
y(1) =0 =c¢;cosk
dir. Asikar olmayan c¢oOziimler arastirildigindan c¢; # 0 olmalidir. Son denklemden
cosk=0
elde edilir. O halde
k=2n+ 1)% , n=012,..

olarak bulunur. Dolayistyla
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2
i
A= (@2n+ 1)27 , n=012,..

0zdegerlerdir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar
s
¢, (x) = ¢4 cos ((Zn + 1)Ex>, n=0,1,2

dir. Ozel olarak ¢; = 1 alinirsa

¢, (x) = cos ((Zn + 1)%x> , n=0,12

elde edilir.
2) y"+iy=0, y'(0=0  y'(m=0
probleminin biitiin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarini bulunuz.
Coziim: y"' + Ay = 0 nin karakteristik denklemi a? + A = 0 dur.
i) A =0 durumunda karakteristik denklem a?=0 olup a;,=a,=0
karakteristik denklemin kdkleridir. Dolayisiyla genel ¢6ziim
y(x) =c; + cyx
seklinde olur. Verilen sinir sartlariyla
y'(0)=y'(m) =c;=0, ¢€R
elde edilir. Buradan y(x) = c¢; ¢6ziimii bulunur. Dolayisiyla 1 = 0 6zdegerdir. Bu 6zdegere
karsilik gelen 6zfonksiyon c; = 1 igin ¢o(x) = 1 olarak bulunur.
i) A= —k? <0 icin karakteristik denklem a? —k? =0 olup denklemin
kokleri a; =k, a, = —k dir. Genel ¢oziim ise
y(x) = c e + c ek
dir. Buradan
y'(x) = k cie®* — k c,e™*
olur. y'(0) = 0 sinir sart1 ile
y'(0)=0=k(c;—c) =0
bulunur. k # 0 oldugundan c¢; —c, = 0 olmalidir. Buradan ¢; = ¢, dir. Diger siir
sartiyla
y' (1) = 0 = k ¢, (ek™ — e7k7)
elde edilir. Buradan k (e*™ — e™*™) # 0 oldugundan c; = 0 dir. Dolayisiyla
c1=¢=0=yx)=0
trivial ¢oziimii elde edilir. Bdylece A = —k? durumunda dzdeger olmadig goriiliir.

iii) A = k? > 0 durumunda karakteristik denklem a? + k% = 0 dir. Denklemin
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kokleri a; = ik, a, = —ik dir. Dolayisiyla genel ¢6ziim
y(x) = ¢q coskx + ¢, sinkx

olarak bulunur. Sinir sartlarinin kullanilabilmesi igin
y'(x) = —ci ksinkx + ¢,k cos kx

seklinde bulunur. y'(0) = 0 sinir sart1 ile
y'(0)=0=kc,

bulunur. k # 0 oldugundan ¢, = 0 olmalidir. y'(rr) = 0 sinir sart1 ile
y'(m) =0 = —cksinkn

dir. ¢; # 0 olmasi i¢in sin kwr = 0 olmalidir. Dolayisiyla k = n olur ve
A,=n% n=12..

0zdegerlerdir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise
¢, (x) = cosnx ,n=0,1,2,...

dir.

3 ¥y +ly=0, y(-m) =0, y(m=0

probleminin biitiin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarini bulunuz.

Coziim: Denklemin karakteristik denklemi a? + A = 0 seklindedir. 2 durumlar igin
0zdegerler asagidaki gibi incelenir.
i) A =0 olsun. Bu durumda karakteristik denklem a? = 0 oldugundan kokler
a; = a, = 0 dir. O halde genel ¢oziim
y(x) =c; +cyx
dir. Sinir degerleri ¢oziimde yerine yazilirsa
y(—m) =0 =c¢; —mc,
y(m) =0=c +7c,
bulunur. Buradan c¢; = ¢, = 0 bulunur. Dolayisiyla y(x) = 0 ¢oziimii elde edildiginden
A = 0 6zdeger degildir.
i) A= —k?<0 olsun. Bu durumda ise karakteristik denklemin kokleri
a? — k? = 0 denkleminden a; = k, a, = —k olarak bulunur. Genel ¢dziim ise
y(x) =c; e + ¢, e **
seklindedir. Verilen sinir degerleri kullanilirsa
y(—m) =0 = c,e ¥ + c,e"
y(m) = 0 = ¢ e*™ + ¢ e™*"

denklemleri elde edilir. Bu denklem sisteminin katsayilar matrisi



29

e e

ekn e—kn

—km km
| — e—2k1t _ ean +0

dir. O halde ¢; = ¢, =0 dir. Bu durumda y(x) = 0 asikar ¢6ziimii elde edildiginden
O0zdeger yoktur.
i) A=k?>0 olsun. Karakteristik denklemin kokleri a®+ k% =0
denkleminden a; = ik, a, = —ik olarak bulunur. Dolayisiyla genel ¢6ziim
y(x) = ¢q coskx + ¢, sinkx
seklinde elde edilir. Sinir degerler ¢éziimde yerine yazilirsa
y(—m) =0 = ¢y coskm — ¢, sinkm
y(m) =0 = ¢y coskm + ¢, sinkm
bulunur. Iki denklem esitlenirse
c;coskm — ¢, sinkm = ¢y coskm + ¢, sinkn
2c,sinkmr =0=>k=n, n=12,.. (c; #0)
seklinde bulunur. Dolayisiyla
A, = n?, n=1,2,..
Ozdegerlerdir ve bu 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyon
Yn(x) = ¢ (x) =c;cosnx + ¢, sinnx, n=12,..
seklindedir. Sinir degerleri ile ¢, ve c, sabitleri bulunur.
Yn(—m) =0 = ¢, cosnmw — ¢, sinnt =0, n=12,..
dir. Burada sinnm = 0 ve cos nw # 0 oldugundan ¢; = 0 ve ¢, € R bulunur. Ek olarak
yp(r) =0 = ¢, sinnmt =0, n=12,..
icin de ¢, € R bulunur. Dolayisiyla 6zfonksiyonlar ¢, = 1 alinirsa
¢p(x) =sinnx, n=0,1.2,..
seklinde bulunur.
4) y'+ay=0 y0)=0 yD+y(1)=0
0zdeger probleminin negatif 6zdegerlerinin olmadigini ispatlayiniz.
Coziim: Varsayalm ki A = —k? < 0 durumunda 6zdeger mevcut olsun. Denklemin
karakteristik denklemi a? — k? = 0 dir. Bu denklemin kokleri a; = k, a, = —k olarak
bulunur. Genel ¢6ziim ise
y(x) = c e + ce7k*
seklindedir. Buradan
y'(x) = c ke — cke™**

olur. Sinir sartlar1 yerine yazilirsa
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y(0)=0=ci+c,=c,=—¢;
y(1) +y'(1) =0=cef +ce®+kcef—kce ™
= ef—e*+kek¥+ke*)=0
elde edilir. Burada e* — e * + ke + ke™* = 0 oldugundan c; = 0 = ¢, bulunur. O halde
y(x) = 0 elde edilir. Buise A = —k? < 0 durumunda 6zdeger olmasiyla celisir.
5 y'+ay=0, y(-m)=y@, y'(-n) =y
Ozdeger problemi verilsin.

a) Ao =0 degerinin ¢y(x) =1 oOzfonksiyonuna bagh o6zdeger oldugunu
gosteriniz.

b) Negatif 6zdegerler olmadigini gosteriniz.

c) n. pozitif dzdegerin n? oldugunu ve dzfonksiyonlarmi bulunuz.
Coziim:

a) A =0 olsun. Karakteristik denklem a? =0 oldugundan bu denklemin

kokleri a; = a, = 0 dir. O halde genel ¢6ziim

y(x) = ¢, + cyx
dir. y'(—m) = y'(m) smur sart1 ile

Y@ ==y (n =y =c
olur. y(—m) = y(m) smur sart1 kullanilirsa

y(—m) = y(r) = ¢y —mcy; = ¢y +1Cy

=2 =0
bulunur. Buradan ¢, = 0 dir. ¢; € R keyfi oldugundan A, = 0 6zdegerdir. c; = 1 olarak
segilirse bu 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyon ¢o(x) = 1 dir.

b) Varsayalim ki negatif zdegerler mevcut olsun. Bu dzdegerler A = —k? < 0
durumunda irdelenir. Karakteristik denklem a? —k? =0dir. Buradan kokler
a, =k , a, = —k olarak bulunur. Genel ¢6ziim ise

y(x) = c e + c ek
dir. Verilen y(—m) = y(m) smur sartiyla

y(—m) = y(r) = c,e ¥ + e = c,e*™ + c,e k™

= (c; — ) (e — k™) =0
bulunur. Burada e™*" — e¥™ % 0 oldugundan ¢; — ¢, = 0 = ¢; = ¢, olur.
y'(x) = k cie* — k c,e ™

oldugundan ve ¢; = ¢, ise
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y'(=m) =y'(m) = cik(e ™ — k™) =k ¢;(e"" — e7*™)
= ¢, 2k(e F" — k™) =0
elde edilir. e*™ —e™*™ # 0 oldugundan ¢; = 0 olmalidir. ¢; = ¢, oldugundan c, = 0
bulunur. Boylece y(x) = 0 trivial ¢oziim elde edilir. Bu ise 2 = —k? < 0 durumunda
0zdeger olmasiyla ¢elisir. O halde negatif 6zdeger yoktur.

C) A = k? > 0 durumunda oncelikle karakteristik denklem yazilir. Bu denklem
ise a? + k? = 0 dir. Buradan karakteristik denklemin kokleri a, = ik , a, = —ik olarak
bulunur. Boylece genel ¢oziim

y(x) = ¢y cos kx + ¢, sin kx
seklinde bulunur.

y'(x) = —kc; sinkx + kc, cos kx
ise ve sinir sartlart ¢éziimde yerine yazilirsa

y(—m) = y(r) = ¢, coskm — ¢, sinkm = ¢; cos km + ¢, sinkm

= 2¢,sinkn =0
y'(—m) = y'(r) = kcy sinkm + kc, cos km = —kc; sinkm + kc, cos km
= 2kcysinkmr =0
elde edilir. Asikar olmayan ¢6ziim arastirildigindan ¢; # 0, ¢, # 0 olmahdir. Boylece
yukaridaki denklemlerden sin kmr = 0 oldugu elde edilir. O halde

k=n, n=12,..
bulunur. Boylece

Ay =n?% n=12,..
0zdegerlerdir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise

¢n(x) = ¢ cosnx + ¢, sinnx
dir. Burada ¢; = ¢, = 1 keyfi alinirsa

¢, (x) = cosnx + sinnx, n=20,1,..
seklinde bulunur.

6) y'+2y'+(1-Dy=0, y(0)=0, y(1)=0
probleminin biitiin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarini bulunuz.
Coziim: Bu diferansiyel denklemin karakteristik denklemi a?+2a+(1—-2)=0

seklindedir. Karakteristik denklemin kokleri ise

—2+J4—-4(1-2
a1’2= — 2 ( )=_1i\/z

dir. A durumlari i¢in 6zdegerler arastirilir.
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) A = 0 olsun. Bu durumda koékler a; , = —1 dir. Genel ¢6ziimiin

y(x) = e (c1 + c2x)

oldugu goriiliir. Sinir sartlar1 ¢6ztimde yerine yazilirsa

y(0)=0=c
C
y(1)=;2=0=> c, =0 (e#0)

elde edilir. Buradan y(x) = 0 elde edilir. Yani A = 0 durumunda 6zdeger mevcut degildir.
i) A =k? > 0 durumunda karakteristik denklemin kokleri a; = —1 + k ve
a, = —1 — k dir. Dolayisiyla genel ¢6ziim
Y(x) = c;e IO 4 ¢ p(-1-k)x
seklinde bulunur. Sinir sartlar1 kullanilirsa
y0)=c1+¢c=0= c,=—¢

y(1) = ;e 4 c,eC17R = ¢

1
= ce! (ek - e_’<> =0

1
=>e‘1<ek—e—k>¢0= c;=0=c,=0

elde edilir. Buradan y(x) = 0 asikr ¢6ziimii elde edilir. O halde 2 = k? > 0 durumunda
0zdeger yoktur.
i) A = —k? < 0 olsun. Bu durumda karakteristik denklemin kokleri
a; = =1+ ik, a, = —1 — ik seklindedir. Boylece
y(x) = e *(cq cos kx + ¢, sinkx)
genel ¢oziimii elde edilir. y(0) =0, y(1) = 0 smur sartlar1 kullanilarak
y(0)=¢; =0
y(1) = e (¢, sink) =0
bulunur. Son denklemde ¢, # 0 olmasi i¢in sin k = 0 olmalidir. Buradan
k =nm, n=12,..
bulunur. Dolayisiyla
A, = n?m?, n=1.2,..
0zdegerlerdir. ¢, = 1 olarak segilirse bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar
¢p(x) =eFsinnmx, n=12,..
seklindedir.
) y'+2y'+ Ay =0, y(0)=y(1)=0

0zdeger problemi verilsin.
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a) A =1 in 6zdeger olmadigini gosteriniz.
b) A < 1 olacak sekilde higbir 6zdeger olmadigini gosteriniz.
c) A, =n?m? 4+ 1 Ozdegerine baghh olan n. pozitif &zfonksiyonunun

¢, (x) = e sin nwx oldugunu gosteriniz.

Coziim:
a) Denklemin karakteristik kokleri a? + 2a + A = 0 denkleminden
—2+2Vv1-2
a; =—————=-1£V1-1

olarak bulunur. Buradan A = 1 i¢in a; = a, = —1 dir. Bdylece genel ¢6ziim
y(x) = ce™ + cyxe™
seklinde elde edilir. Sinir sartlar1 ¢coziimde yerine yazilirsa
y(0)=0=¢
y(1)=ec; =0
olarak bulunur. Buradan e~ # 0 oldugundan ¢, = 0 olur. Dolayisiyla y(x) =0 trivial
¢oziim bulunur. Boylece 4 = 1 6zdeger degildir.
b) Varsayalim ki V1 — 2 = k? > 0 durumunda 6zdeger mevcut olsun. Burada
denklemin karakteristik kokleri a; = =1 + k, a, = —1 — k seklindedir. Genel ¢6ziim ise
y(x) = ¢,eCIHOX | ¢ p(-1-R0x
olarak bulunur. Verilen sinir sartlar1 ¢6ziimde kullanilirsa
y0)=0=ci+tc;=0=c¢,=—¢4
y(1) = 0=ci(e”* —e™*) =0
olarak elde edilir. Burada e™** — ¢=17% 2 0 oldugundan ¢; = 0 = ¢, bulunur. O halde

y(x) = 0 elde edilir ki bu V1 — A = k? > 0 durumunda 6zdegerlerin mevcut olmasiyla

celisir.
C) V1 — A1 = —k? < 0 olsun. Denklemin karakteristik kokleri a; = —1 + ki ve
a, = —1 — ki olarak bulunur. Boylece genel ¢6ziim

y(x) = e *(cqy coskx + ¢, sinkx )

seklinde elde edilir. y(0) = y(1) = 0 sinir sartlar1 ¢6ziimde yerine yazilirsa
y(0)=0=¢
y(1) =0=e"1lc,sink =0

elde edilir. Burada e~ # 0 dir ve ¢, # 0 olmasi i¢in sin k = 0 olmalidir. Dolayisiyla

k = nm, n=12,..
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icin
A, =n?m?+1, n=12,..

O0zdegerlerdir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise
¢ (x) = c,e ™ sinnmx , n=12,..

dir. Ozel olarak ¢, = 1 keyfi alinirsa
¢, (x) = e *sinnmx , n=12..

seklinde elde edilir.
1.8. Singiiler Sturm-Liouville Sistemleri

Uygulamada rastlanan bir ¢ok Sturm-Liouville sistemi bu sinifa aittir.
Tanmm 1. 4: p(x)y"” +p'(xX)y" + [q(x) + Ar(x)]y =0 (x; < x < xp)

Sturm-Liouville probleminde, [x,,x,] aralig1 {izerinde asagidakilerden biri ya da birden

fazlasinin gerceklesmesi durumunda ilgili probleme singiilerdir denir.
a) p(x;) = 0 ve(veya) p(x;) = 0
b) p(x) , q(x) veyar(x), x = x, (veya x = x, )’de veya her iki ugta sonsuzdur.
C) x, ve (veya) x, sonsuzdur.
Bu sinifa ait bazi denklemler asagida verilmistir.
1) % [(1-x2)y']+Ay=0, —1<x<1 Legendre denklemi
p(x) fonksiyonu x = +1 i¢in p(x) = 0’dur.
2) :—x(xy’) - ’;—Zy +Axy =0, O0<x<b Besseldenklemi

p(x) = x, x =0ig¢in p(0) = 0’dir.

2
¥ # 0 icin g(x) = =, x = 0’da sonsuzdur.

x )
3) :—x(xe‘xy’) +le™¥y =0, 0<x<o Laguerre denklemi

x = 0’da Laguerre denklemi singiilerdir. Ciinkii x — oo igin p(x) — 0°dir. Aym

zamanda araligin bir ucu sonsuzdur.
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4) :_x(e—xzy,) +2e¥y=0, —w<x<® Hermite denklemi

Aralik iki ucunda da sonsuzdur. Ayni zamanda |x| — oo i¢in p(x) — 0’dir.
Bu sinifa ait 6zdeger problemlerle ilgili baz1 ¢alismalar [1], [2] asagidaki sekildedir.
—y'+qy=ly, —o<a<x<b<owm (1.19)

denklemi ele alinsin. Burada a < 0 , b > 0 ; A reel bir parametredir. g(x) ise x =0
noktasinda singiilerlige sahip olsun. Oncelikle asagidaki doniisiimler tanimlansin.
Yi=Y, Yo=Y +fy (1.20)

(1.20) doniistimleri ile (1.19) denklemi kullanilirsa

yi=y = —fynty
(1.21)

Vo=y"+(Uy) =" +a-f =Dy +fy,

sistemi elde edilir. Buradaki f fonksiyonu, doniistiiriilen sistem regiiler olacak sekilde
sonradan belirlenecek olan (a,b) izerinde integrallenebilen fonksiyondur. Yani
f € L(a,b),ayrica —F == f' 4+ q — f? € L(a, b) dir. Bu durumda (1.21) sistemi

yi=y = —fyity

(1.22)
yo=Y"+(y) =-(F+Dyr1+ [y,
seklindedir.
tang = 1'/2 N A2 - 4
Y2 y' +fy
olarak tanimlanir ve (1.22) kullanilirsa
" 1/ _ . —1/ )
0' =172 — fsin(20) + 1 /2F sin“(0) (1.23)
veya
1=0'A""72+ 2 /2f sin(20) — A~1F sin2(0) (1.24)
elde edilir.

Calismamizda baz alinan ve kullanilan bazi Lemma ve Teoremlere asagida yer

verilmistir.
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Teorem 1.7 [1]: (1.19) denkleminin 6zdegerleri asagidaki esitligi saglar. A — oo iken,

b
0(b) — 6(a) — (b — a)A/2 = =2~ 72{f (x)[sin? 8(x) — sin? 8(0)]}

a

1 -1 b 1 -1 .
_EA /zf (f'+qdx + E/l /z{hl(/l)sm(ZQ(O))

+h,(2) cos(20(0))} + 0 (A_l/z)

dir. Burada
b 1
hy (D) = f (f2 — F — ¢)sin (21 /2x)dx,
a

h,(1) = fb(f2 —F—q) (1 — cos (2/11/2x)) dx

seklindedir.

Teorem 1.8 [1]: A — oo iken

P | If?=F—qldx=0(1"2),
a(2) |f2—F—q|dx=o(/11/2),

[ == a1 de = o (22)
J()

ise Teorem 1.7°deki O(A~"/2) hata terimi o(A~/2) dir. Burada supremumlar [a, b] aralig1

tizerinde alinir ve p(1) , a(A) asagidaki sekilde tanimlanur.

X 2_ B . 1/
fo(f F q)sm(Z/l zt)dt

p(A) = sup

+ sup

X 2_ B B 1/
fo(f F q)(l cos(ZA zt))dt

o(A) == sup

L?f+@m
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dir. Ek olarak /(1) = (a, b) \ (—;1‘1/2,/1‘1/2) seklinde tanimlanr.

Lemma 1.1 [2]: x; ve x, ninuygun § >0 i¢in a =x; <x, =b Ve x, —x; = SA 2

sartlarin1 sagladigi kabul edilsin. Bu durumda A — oo iken
0(x2) = 0(x1) = (xp = x)A /2 + o(1)
dir.

Ispat: (x,, x,) iizerinde (1.23)’in integrali almir ve

6(x2) = 6x) — (xp — 1)A'V2| < +27% [ CFlax (129)

X1

fxzf sin(26) dx

elde edilir. f € L(a,b) ve x, — x; = 0(1) oldugundan sag tarafin ilk terimi o(1)’ dir.

1
Ayrica F € L(a,b) ve 1~ 2 = 0(1) oldugundan sag tarafin son terimi de 0(1)’ dir. Boylece

ispat tamamlanir.

1
Lemma 1.2 [2]: Lemma 1.1’in sonucu x, — x; = §A~ 2 hipotezi olmadan da dogrudur.

Ispat: uy:==T 1 seklinde tanimlanirsa ve (1.25) ile
(242)

j " f sin(20)dx = o(1)

oldugunun gosterilmesi gerekir. Lemma 1.1 ile x; +u<b , x, —x; = u durumu igin
bunu gostermek yeterlidir.
_ X2 . _ X2+ .
I= fxl fsin(20)dx ve I' = [? " fsin(260) dx

xX1+u

seklinde yazilir. f € L(a,b) ve u = 0(1) oldugundan I —I' = 0(1) olur. Bu durumda
I +I' = 0(1) oldugunu gostermek yeterlidir.

I+1'=0(1)+ sz{f(x) sin(ZH(x)) + f(x+w sin(ZH(x + ,u))} dx

=o0(1) + szf(x) {sin(ZH(x)) + sin(ZH(x + u))} dx

+ ;7 sin(20(x + 1) {f (x + 0} =~ f(0)}dx (1.27)
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oldugu goriiliir.

[P G+ ) — FOOldx = 0(1) ve f € L(a, b)
oldugundan son terim o(1)’ dir.

Ayrica  sin(260(x + w)) + sin(26(x)) = 2sin{6(x + p) + 0(x)} cos{O(x + ) — 0(x)}
seklindedir ve Lemma 1.1 ile 0(x + u) — 0(x) = g + 0(1)’ dir. Boylece (1.27)’iin orta

teriminin o(1) oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir.
Lemma 1.3 [2]: 1 — oo iken herhangi g € L(a, b) igin

f;lz g cos(268) dx = o(1) ve f;lzg cos(48) dx = o(1)
dir. Bu Lemma kosiniis yerine siniis alininca da saglanir

Ispat: Lemma 1.2’ye benzer sekilde yapilir.



2.YAPILAN CALISMALAR

Bu bolimde
-y"+qy=2y, x€(ab) (2.1)

denklemi ele alinacaktir. Burada a < 0 , b > 0 ; A reel bir parametredir. g(x) potansiyel
fonksiyonu q(x) € L[a,c;) U (cq,x1] U [x1,¢c5) U (cy,b] , ¢4 Ve ¢, singiiler noktalar
asagidaki gibidir:

—o<a= —x<c;<Xg=x <, <X, = b <o0. (2.2)

Oncelikle (2.1) denklemi, katsayilari ilgili aralikta integrallenebilen regiiler
diferansiyel denkleme doniistiiriiliir. Daha sonra Priifer doniisiimii uygulanarak 6zdegerlerin
saglayacagi denklemler elde edilir. Dirichlet ve Neumann sinir kosullari ayr1 ayri ele alinarak

ozdegerler i¢in asimptotik tahminler bulunur (1 — o).

Son olarak reversion kullanilarak asimptotik tahminler n — oo i¢in hesaplanir.
Kullanilan déniisiimler ve uygulanan yaklasimlar [1] ve [2] calismalarin1 baz almaktadir.

Biitiinliik saglamak acisindan doniisiimleri yeniden ifade edelim.

=y, Y2 =y +fy (2.3)

seklinde tanimlansin. Burada f daha sonra belirlenecek bir fonksiyondur. (2.1) denklemi

kullanilirsa

yi=y' = —fyi+y; }
(2.4)

va=y"+ (W =" +a- =Dy + [y,
bulunur. (2.4) sisteminin regiiler olmasi igin
f€L(ab)ve—F:=f"+q— f2€ L(ab) (2.5)

gereklidir. Boylece (2.4) sistemi
yi= —fy1+y2

(2.6)
ys =—F + Dy + fy2

seklinde olur.
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6 fonksiyonu

tan @ = ,11/2 & = Al/z - Y
Y2 y'+fy

2.7)

olarak tanimlanir ve tiirev alinirsa

9’ 1 _ Al/z Y1Y2 —V1)2
cos2 0 (y2)?

elde edilir ve (2.6) sistemindeki tiirevler yerine yazilirsa

, 1 1 (—fy1ty2)y, =1 (—(F + Dy, + fy2)
0 =172
cos7 0.

olur. Diizenlendiginde

1 1 Y1 y1)?
o’ =121 -2f =+ 1+ (F+2 (—)
AR 14

elde edilir. tan@ = 1/2 2 esitliginden 2 = A~ 2 tan @ olur ve son esitlikte yerine

1
Y2 Y2

yazilirsa

9/

= 1/2 — _1/2 -1 2
—g =1 {1 2fA2tan @ + (F + A~ tan 9}

1 sin 8 _1, _sin%@ 1, sin?@
=172—2f—— 41 /2F /2
f cos @ + cos2 0 + cos? 0

elde edilir. Esitlik cos? @ ile carpilirsa

0' = 2'/2 — fsin(20) + A~ /2F sin?(6) (2.8)
bulunur.

(2.7) esitligi kullanilirsa y(a) = y(b) = 0 Dirichlet kosullari

6(a)=0ve 8(b)=(n+ m (2.9)
dontisiir. Benzer sekilde Neumann sinir kosullar1 y'(a) = y'(b) = 0 kullanilirsa

0(a) = gve 6(b) = (2n + 1)§ (2.10)

elde edilir.
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Esas sonuglara gegmeden Once asagidaki varsayimlar kabul edilecektir.

i) f reel degerlidir, f2 € L(a,b) , fF € L(a,b) , F € L(a,b),
i) x-ciken(x—c)f(x)—>0

x = cyiken (x —cy)f(x) = 0
i) |f*—F —q {fcflf(t)ldt + fc’iIF(t)ldt} € L(a, b)

If2 = F = aql{[ZIf@®lde + [JIF(©)ldt} € L(a,b)
iv) x> c; iken f(x) [ If(©)lde = 0 ve f(x) [] IF()ldt — 0

x = ¢y iken f(x) [Z|f(©)ldt - 0 ve f(x) [ |F(£)ldt -0

Ayrica, [1] ¢alismasinda oldugu gibi, ¢; Ve ¢, singiiler noktalari i¢in hesaplanacak olan
hij(D), (i,j = 1,2) esitlikleri

X1

h;1(A) = f f'sin (2/11/2(x — cl) dx

a

h,;(4) = ff’ (1 — cos (ZAl/Z(x — cl))) dx

h,(A) = ff’ sin (ZAl/Z(x — cz)> dx

X1

h,,(4) = ff’ (1 — cos (2/11/2(x — CZ))) dx

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.1: (2.1) denkleminin 6zdegerleri, A — oo iken

X1

0(b) —0(a) — (b — a)A /2 = =1~ 7 {(f(x) [sin? 8(x) — sin? 8(c,)])

a

b

b
+ (f(x)[sin? 6 (x) — sin? 6(c,)]) }—%A‘l/zf (f' + q) dx

X1
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+ %/’1_1/2{h11(l) sin(26(cy)) + hy1 (1) cos(26(cy))

+hy2(2) sin(26(c,)) + hyz(A) cos(26(cy))} + 0 (/1_1/2)

esitligini saglar. Burada q(x) fonksiyonunun (a, b) araligindaki singiilerlik degerleri (2.2)

ile verilmistir.

Ispat: Oncelikle [a,x;) ve (x;,b] bolinmiis araliklarmin her biri icin Teorem 1.7

uygulanacaktir. (2.8) esitligi A 2 ile carpilir ve diizenlenirse
Y —1/ —1/ . st .2
1=0'2 724+ 1 /2fsin(20) — A7 "F sin“(6) (2.11)

elde edilir. (2.8) denkleminin [a, x; ) tizerinde integrali alinirsa

0(x1) —0(a) = (x1 — a)/ll/z - jxlf sin(26) dx + 12 JX1F sin%(0) dx

a

olur ve buradan

0(x1) —0(a) — (x1 — a)ll/z = — jxlf sin(20) dx + 22 IXIF sin%(0) dx

a a
= _11 + 12
dir.

Once I, integralini ele alalim. (2.11) esitligi f sin(28) ile carpilir ve [a, x;) {izerinde

integrali alinirsa

X1
11=jfsin29dx
a

X1 X1 X1
=/'l_1/2j f6’'sin 26 dx+l_1/2f f?sin? 26 dx—l‘lf f Fsin 20 sin? 6 dx
a a a

seklinde olur. Burada
I =11, + 1, — I3

olsun.
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X1
I3 =271 f f F sin 20 sin?  dx

a
X1 X1
F F
=/1‘1f f?sinZH dx—/l‘lf f?sinze cos 20 dx
a a

=o(1™Y)

Son esitlik (i) ve Lemma 1.3 ile elde edilir. Boylece

X1 X1
L+, = —/’l_l/Zf 0’ f sin 20 dx — /1_1/2f £2 sin? 20 dx
a a

X1
+A7 2 f Fsin?0dx +o(171)

a

X1 X1

- —/1_1/2] 0’ f sin 26 dx—/l_l/ZJ fz(l_czﬂdx
y .
x1
172 J F(l_czﬂdx +o(A™1)

a

X1 _ X1
. _ A2
=—-1 /ZJ 9’fsm29dx+TJ(—f2+F)dx
a a

X1

f Fcos20dx +o(1™1)

a

A

+

P
5 ffzcos49dx—
a

seklinde diizenlenir. Burada (i) ve Lemma 1.3 kullanilirsa

X1 -1 X1
_ A _
R — sz 6’fsin26dx+Tf(—f2+F)dx+o(/1 /2)
a

a

seklinde elde edilir. Sag tarafin ilk teriminde kismi integral alinirsa
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X1

I = /1_1/2f 0’ f sin 20 dx

a

X1

_ f f' [sin? 6(x) — sin? 8(c;)]dx

a

X1

=2"2| f(0)[sin? (x) — sin? 8(c,)]

a

elde edilir. Integrali alinan terimin ¢, de siirekli oldugu asagidaki sekilde gosterilir. (2.8)’den

X X
0(x) —0(cy) = A2 (x — c;) — ffsin 20dx + 12 stin2 0 dx
C1 C1

elde edilir, boylece
X pe
16(x) — 8(cy)| < A72|x — ;| + f|f| dt| + 272 jIFI dt
C1 C1

olur. (ii) ve (iv) kullanilirsa siireklilik elde edilir. Boylece

L =-2" (f(x) [sin” 6(x) = sin 6(cy)] )

. X1 /—1—1/2 X1
+A /2f f' [sin? (x) — sin? 8(c,)]dx + — (—f?+F)dx

+0 (/1_1/2)

seklinde olur. —f2+ F = —f' —q = —(f' + q) ise

L =—2"" (f(x) [sin” 6(x) = sin 0(cy)] )

X1 -1, *1
w1 2 f f' [sin? 8(x) — sin? 8(c;)]dx — %f (f" +q)dx

+o0 (/1_1/2)

olur. f' = f? — F — q oldugundan
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J=2""2 f(f2 — F — q) [sin® 6(x) — sin? 6(cy)]dx
ve

Ji=]—-1"" f(f2 —F =) [sin? (6(cy) + (x — 1)2"/2) — sin® 0(c,) | dx
olarak tanimlansin. Buradan

1000 = 6(cy) — (x = e)AV?| < +27

fxlfldt

1

x
f|F|dt
G

1

dir ve (iii) ile

LA f IF2—F - q|{ +2472

fxlfldt

x
fIFI dt
C1

}dx _o(x7%)

olur. Boylece

J= 2" ] (F2 — F — q) [sin? 6(x) — sin? 8(c,)]dx

=12 f f' [sin2 (0(c1) + (x — 61)11/2) — sin? 0(61)] dx + 0 (A_l/Z)

seklindedir. Burada

sin? (9(61) + (x — cl)/ll/z) —sin®0(c;) =

%cos(Z@(cl)) (1 — cos (le/z(x - cl))) + %sin(ZG(CI)) sin (2/11/2 (x — cl))

dir. Sonug olarak

X1

1 /1_1
] IR

X

—Iy + I, = =47 2[£ () sin? 0(x) — sin? 6(cy)]

a
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=y
+ %{hm(l) cos 26(¢y) + hy1(A) sin26(c,)} + O (1_1/2)

olarak bulunmus olur. Benzer esitlikler [x;, b] tlizerinde yapilir.

[1] calismasinda oldugu gibi, Teorem 2.1’deki 0(1_1/2) hata terimi belirli

varsayimlar altinda o (/1_1/ 2) olarak gelistirilebilir. Bu varsayimlar agsagidaki gibidir:

p1(4) = sup

jx(fz — F —q)sin (2/11/2(t - c1)> dt

+sup

jx(f2 —F—q) (1 — cos (2/11/2(t - c1)>) dt

p2(1) = sup

fx(fz — F —q) sin (2/11/2(t - cz)> dt

+ sup jx(f2 —F—q) (1 — cos (2/11/2(t - c2)>) dt

61(2) = sup f (f' +q)dt

62(2) = sup f (f' +q)dt

Burada supremumlar [—x,, x;] Ve [x;, x,] aralig1 tizerinde alinmistir. Daha genel olarak
L@ = (=x0,x)\ (A2 40,272 + ¢,)
@) = G\ (<472 4 0 4 cy)

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.2: Yukaridaki varsayimlara ek olarak

p@) | If?~F = qldx=0(1"2)
11D

p2(A) | If?—F—qldx=0(2"2)
J2(A)



47

o1 (1) |f2—F—q|dx=o(,11/2)
a,(4) |f2—F—q|dx:o(Al/2)
! — 1/2

J, i iae=o(at)

! = 1/2
f] A iD= o ()

saglanmast durumunda

X1

0(b) — 0(a) — (b — )1 /2 = =2~/ {f(x) [sin? 8(x) — sin? 8(c;)]

a

b
+f (x)[sin? 8(x) — sin? O(c,)]

1 _ b
}—5/1 sza (f' + q)dx

X1

+ %A_l/Z{hll(/l) sin(26(c,)) + hy1 (2) cos(26(cy))

+hy, (1) sin(260(c,)) + hyp (1) cos(26(c,))} + o (/1_1/2)
saglanir.

ispat:

Jo = ] IF'1 |sin? (6(cy) + (x = 1)2"/2) — sin?(6(x)) | dx

olmak tlizere
-1
Uil <4772,

olsun. (a, x;) araligim (a, Ny o cl), (—21_1/2 + 61,1_1/2 + cl), (1_1/2 + cl,xl) alt

araliklaria boliiniir ve J, nin sirastyla bu araliklar tizerindeki integralleri /51, /52, J»3 olarak

gosterilsin. (iii) ile
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2._1/2+C1 xl x1
1
Ja» < f 14 f|f|dt+rzf|F|dt dx = o(1)
224y ‘1 €1

dir.
J>3 esitligi i¢in
6(x) —6(cy) — (x — c)A 2| = 0 (A7 2{lf1 + 0:(D) + ps (D) + 1)

= |3l <K f IF1 27 2[1£ (O] + 01D + pr (D) + 1] dx = 0(1)
J1 ()

elde edilir. Benzer sekilde J,; = o(1)’dir ve bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.3 [4]: f:[a,b] — [0,0) monoton bir fonksiyon ve g:[a,b] — R Lebesgue

integrallenebilir bir fonksiyon olsun. 3 ¢ € [a, b] dyle ki

b 3 b
] F)g() dx = f(a*) j g dx + F(b7) j g (D
a a '3

dir.

Teorem 2.4 [4] : f ve g siirekli fonksiyonlar ve g > 0 olmak {izere

b c b
] F)9G) dx = f(a) j 900 dx + £ (b) f 9 (0)dx

dir.

Not 2.1: Asagidaki Teorem ve Lemmalarda c; ve ¢, noktalarinda singiilerlige sahip q(x)

potansiyel fonksiyonu x € [a, b] \ (c;, c;) olmak tizere

_ 1 _ 1 1 1
q9(x) = (x—c)(x—c;) ¢ —cy x—cl_x—cz

olarak alinacaktir. f fonksiyonunun segimi ise [1]’de oldugu gibi f' = —q olarak alinacaktir.

Boylece
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olur.
Asagidaki Lemmalar A — oo i¢in saglanir.

LemmaZ2.l:a=—x, < c; <x9=x; <y <b olmak iizere

hy (L) = f f'sin(22"2(x = ¢, ) dx

%o
T -1
= +0(2 /2
Cz - C1 ( )
dir.
Ispat:
Xo
h;1 (1) = f f'sin (ZAl/Z(x — cl) dx
A
1 " sin (211/2 (x— cl) sin (2/11/2 (x— cl)
= f dx — f dx
C2 - C1 X — Cl X — C2
—Xo —Xo
——— (- 1)
T
[lk olarak I, integralini hesaplayalim.
" sin (211/2 (x— cl)
12 = f dx
X — CZ
%o
. . 1/ o v e e e _1 —1/ __u
integralinde 21 /2(x — ¢;) := u doniisiimii ile dx = El 2duvex —c, = A +c—cy

elde edilir. Ayrica
. Y
—Xg iginu = —2472(xq + ¢;1)

Xo i¢in u = 2/11/2(x0 — )

olarak bulunur. Boylece bulunan degerler yerine yazilir ve diizenlenirse
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sinu

J

—2}\1/2(x0+C1)

du
u + (Cl - Cz)ZAl/Z

elde edilir. Teorem 2.3’{in uygulanabilmesi i¢in

fw =

u+(cl—c2)2/11/2

olarak secilsin. Boylece

ve g(u) =sinu

1

1

f (—27\1/2(x0 + cl)) =

ve

1

1

—27\1/2(950 +c) + 22'/2 (c1 —¢3) - 21"z (xo + ¢2)

f (2220 - ) =

olarak bulunur. Teorem 2.3’te yerine yazilirsa

1

I, =
? —2)\1/2(x0 +cy)

olur. Integraller alinirsa

1
- —2)\1/2(x0 +cy)

I

1

+
222 (xg — C3)

olur ve dizenlenirse

1

A

—2}\1/2(XO+C1)

2+

§

2?\1/2(x0 —c1) + 2172 (c1 —¢c3) p 2172 (xo — C2)

2)\1/2 (xO_Cl)

1

sinudu +

J

1 1

222 (xo —c3)

!

{— cos ¢ + cos (—27\1/2 (xo + c1)>}

{— cos (27&1/2 (xo — cl)> + cos f}

2c,

I, <
? —27\1/2(x0+cz)

olarak bulunur. Burada

2c,

K= et oo — )

dir. Dolayisiyla

2=
212 (xg — C3) A2

(

(x0 + c2) (xg — C2)

sinu du

) = 12K,
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L=0(1""2)
dir.
™ sin (2/11/2 (x — cl)
I = _l. =) dx

Integralinde de 21"/ (x — ¢;) = u doniigiimii ile

2}\.1/2(XO—C1)
sinu
du

u
—2}\1/2(X0+C1)

integrali elde edilir. Burada

2}\1/2(JC0+C1) 2}L1/2(XO—C1)
sinu sinu
L = f ” du + j ” du
—211/2(x0+cl) 2)\1/2()6'0"‘6'1)

seklinde yazilir. f(u) = % ve g(u) = sinu olarak segilir ve Teorem 2.3 uygulanirsa

2}\1/2(XO—C1)
sinu _ -1
f —du=0 (,1 z)

2}\1/2(XO+C1)

oldugu goriiliir. Ek olarak I;’in sol tarafindaki integral ¢ift fonksiyon oldugundan

2}\1/2(.X'0+C1)
sinu _
I =2 j du+0(12)
u

0

olur ve buradan

o8] (o8]

I =2 jsmudu— f Zau [+0(27%)
u u

0 22 (x0+c1)
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) (g+ 0 (M))
=m+0 (,1‘1/2)

bulunur. Burada da Teorem 2.3 igin f(u) = %ve g(u) = sinu segilirse

[ Sta=oG)

2}\.1/2 (x0+C1)

oldugu goriiliir. Bulunan sonuglar yerine yazilirsa

— -1
hn () = —— (n +0(2 z))
- -1
= +0 (2772)
seklinde elde edilir.

Lemma2.2: a = —xy, < ¢; < xg = x; < ¢, < b olmak iizere

Xo
hyy (1) = j ! (1 — cos (zal/z(x - cl)>) dx
%o
:Zi (xg + ¢)?™m 1 N 1 (xo—cl_ Xy + ¢; )
e (Cl - Cz)zm (Zm - 1) Cl - CZ XO - CZ XO + 2C1 - C2
+0 (/1_1/2)
dir.
Ispat:
Xo
h,;,(1) = j f' (1 — cos (211/2(96 - cl))) dx
"

X0

P [

—Xo
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X0 _ 1/ _
_ 1 f (1 cos (ZA 2(x cl)>) .
C, —C1 X—C

—Xo

%o (1 — cos (2/11/2 (- Cl)) )

—J. dx
X_CZ

—Xo

=1 -1
'_CZ_Cll 2

I, integralini hesaplamak i¢in 222 (x — ¢;) = u doniisiimii yapilir. Bu doniisiim ile

2)[1/2(x0—C1)

1—cosu
I = —du
1/ u
—2A 2(xO+C1)
2/11/2(x0+cl) 211/2(960—61)
1—cosu 1—cosu
= ——du + —du
u u
—2/11/2(x0+cl) 211/2(x0+C1)

seklinde elde edilir. I;’in sol taraftaki integral tek fonksiyon oldugundan integrali sifirdir.

Sag taraftaki integral de ise f(u) =% ve g(u) = 1 — cosu segildiginde Teorem 2.4 ile
0 (A_l/ 2) oldugu goriilir. Buradan
L =0 (1_1/2)
dir.
o (1 — cos (211/2(96 - cl)) )

I, =
2 .f X—0C

—Xo

dx

integralinde 2172 (x — ¢;) = u dontsiimii ile

211/2(x0—01)
I 1——cosu p
2 = u
u+(c; — 62)2/11/2

—211/2(x0+C1)

elde edilir. Buradan
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2/11/2(x0+cl) 211/2(x0—cl)

1—cosu 1—cosu
f —du + J —du
u+ (g —cy)21 /2 u+ (c; —cy)21 /2

~
N
Il

—2)11/2(x0+C1) 2/11/2(x0+cl)
=1 + I3,
seklinde kabul edilsin.

2)11/2(x0—61)

J 1 — cos(u)
u+ (¢, — c2)2/11/2

122 - du

2/11/2(x0+cl)

integralini hesaplamak i¢in

fw) = , glu)=1—cosu

u+ (¢ — cz)le/Z
olarak segilir. Boylece

1
le/z(xo + 2¢; — ¢3)

f (2/11/2(x0 + cl)) =

1
le/z(xo - Cz)

f (222000 - ) =

degerleri i¢in ve Teorem 2.4 uygulanirsa

c

1
- 2&1/2(3(0 + 2¢; —¢3)

I, (1 —cosu)du

211/2(XO+C1)

2/11/2(x0—cl)

1
+— f (1 —cosu)du
21/2(x0 — ¢3)

c

_ 1
22.1/2 (xO + 2C1 - Cz)

(c —sinc — 212 (xg + ¢1) + sin (211/2 (xo + c1)>)

1
+
2172 (xg — C3)

(2/11/2 (xg — ¢1) —sin (2/11/2 (xo — cl)) — ¢ + sin c)

olur. Buradan
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1
222 (xo +2¢1 — ¢3)

I, < c— ZAl/Z(xO +c)+ 2)
1

+
2/11/2(360 - Cz)

(2/11/2 (xg—c1)—c+ 2)

seklinde olur. Diizenlendiginde

_1/ C+2 Z_C XO—Cl x0+C1
b s 272 Foern M et )

2(xg + 2¢1 —¢3)  2(x9 —¢3) Xog—Cy Xo+2¢ci—cCy
elde edilir. Dolayisiyla

¥ — c+2 N 2—c
k" 2(xg + 2¢; —¢cy)  2(xg—Cy)

olmak tizere

XO—Cl_ XO+C1 )

-1
L, = 1" 2K +<
22 - Xo—Cy Xo+2¢1—¢Cy

seklindedir. Dolayisiyla

I - (XO—Cl_ x0+C1 )+0(A_1/2)
22 Xg—Cy Xo+ 2¢1—0Cy

seklinde elde edilir.
211/2(.9(04'6‘1)
I 1——cosu J
21 = 1 u
u+(c; —cy,)21 /2
—211/2(x0+cl) ( 1 2)
integrali
2/11/2(x0+cl)
I 1 1 d
21 = u
(c—c)22/2 1+ L
_2/1 /2(x0+cl) (Cl - Cz)ZA /2
211/2(x0+c1)

cosu
- j e du
u+(c; —cy)2472
—2/11/2(x0+cl) ( 1 2)

= I11 — L1
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seklinde diizenlenir.

211/2(XO+C1)
I cosu d
212 = u

. u+(c; — 02)2/11/2
—21 /2(x0+61)
integralinde
1 -1
T =t = — du =dt

u + (Cl - ("2)2/‘l 2 (u + (Cl - Cz)ZA /2)

cosu du =dv = sinu=v
dontigiimleri ile kismi integrasyon metodunu uygulayalim. Boylece

1
2/,11/2 (xO + Cl) 2 /2(x0+C1)
1212 =tv - vdt

1
_ZA /2 (xO + Cl) —le/Z(XO'FCl)

seklinde yazilir. [, integralinin sinirli oldugunu géstermek icin her iki tarafin mutlak degeri

alinir.

1
sinu 21 /Z(xo +c;1)

u+(c; — c2)2/11/2

|1212 | = .
—21 /Z(xo +c;)

211/2(x0+cl)
sinu
+ 2 du
(u + (¢, — ¢y)24 /2)

—211/2(XO+C1)

sin (2/11/2()60 + cl)) sin (—211/2 (xo + C1)>

~ 22" (xo + 2¢1 — ¢3) 21"/ (—xo — C32)

2/11/2(x0+cl)
1
+ du

(u + (1 — C2)2/11/2)2

—22'/2 (xp+c1)

1 1
< +
222 (xg +2¢1 — ¢3) 222 (—xg — ¢3)




57

1 1
+ J—
222 (—xo — C3) ZAl/Z(xO + 2¢; — ¢y)

_ 2
2/11/2 (_XO - Cz)

-1
= /1 /2 _—
(—x0 — ¢2)

oldugundan I,;, = 0 (1_1/2) dir.

211/2(x0+C1)
1 1 f 1 d
211 T 1 u -
- = 1+
(Cl CZ)ZAZ —211/2(x0+C1) (Cl 4 CZ)ZAI/Z

integralinde < 1 oldugundan

(c1—cz)21'/2

1 u u?

( u)Z)Ll/ (¢, — 02)2/11/2 (cq —cz)?222
c;—Cy 2

1+

u3

(e — ¢)3232°2

(2.11)

seri agilimi yapilir. Boylece

; 1 { u? N us
= u —
o (1 — 02)2/11/2 2(c; — 02)211/2 3(cy — €2)%2%2

u 222 (xo +¢1)

— + cee
4(cy — c2)323l3/2

—211/2(x0 +c;)
olur ve ¢ift kuvvetli terimlerin sifir oldugu gortiliir. Dolayisiyla

L 2(xg +¢1)  2(xg+c1)®  2(xg+ 1)’
T (=)' U 3(e— )3 5(e — )

seklinde elde edilir. Boylece

_2(xgt ) 2(xg+ 1) 2(x +¢1)® =y
2 (e — )t 3(cp—¢3)3 5(c;—cy)% " +0 (/1 2)
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olur. Dolayistyla

_ Z(XO + Cl) Z(XO + C1)3 Z(XO + C1)5 (XO - C1 xO + Cl )
27 (=)' 3(e—c2)®  5(cy —cp)® Xo—C; Xog+2¢1—C
+0 (/1_1/2)

elde edilir. Sonug olarak

hy1 (1) = C, —Cy {l, — I}
1 {Z(xo +c1) 2(xg+c1)®  2(xg+cy)®
cp—cz (1 =)t 3(ep—cz)®  5(c1— )’

+(xo—C1_ Xo + €1 )+0 (/1—1/2)}

xO_CZ XO+2C1_C2

20t tcy) | 2(xp+ ) | 2(xg +¢1)°

B (c1—c2)?  3(cp—c2)*  5(cp—cp)®

1 Xg — C Xog+ C _
+ (0 1 0 1 >_|_0(/1 1/2)
CI_CZ xO_CZ X0+2C1_C2

_ 2 i (XO + Cl)zm 1 + 1 (xO - C1 _ XO + Cl )
B (¢

—c)M(2m—1) ¢ —c\xg—C; Xo+2¢; —Cy

seklinde bulunur.

Lemmaz23:a<c <x; <c, <x, =>b olmak iizere

h,(A) = }2 f'sin (2/11/2 (x — cz)) dx

N +0(/1_1/2)

€1 —C
dir.

Ispat:
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h,(A) = f f'sin (2/11/2 (x — cz)) dx

X
1 /1 1\ . /1
= f ( — )sm(ZA /Z(x—cz)) dx
c; — €y X—C X—C
X1
2% — ¢, olacak sekilde x, = 2c, — x; seklinde seilir ve béylece yukaridaki integral
2¢5—x1
1 1 1
h,(A) = f ( — ) sin (2/11/2 (x — c2)> dx
c; — €y X—C X—C
X1

) 202721 (2,11/2 (x — Cz)) 26271 gin (2/11/2 (x — Cz))
_ ] dx — j dx
C; —C X ST e

X1 X1

seklinde diizenlenir. Esitlikte bulunan integrallerde 21'/2 (x — ¢3) == u doniistimii yapilir.

Boylece
211/2(62—)61) 211/2(62—36'1)
1 sinu sinu
hi,(A) = f ——du — f du
€2~ ) u+ (c; —cq1)21 /2 . u
—2A /Z(Cz—xl) —-2A /Z(Cz—xl)
L -1y
= — 1 2

elde edilir. I; integralinin hesaplanabilmesi i¢in

1
u+(c; — cl)ZAl/Z ,

fw =

gu) =sinu

ile Teorem 2.3 uygulanirsa I; = O (/1_1/2) oldugu goriiliir. I, integrali ¢ift fonksiyon

oldugundan

211/2 (C2 —xl)

sinu
12 = 2 f du
u

0
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[00] (0]

sinu sinu
=2 f du — f du
u u

0 211/2(C2—X1)

fs-ot)

=m+0 (21_1/2)

dir. Burada f(u) = %ve g(u) = sinu segilerek Teorem 2.3 uygulanirsa

co

[ Sa=oG)

211/2 (Cz —xl)

oldugu goriiliir. Boylece

1
hi,(1) = c (I, — 1)

270

Vi +0(/1_1/2)

C— (¢

S +0(/1_1/2)

€1 —C
seklinde bulunur.

Lemmaz24:a<c <x; <c, <x, =>b olmak iizere

X2

h,,(1) = f f' (1 — cos (ZAl/Z(x — c2)>) dx

= Cr — X _
=2 ) Gooyman—p o0 ")
dir.

Ispat:

X2

h,,(1) = f f' (1 — cos (ZAl/Z(x — cz))) dx

X1
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Lemma 2.3’te yapildig1 gibi x, = 2c, — x; olacak sekilde secilir ve yukaridaki

integral diizenlenir.

2C2—xl

c, i 1 f (x _1 o x _1C2) (1 — cos (le/z(x - C2)>) dx

X1

. 27‘_3“ (1 — cos (2)[1/2 (x — CZ)))

C; —Cq X—C

hzz(/l) =

dx

X1

2c;-x1 (1 — cos (le/z(x - CZ)))

- j dx
X — Cy

X1

. 1
Integrallerde 2A2(x — ¢;) = u doniisiimii yapildiginda

211/2(C2—X1)
1—cosu

c,—C - 1
270 VAR (u + (c; — ¢1)24 2)

hy2 (1) = du

2/11/2(C2—x1)
1——cosu

— — du
u

—211/2 (Cz—xl)
olur. Burada sag taraftaki integral tek fonksiyon oldugundan integrali sifirdir. Dolayisiyla

211/2 (Cz —xl)

1—-cosu
f T du
u+(c; —c1)21 /2

1
hy, (1) =
Cz - C1 —2/11/2(5'2—9(1)

2/11/2 (Cz —x1)

1 1
SN —

1
o N2995 1+
(cz —cy)?242 ~22"/2(c;x1) (c2 — Cl)ZAl/Z

2/11/2 (Cz —X1)

1 cosu
- f du

1
C2—C u+ (c, —c;)21 72
—211/2(C2—x1) ( 2 1)

=:11 _12
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seklinde elde edilir. I, integralini hesaplamak i¢cin Lemma 2.2’de yapildig: gibi

1 -1
t = 2du=dt

u+t (e —c)2az (u +(c; — 61)2/11/2)

cosu du =dv = sinu=v

dontisiimleri yardimiyla kismi integrasyon metodu uygulanirsa
L=0(1""2)
dir. I; integralinde (2.11) seri agilim1 kullanilirsa

211/2 (CZ —xl)

1 1
e —

1
_ 2913 1+
(Cz Cl) 272 —ZAl/Z(Cz—xl) (CZ . Cl)Z){l/z
1 { u? N us
= u —_—
(c; — C1)22/1% 2(c; — C1)2/11/2 3(c; — c1)?2%2

u 222 (c; —x1)

4(C2 - C1)32313/2

22" (c; — x1)
seklinde olur. Burada da ¢ift kuvvetli terimlerin sifir oldugu goriiliir. Dolayisiyla

2(c; — x1) 2(cy; — x1)
{2(62 —x) + 3(c, — €1)2 + 5(c; —cp)* ¥ }

Cy — X1 Cy — X Cr — X1 Cy — X1
= 2{ + + + + .- }
(cg—c1)? 3(cz—c)* 5(ca—¢1)®  7(c;—¢p)8

seklinde olur. Boylece

c, — X c, — X c, — X c, — X
h22(1)=2{ 2 1 2 1 2 1 2 1 }

(c; —c1)? * 3(c, — )t * 5(c; —¢q)® * 7(c, —¢q)8 T

+0 (/1_1/2)

=2 ) eamannt 007")

m=1
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olarak bulunur.
Teorem 2.3:y" +(1—q)y =0, x € [a,b]
denklemi y(a) = y(b) = 0 Dirichlet sinir sartlar1 ile verilsin.

1

x—c)(x =)

q(x) =
(
olmasi durumunda problemin 6zdegerleri (n — o) asagidaki esitligi saglar.

(n+ D= (b— a)1,?

— /1;1/2{ ! [ln

€ — (1

Xo—C
°o ] (sin? 8(c,) — sin? 6(c,))
Xo — Cp

1 Xo +C
B [m oy 1 ] (sin? 8(a) — sin? O(c,))
C; —Cq Xo +C3
1 Xy —Cp
1 ) w A }
+ 3 [ n Ay . ] (sin“ 8(b) — sin“ 6(c,))

1 -
n Elnl/z CZT[TC:[(SIH(ZH(CI)) — sm(Z@(Cz)))

C2— X1
+ 2 cos 26(c,) z o
LT —e)™@m—1D

o (gt o)t
+ 2 cos 26(c,) E o
£ (c;—c)™(2m—1)

1 XO - C1 XO + Cl > _1/
+ — 0 (/1 2)
2(cy —¢y) (xo —Cy; Xo+2c;—cy + n

Ispat: Teorem 2.1’in uygulanmas: icin asagidaki islemler yapilir.
(2.9)ile 6(b) —6(a) = (n+ 1)m bulunur. f" = —q olacak sekilde segildiginden

|

x_Cl

fo) = czicl[ln|x—c2

seklinde bulunur. Ayrica (2.2) ile

—Xo — (1 Xo + €1

X
—X

] - i - [m ] (2.12)

1
F@) = fx0) = —in| = s
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1 —
Fow) = £ = ———[in [ 2= (2.13)
1 27 U
FO) = Fl) = —— [ 214)
olur. Buradan Teorem 2.1’dekKi
X1 b
I := f(x)(sin?0(x) —sin?8(c;)) | + f(x)(sin? 8(x) — sin? 8(c,))

ifadesi asagidaki sekilde hesaplanir.
I = f(x)(sin? 8(x;) — sin2 8(cy)) — f(a)(sin? B(a) — sin? H(cy))
+£(b)(sin® 8(b) — sin® 8(c,)) — f(x1)(sin? 8(x;) — sin® B(c3))
I = f(x1)(sin® 6(c) — sin® B(c1)) — f(a)(sin® 6(a) — sin® 6(cy))
+f(b)(sin? 8(b) — sin? 6(cy))
Boylece Teorem 2.1

(m+Dr=0b-a)l'l
— A7 /2{f (x,) (sin? 6(c,) — sin? 0(c1))
— f(a)(sin? 8(a) — sin? 8(cy)) + f(b)(sin? O(b) — sin? 6(c,))}

1 4, (P
-2 /zja (f' + q)dx
+ %A_I/Z{hn(/l) sin(26(cy)) + haq (A) cos(26(cy))
+ hy, (1) sin(20(c,)) + hyz (1) cos(26(c))} + 0 (,1‘1/2)

seklinde olur. Burada f' = —q oldugundan

b
j (f"+qdx=0

dir. Boylece (2.12),(2.13), (2.14) esitlikleri ve Lemma 2.1, Lemma 2.2, Lemma 2.3 ve

Lemma 2.4 yerine yazildiginda ispat tamamlanir.

Lemma 2.5 : (2.2) saglanmasi durumunda, Dirichlet sinir kosullar1 altinda
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i) 6(cy) = (n+ D (222) + 0(1)

b—a
i) 0(c;) = (n+ D (222) + 0(1)
seklindedir.

ispat:

i) Lemma 1.2 uygulanir.

0(xz) — 0(x;) = (3 — x,)A/2 + 0(1)

esitliginde x, = ¢; ve x; = a = —x, alinir, (2.9) ile

0(—xy) =0(a) =0

oldugu kullanilir ve Teorem 2.3 g6z 6niine alinirsa

6(c)) = (n+ Dn (xlj i 21) +o(1)

bulunur.

i) Lemma 1.2’de

6(xz) — 0(x1) = (x, — x)272 + 0(1)
esitliginde x; = ¢, alinirsa

6(x,) = 6(c) = (x, = )22 + 0(1)
elde edilir. (2.9)’den 6(x,) = 6(b) = (n+ D)m
kullanilirsa ve Teorem 2.3 g6z Oniine alinirsa

(n+ D

0(c) =(n+ Dm— (x2 — c3) b —

olur ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

0(c,) = (n+ D <1 _ M) +o(1)
b—a

ve buradan

o(1)
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6(cy) = (n+ D (b —S T b o)
=(n+ 1)n%+ o(1)

elde edilmis olur.

Teorem 2.4: Teorem 2.3’nin kosullar altinda 6zdegerler asagidaki esitligi saglar (4,, —

).

(n+ D= (b — )12

-1 2 [l
" € — (1 !

Xg—C

x0+C2>
b —

! ] (sin2 (n+ 1)1'[(

xO_CZ

Xo + C
—sin?(n + 1)7t< 0 1))
b—a

1 X+ ¢ xo+cC
[ln o ] (sinz(n + 1)7‘[( 0 1))
Xg + C; b—a
1 Xy —Cq ) Xo + Cy
o | e e (522))
[nxz—cz sin“(n+ m b a
1 T | Xo + C
- = sin 2(n+1)n( 0 1)
2|c;—c¢q| b—a

— sin <2(n + Dm (xlj i_ Cclz))l

Xo + c1>> - (xo + c)?™m 1
— (c1

+2cos<2(n+1)n<b_a Y G —

1 Xo — C1 Xo + ¢q
] e )
2(C1 - Cz) xO - CZ xo + 2C1 - C2

+ 2 cos <2(n + D (xl()) i‘::)) 21 = ng:nzczlm —1)
+0 (A;l/ 2)

Ispat: (2.9) esitlikleri ile
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0(a) =0(—x5) =0 , 8(b)=0(xy,)=(n+Dm
dir. Buradan

sin? 8(a) = sin? 8(—x,) =sin?0=0

sin? 8(b) = sin? O(x,) =sin’(n+ )T =0
bulunur. Ayrica Lemma 2.5’de bulunan 8 (c;) ve 8(c,) Teorem 2.3’te yerine yazilir.
Teorem 2.5: Teorem 2.3’nin kosullari altinda 6zdegerler n — oo iken

y, (m+Dr
G

xO_

1 1 [l
m+Dm|c;— ¢y 1

2 x0+c1))
sin (n+1)n(b_a

] (sin2 (n+ Dm (x; i_ 21>)

[EC =)
el (2o 0r(2)
“sn(aoneon (1)

R AR cEe) | Py

1 .XO - C1 xO + C1
+ - )
2(cp — ) \xg—C, x9+2¢; — ¢y

x0+cz>
b—a

a ] (sin2 (n+ 1)71(

Xo — C

1 Xo + (o5}
[ln
Xo U Cy

1 X, —C1
— In
Xy — €y

x0+C2) Z.O: Cz_xl

2 2 1

+ cos< (n+ )n(b—a > 1(c2—c1)2m(2m—1)
m=

+0(n™?)

seklindedir.
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Ispat: Teorem 2.4’te reversion metodu uygulanir.

Al/z _ (n+ Drm

n = +0(1)
/11_11/2 = (n+1) -
Foa 140
b—a _
- (n+1)ﬂ+0(n )

bulunur ve yerine yazilir.

Teorem 2.6: y"' + (1 —q)y =0, x € [a, b] denklemi
y'(a) =y'(b) =0

Neumann sinir sartlari ile verilsin.

1

x—c)(x —¢)

(x) =
T
olmast durumunda bu probleminin 6zdegerleri (n — o) asagidaki esitligi saglar.

—(h— Ny /2
nm = (b —a)k,

_ A—l/z{ 1 [ln Xg — Cq
" C— 0

] (sin? 8(c,) — sin? 6(c,))
Xo — C2

1 Xo + ¢4
_ | | sin o) — s
p— [ n Yt 0, (sin“8(a) — sin“ 6(c;))
1 X, —C
+ [ln 2 1 ] (sin? 8(b) — sin? 9(62))}
€2 —C X2 —C2
1 -1 T
+-1,° [ (sin(260(cy)) — sin(26(c,)))
2 CZ - C1

m=1(c1 — )™ (2m —1)

+ 1 (xO—C1 x0+C1 >
2(cp — ) \xg—C, x9+2¢; — ¢y
€ — X1
+2cos 26 Z
032002 2, T —enmem — 1)
m=

[e%) + 2m-—1
+ 2 cos 26(cy) (Z (xo +c1)

+0 (A:/Z)
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Ispat: Teorem 2.1’in uygulanmasi igin (2.10) esitlikleri kullanilirsa
v/
6(b) —0(a) = (2n+ 1)5—5 =nm

bulunur. Teorem 2.3’te oldugu gibi f' = —q oldugundan

b
| ¢+ ax=0

olur ve Teorem 2.1’deki

X1 b
I:= f(x)(sin?0(x) —sin?8(c;)) | + f(x)(sin? 8(x) — sin? 8(c,))

a X1

ifadesi hesaplanir. Dolayisiyla Teorem 2.1°de yerine yazilirsa

by
nt=(b—a)l,?

= {f () (sin? B(cy) — sin (cy))
— f(a)(sin? 8(a) — sin? 8(c,)) + f(b)(sin? 8(b) — sin? 8(c,))}

I %A_l/Z{hll(A) sin(26(c,)) + hy1 (2) cos(26(cy))

+ hy(A) sin(26(cy)) + hyz (1) cos(26(c,))}

+0 (/1_1/2)
seklinde bulunmus olur. Burada da (2.12), (2.13), (2.14) ve Lemma 2.1, Lemma 2.2, Lemma
2.3 ve Lemma 2.4 yerine yazildiginda ispat tamamlanir.

Lemma 2.9: (2.2) saglanmasi durumunda Neumann sinir kosullari i¢in

i) 6(c) =2+ nn% +0(1)

X2—C2

i) 8(cy) = (2n+ 1)%— nmw——=+ o(1)
seklindedir.
Ispat:

i) Lemma 1.2°de x, = ¢; Ve x; = —x, alinir ve

T
6(a) = 0(~x,) =5
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kullanilirsa
0(cy) — 0(=x) = (c; + xo))ll/z +0(1)
T 1
0(cy) =5 = (cr + x0)A /2 + 0(1)
elde edilir, buradan
T 1
0(cy) =5+ (o + c)A 2+ 0(1)

olur. Teorem 2.6 kullanilirsa

nmw
b—a

0(c,) = % + (% + ¢y +o(1)

olarak elde edilir.

ii) 8(c,)’ nin hesaplanmasi i¢in Lemma 1.2°de
I
0(x,) =6(b)=02n+1) >
kullanilir ve x; = ¢, olarak alinirsa
0(x) = 0(c2) = (2 — c)A /2 + 0(1)
T 1
@n+1)5-0(cz) = (xz — c2)A /2 4+ 0(1)
olur. Boylece
T 1
B(cz) = (2n+1) 5 — O — )4 /2 + 0(1)

esitliginde Teorem 2.6 kullanilirsa

vis nm
0(c;) =2n+1) 5~ (x, — ¢y) +0(1)

b—a

seklinde bulunmus olur.
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Teorem 2.7: Teorem 2.6’nin kosullar altinda 6zdegerler asagidaki esitligi saglar (4,, —
).

Y
nw = (b—a)l,?

- |
A, {Cz — e n
nm

w2 (T _nm
b—a) sin (2+(x0+cl)b_a)>

1 X0 + (o8}
— [ln
€ — (1

—a)
+o E - [m ] <1 — sin? ((Zn +1) %— (xz — €2) bn_na))
Q [ “(sin(2 G+ oo e )
— sin (2 ((Zn +1) % — (x; — ¢3) bn_na>>>
+2 cos <2 (g + (xo + €1) %)) (Z:zl © Exﬁjfml)(j;_ )
e i)

T

+20052<(2n+1) >

Xo

—a ] <sin2 <(2n +1) %

Xo — C2

—(x2 — ¢3)

nm

/i
—cin2 (=
x0+c2](1 sin (2+(x0+c1)

Xy —(C
Xy —C

} ro(1,)

( ) nmw i Cy — X1
X2~ b—a (c; —c)™(2m—1)
m=1
Ispat: Teorem 2.6’da
0(a) = 6(—xp) =§ ve 8(b) = 0(x,) = 2n+ 1)%
kullanilir. Dolayistyla

s
sin? 6(a) = sin? 5= 1

s
sin? 8(b) = sin*(2n + 1) 5= 1
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bulunur. Ek olarak Lemma 2.6 esitlikleri de yerine yazilirsa ispat tamamlanur.

Teorem 2.8 : Teorem 2.6 kosullart altinda n — oo iken Neumann problemlerinin

Ozdegerleri

/11/2 nm N 1 1 [l
= — n
n b—a nm(c,—c;

Xo— (1

] <sin2 <(2n +1) %— (xy — cﬁ%)

Xo — C

T nim
— sin? (E + (xg + ¢1) - a))

1 Xo + €1 T nm
- 1 —sin? (=
cz—cl[nxo+c2]( St (2+(x0+cl)b—a))
P [1 xz_cl]1 in2((2n+1) Z—( )
P nxz_c2 sin n 5~ (2 =)

1

| T nm
—sin| 2( (2n+1) E_(XZ_CZ)b—a
T nmw ® (xo +¢,)?™
+ 2 cos (2 (2 + (xo +¢1) b — a)> <zm=1 (c1 —c)*™(2m—1)
s 1 (xo - Xo + €1 )
2(C1 — CZ) XO —_ CZ XO + 2C1 - CZ

+ 2 cos 2 <(2n +1) %— (x; — ¢3) bTiTa> Z (c, — ng;zczlm — 1)]}

+0(n?)

1 T ) T nm
_E[cz — <51n<2 (§+ (xo +c1)b _a)>

seklinde bulunur.

Ispat: Teorem 2.7’ye reversion uygulanir.

1 nm
ﬂ.n/z = m + 0(1)
)L—l/2 _ 1 b —

n bTZTa (1 + O(Tl_l)) - nrm

a
+0(n™2)

seklinde elde edilen deger yerine yazilir.



3.S0ONUCLAR

L =y"() +q)y(x) = 1y(x)
diferensiyel denkleminde g(x) potansiyel fonksiyonu

1

(x—c))(x—cp)

q(x) =
olmasi durumunda A 6zdegerlerinin Teorem 2.1 ile verilen esitligi sagladigi ispatlandi.

2. Belirli kosullar altinda Teorem 2.1°deki hata terimi O (/1_1/ 2) gelistirilerek o (A_l/ 2) olarak

elde edildi.
3. —o<a= —x<;<Xg=x1 <, <X, = b <o0igin
1
q(x) =

(x—c))x—cp)

olmasi durumunda [1] ve [2] yaklasimi1 kullanilarak h;; (1) (i,j = 1,2) degerleri elde edildi
(Lemma 2.1, 2.2, 2.3 ve 2.4).

4. =y"(0) +q(x)yx) = 1y(x)
diferensiyel denkleminin

y(@) =y(b) =0
dirichlet sinir kosullart durumunda

1

(x—c))x—cyp)

q(x) =

icin A 6zdegerleri (1 — o) Teorem 2.3 ile elde edildi.
5. Teorem 2.4’te reversiyon metodu kullanilarak
—y"(x) + q()y(x) = Ay (x)

denkleminin

y(@)=y()=0
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Dirichlet sinir kosullar1 durumunda

1

—c)(x —¢3)

q(x) = e

i¢in A,, 6zdegerleri (n — o) Teorem 2.5’te hesaplandi.
6. —y"(x)+q()yk) = y(x)
denkleminin
y'(a) =y'(b) =0
Neumann sinir kosullar1 durumunda

1

(x—c))x—cz)

q(x) =

icin A 6zdegerleri (1 — o) Teorem 2.6 ile elde edildi.
7. Teorem 2.7°de reversiyon metodu kullanilarak
—y"(x) + q()y(x) = Ay (x)
denkleminin
y'(@)=y'(b)=0
Neumann sinir kosullar1 durumunda

1

x—c)(x—c3)

q(x) = (

i¢in A, dzdegerleri (n — o) Teorem 2.8’de hesaplandi.



4.ONERILER

1. Singiilerlik 2’den fazla noktaya genisletilebilir.

2. (2.3) doniisiimlerindeki sonradan belirlenen f fonksiyonu i¢in farkli se¢imler
gercgeklestirilebilir. ([1])

3. Ilgili problemlerin 6zfonksiyonlar1 incelenebilir.

4. Supremumlar [—x,,x;] Ve [xq,x,] aralig1 tizerinde alinmak {izere

P =sup | f(fz ~F - q)sin (242t~ ) at
+wp£?p_F_qm1_am@f&@_quu
o) =sup | j(fz ~F = q)sin (2272t - ) ) e
esup| [ :‘qz =) (1 - cos (22t~ cp))) e

01(2) = sup j (f' + qdt

0, (1) == sup jx(f’ + q)dt
c2
tanimlandiginda ve
L) = (202D \ (=272 4 ¢,2 2+ ¢y)
J2) = (e, 2) \ (<47 2+ 6,27 2 + 5
saglandiginda yukaridaki varsayimlar altinda Teorem 2.2’de bulunan

p@) | If?~F ~qldx=0(1"2)
J1(D)
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p2 (1) |f2—F—q|dx=o(,11/2)

o1 (1) |f2—F—q|dx=o(,11/2)

a,(4) |f2—F—q|dx:o(Al/2)
I — 1/2

J, i iae=o(at)

1 — 1/
f] riasiba o (1':)

esitliklerinin saglandig1 gosterilebilir. Ayrica bu hipotezlerin hafifletilebilecegi arastirilir.
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