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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Floquet teorisi, bayagi diferansiyel denklemler teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Bu
alandaki ilk ¢alismalardan bazilar1 1883 de Gaston Floquet tarafindan yapilmistir. Genel
olarak katsayilar1 periyodik olan lineer denklemler veya denklem sistemlerinin ¢oztimlerini
incelemektedir. Bazi kullanim alanlari; sosyal bilimler, matematiksel biyoloji, fizik
(sarkacin dairesel hareketi) gezegenlerin ve uydularin periyodik yoriinge hareketi, dinamik
sistemler olarak verilebilir. Dinamik sistemlerle ilgili caligmalarda Mathieu denklemi
onemli bir yere sahiptir. Ayrica George William Hill tarafindan ¢alisilan Hill denklemi
periyodik bir kiitle cekim alaninda ayin hareketini yaklasik olarak temsil etmektedir ve Hill

denkleminin kararhilig1 incelenerek 6nemli sonuglar elde edilmistir.

Bu ¢alismamizda periyodik katsayili diferansiyel denklem ve sistemlerinin ¢oziimleri

incelenmistir.
Oncelikle asagidaki temel kavramlari ele alalim.

I € R ve QS R"™ bostan farkl bir agik kiime ve F:I X Q — R™ vektor degerli bir

fonksiyon olsun.

X' =FtX) (1)
sistemini g6z Oniine alalim. Burada X = (x4, x5, ... ... X,,) bir vektor ve
F = (fi, f2, -« - fn) vektor degerli fonksiyondur. Eger F fonksiyonu t den bagimsiz ise

sisteme Otonom Sistem denir. Bu durumda X’ = F(X) seklinde yazilir.

Eger F fonksiyonu t bagimsiz degiskenine bagli ise sisteme Otonom Olmayan Sistem

denir.

Genel olarak (ty,xy) € I X Q olmak iizere

X' =F(tX)

X(to) = X, 2)



Baslangic Deger Problemi olarak adlandirilir.

Tamim 1.1: Bir vektor degerli fonksiyon F:G € R X R™ — R™ siirekli olmas1 onun her bir

bileseninin G de siirekli olmas1 olarak tanimlanir.

Tamm 1.2: F = F(t, X) bir vektor degerli fonksiyon olsun. V t € [ € R igin bir K > 0 sabit
ve V(t,X), (t,Y) icin

IF(&,X) — FE I <KX =Yl

olacak sekilde mevcutsa F fonksiyonu X’e gore Lipschitz Ozelligini saglar denir. K sabitine

Lipschitz sabiti adi1 vertilir.

Sonu¢ 1.1: F = (fy, f2, o - fn) olmak lizere afy (1,7=1,2,......... n) G S RXR" de

dxj
mevcut ve stirekli ise F fonksiyonu Lipschitz 6zelligini saglar.

Ornek 1.1;
ft,x)=t—x

olmak tizere;

lfE&x)—fEN=lt—x-C-I<ly—-xl=Ilx-yl<1lx—-yl. (K=1)
Teorem 1.1: F vektor degerli fonksiyonu U = {(t,x): |t — to| < q ve ||lx — x,l| = 7}
iizerinde taniml1 ve Lipschitz 6zelligini saglasin. Bu durumda

X' =F(X)

X(to) = Xo
baslangi¢ deger problemi tek tiirlii ¢6ziime sahiptir ( Eastham, 1970).

Onerme 1.1: ¢ fonksiyonu X' = F(t,X) , X(t,) = X, baslangi¢ deger probleminin

I € R de bir ¢dziimii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢ nin

X(t) =X, + f F(s,X(s))ds (3)

to
integral denkleminin bir ¢6ziimii olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki ¢ baslangic deger probleminin bir ¢dziimii olsun. ¢, I {izerinde

tirevlenebilirdir ve

¢’ = F(t,¢(t))



saglanir. [ t,, t | lizerinde integral almirsa

8O = 9(to) = | Fls,0())ds

dir. ¢(ty) = X, oldugundan
() = X, + ftto F(s,X(s))ds.
Tersine olarak eger ¢, (3) un bir siirekli ¢coziimii ise F siirekli oldugundan ¢ tiirevlenebilirdir.
Yani;
P'(t) = F(t, 2(D)

saglanir. (3) de t = ¢t yazilirsa

¢(ty) = X,
olur.
1.2. Lineer Denklem Sistemleri
X' =F(tX)
n
sisteminde her bir f; € F, lineer ise, yani f;(t) = Z aj;(t)x; + b;(t) seklinde ise
j=1
sisteme Lineer Sistem denir. Bu durumda (1) sistemi
X' =A)X + b(t) (4)

olarak ifade edilebilir. Burada A(t) matrisi n X n tipinde bir matris ve b(t) ise n X 1 tipinde

bir vektordiir. a;;(t) katsayilar1 bagimsiz degiskene baghdir.
Tanim 1.3: Eger b(t) = 0 ise

X' =AMX (5)
sistemine Homojen Sistem ad1 verilir.

Tamim 1.4: Belirli bir I € R araliginda (5) sisteminin lineer bagimsiz n tane ¢ézlimiinden

olusan kiimeye Temel C6ziim Kiimesi denir.



Tanim 1.5: (5) sisteminin n tane ¢6zliimii asagidaki gibi mevcut olsun.

i) Eger ¢4, ¢, ..... ¢, ler sistemin lineer bagimsiz ¢oziimleri ise
¢ = (¢p1, Py, ... .. Pp) temel ¢oziim matrisidir.
ii) Ayrica

Y(ty) = I ise Y matrisine Esas Coziim Matrisi denir.

Teorem 1.2: X' = A(t)X sisteminin I € R lizerinde temel ¢oziim matrisi X ile
gosterilirse, C singiiler olmayan sabit bir matris olmak tizere X. C de X' = A(t)X sisteminin

I aralig1 izerinde bir temel ¢6ziim matrisidir ( Eastham, 1970).

Teorem 1.3: Abir n X n tipinde matris, A nin ozdegerleri A4, 15, ... ..... 4, ve bu d6zdegerlere
karsilik gelen lineer bagimsiz 6zvektorler Vi, Vs, ...,V, olsun. Bu durumda X' = AX
sisteminin lineer bagimsiz ¢oziimleri ¢, _V;e*1t, p,_V,e?2t, ... ... ... ..., -V, et ile verilir.

Temel ¢6ziim matrisi ise ¢ = (¢p; ¢P; ... ... .... ¢,) seklindedir ( Eastham, 1970).

Teorem 1.4:

X' =A()X (5)

sisteminin bir temel ¢6ziim matrisi ¢ (t) , C ise sabit vektor olmak lizere, (5) sisteminin
genel ¢Ozlimii;
€1
C2
X@) =¢OC =(¢1 P2 o) | -

Cn
=cC1¢1 + P, e e Dy,

seklindedir ( Eastham, 1970).

Teorem 1.5: X' = A(t)X denklem sisteminin (a,b) tizerinde taniml iki ¢6ziimii ¢ ve Y
olmak tizere ¢ ¢p(t) + c,p(t) aym denklemin ayni aralik iizerinde tanimlanan bir

¢coziimiidiir ( Eastham, 1970).

Ozellik 1.1: n. mertebeden bir diferansiyel denklem, xM = f(t,x,.....,x(n'l))

1.mertebeden bir denklem sistemine doniistiiriilebilir. (Burada x: R - R, x(™ = %)

Bunun igin,



X1 =X X' =X,
Xy =x' r—
2 = Y2 T (6)
xn = x(n_l) xn’ — x(n) = f(t, le le ...,Xn)
X1
x
veya X =| "+ | olarak tanimlanirsa (6) sistemi X’ = F(t,X) seklinde birinci mertebe
xn
sistem olarak ifade edilir.
Genel olarak n. mertebeden
a,(®)x™ +a,_;()x™D + ..+ qo(t)x =0 (7)

lineer bir denklem, birinci mertebeden sistem olarak ifade edilebilir:

X=X
dx \|
X, =— =X
27 dt }
n:—l
v = d*x _ x("‘l))l
n dtn1
Buradan
X, =X,
X' = x3
xn—ll = Xn
ol = ™ = _ an—1(t)x _ an—z(t)x _ ao(t) x
" a,(®) " a, () T a7
X1
X N )
= X =| . | olmak iizere (7) denklemi



1 0 0
[0 o 1o \/zl\
” I o 0 0 1 0 II 2
| 2® a0 L a® a4 ® /\x /
a, () an) a,(t) a, (t) "
X' = AX
sistemine doniisiir.
Ornek 1.2:
y'+y=0

denklemini sisteme doniistiirerek ¢Ozlinliz ve temel ¢O6ziim matrisini belirleyiniz.
i=Y % =Y
Y2=Y" ¥ =)

Y = @1) y' = AY=(_01 (1))1/

sistemine doniisiir. Bu sistemi ¢6zmek i¢in 6zdeger ve d6zvektorleri hesaplayalim.

deca-a=((0 -G D)=( L)-#+1-0

A =1i,A, = —iolur

Ay =i i¢in V; 6zvektorinii bulalim.

(A-iDV; =0= <(_01 (1)) - ((lJ (l))) "
- -0

= b=ia

= () =a()

a=licinV; = C) olur.



Benzer sekilde ,

A, = —i i¢in V, 6zvektoriinii bulalim.

(A+HW3=0=$<L$ )+ %)%
= )@=
=ic+d=0

=d = —ic

c=licinV, = (_11) olur.

Bu durumda genel ¢6ziim;

Y(t) = ClelltVl + CZeAZtVZ
ir (1 _it (1
_ it it
=ce (l) + ce (—i)
eit) ( eit )
=c |+ c
1<ie“ \—je~t

ve Y(t) = ¢p(t)C, ¢p(t) — temel coziitm matrisi (Teorem 1.4)

olduguna gore;

P(t) = (Viett Vyert)

(et ot
$(0) = (ieit —ie‘it>
temel ¢Oziim matrisidir.
Ornek 1.3:
y'—y=0

denklemini sisteme doniistiirerek ¢oziiniiz ve esas ¢0ziim matrisini bulunuz.

yi=Yy



y2=Y'

alinirsa;

yi' =2

Y2 = Y1
elde edilir. Buradan

r=0G) 4=( o)

olmak lizere

Y =AY

sisteminde
det(A— ) =0 = |((1’ (1)) - (g ?1)| -0
=>|_1’1 _1/1|=,12—1=0
= A4=11,=-1

A1 = 1 i¢in V; 6zvektoriinii bulalim.
a-v=0=(( -G )@ -0
=7 D)=

N —a+b=0 }bza

a—b=0
V, = (Z) = a(i) ,a=1lisel, = (1)
A, = —1i¢in V, 6zvektoriinii bulalim.

arnr=0=((0 D+ D)@ =0

= 1)



Ozetle:

Lh=1= V1=(D

_ (1
ALh=-1=1V,= (_ 1)
elde edilir. Bu durumda

Y(t) = ClelltVl + CzelthZ = ¢(t)C

= c,et G) + et (_11)

(%) +e (%)

genel ¢6ziimii elde edilir. Burada temel ¢6ziim matrisi:

o) = (ZZ )

—e
seklindedir. Simdi Y (t) esas ¢dziim matrisini bulalim.

Y(ty) =1, ty = 0 alirsak 1 (0) = I olmasi igin:

Y@ = ¢ ()97 (0)

alinirsa,

11
1 1 _ 2 2
s =(; )7 @=] %
2 2

elde edilir. Buradan;

et+et et—et
pyoO={ , %> . 2| wO=1

e e

2 2
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Y (t) esas ¢oziim matrisi bulunur.
Onerme 1.2 (Abel formiilii):
X' =A1)X

sisteminin temel ¢oziim matrisi ¢ (t) ile gosterilir ve ¢p(t) nin Wronskiani, det ¢p(t) olarak

tanimlanirsa,
W(t) = W(ty)exp f[ﬂ iz(A(s)) ds (8)
dir. ( Burada W(t) Wronskian matrisidir.)
ispat: ¢(t) cdziim matrisini t, noktasinda Taylor serisine agalim. Bu durumda
P (t) = (to) + (¢ — to) @' (to) + o((t — t0)*)
= ¢(to) + (t — te)A(t) P (to) + o((t — t)?)
= [I + (¢t — t)A(to)]1d(to) + o((t — tx)?)

ve boylece
det(p(t)) = det[l + (t — to)A(ty)]det(¢(to))
yani
W(t) = det[l + (t — to)A(ty) W (t,) 9)
Ayrica

det(I +eC) =1+ £.iz(C) + o(&?)
oldugundan (9) esitligi

W(t) = W(to)[1+ (t — to)iz(A(ty)) + o(t — t)?] (10)

W(t) yi Taylor serisine acarsak,

W(t) = W(ty) + (t — to))W'(te) + o((t — t5)?) (11)

(10) ve (11) karsilastirilirsa
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W (to)(t — to)iZ(A(to)) = (t — to)W'(to)
Yani;

W'(ty) = W(ty)izA(t,) (12)

bulunur. ¢, keyfi oldugundan

W' (t) = W(t)izA(t) (13)

ve son esitlikten

Vvll,/((tt)) = iz (A()) = In|W(t)| — In|W(t,)| = jtoizA(S)ds
= x/(it)) = exp f iz A(s)ds
0
Yani
W(t) = exp (J iz AGs)ds ) W (to) (19
elde edilir.

Teorem 1.6: X' = A(t)X + b(t) sisteminin bir 6zel ¢oziimii s ise sistemin her bir ¢éziimii

X(@) =+ ¢C

seklindedir. Burada ¢(t) temel ¢6ziim matrisini, C sabit bir vektorii gostermektedir (

Eastham, 1970).

Birgok fiziksel problemde oldugu gibi, problemin kesin analitik ¢ozlimiinii bulmak
yerine bagimsiz degiskenin (t) zamani gosterdigi kabul edilirse ¢éziimiin artan zamanda

(yani t — o) nasil davrandig1 onem kazanmaktadir.

Genel olarak baslangi¢ kosulundaki “kiigiik degisimler” ¢dziimde de benzer olarak “kiiciik
degisimlere” yol agarsa bu tiir problemler tercih edilen problemler olup, kararlilik analizi

olarak bilinen teoride incelenmektedir.
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Simdi birinci mertebeden diferansiyel denklemlerle ilgili bazi kavramlari

tanimlayalim:

1.3. Kararhlik Teorisi

Tamim 1.6: Bir diferansiyel denklemin ¢6ziimiiniin grafigi yani {(t,x) € RXR", x =

x(t), t € I}, integral egrisi olarak adlandirilir (Hochstadt, 1975).

Tamm 1.7: X' = F(X) sistemindeki bir sistemde F(X) = 0 kosulunu saglayan noktalara
sabit ¢Oziimler (denge c¢oziimleri) adi verilir. Denge c¢oziimlerini X; ile gosterelim

(Hochstadt, 1975).

Tanim 1.8: X' = F(X) sisteminin  X(t) ¢ozimi X(t+T)=X(t), (Vtel, Ic
R) kosulunu saglayacak sekilde bir T > 0 mevcutsa X (t) ¢6ziimiine Periyodik C6ziim ve T’
ye Periyot ad1 verilir (Hochstadt, 1975).

Not: Periyodik ¢ozlimlerin 6zel bir durumu olarak sabit ¢éziimler alinabilir.

Tanmim 1.9: (Kararhhk):
X'=FX),XeR" (15)

sisteminin bir denge ¢0ziimiini X, ile gosterelim.

V £ > 0 igin bir § = §(&) > 0 sayis1 mevcutsa, Oyle ki; (15) sisteminin her bir X ¢dziimii
igin || X4 — X, || < & saglandigi zaman Vt > ¢t icin ||X; — X, || < € oluyorsa X, ye Kararli
Coziim ad1 verilir (Hochstadt, 1975).

Ornek 1.4: x' = 1 — x denkleminde x4 = 1 denge ¢dziimii kararlidur.

Tanim 1.10: (Asimptotik Kararhlik): X' = F(X), X € R" denkleminin X, ¢oziimii kararli

olsun.
Eger 6, > 0 mevcutsa oyle ki; ||Xt0 — Xd” < 6, saglandiginda tlim X(t) = X, oluyorsa
X, ye asimptotik Kararli C6ziim ad1 verilir (Hochstadt, 1975).

Ornek 1.5: x' = —ax,a > 0 denkleminde x; = 0 ¢dziimii asimptotik kararlidur.

Gergekten;
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!

x' = —ax denkleminin herhangi bir ¢6ziimii x olmak iizere x' = —ax ve x(0) =1
denkleminin ¢6ziimii x = e % dir.

!

x'=—ax
dx

= | —=—]adt
x

= Ilnx =—-at+ ¢

> x=e U = x = e %
x(0)=1 =>1=¢"%
—at

=c=1vex=c¢e

bulunur. Burada lim e~% = 0 = x,; oldugundan asimptotik kararli oldugu goriiliir.

t—oo

Tamm 1.11: X' = F(X),X € R" sisteminin X; denge ¢oziimii kararl degilse bu durumda

X’ ye Kararsiz Coziim adi verilir (Hochstadt, 1975).
Ornek 1.6: x’ = x?2, x(t,) = x, baslangi¢ deger probleminde x; = 0 ¢dziimii kararsizdur.

Gergekten;

dx
_]-F:_].dt

—xl=t+c

bulunur.
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—x1t=t+c
ifadesinde
-1 —xqty
C =
Xo
yerine yazilirsa
1 -1 —tyx
_l_t4 0Xo
X X
1 txO - 1 - toxo
_ — — =
X X
Xo Xo

= x = = x =
1+t0x0—tx0 1+x0(t0—t)

elde edilir. Ozel olarak t = x,~! + t, secilirse
to —t= —Xp

olur.

X0
t) =
x(t) 1+ x0(—x071) —

Yani x; = 0 ¢oziimii kararsizdir.

1.4. Otonom ve Non-Otonom Sistemler
ISR, QCR*(Q+#0),F:I1xR" - R" vektor degerli fonksiyon olmak tizere;
(t,X) — F(t, X) olarak tanimlansim.
X' =F(X)
birinci mertebe denklem sistemini ele alalim.

(X' = Z—f , t genellikle zamani gosterir.)

(16)

X = (x4, %y, ... xp) vektor, F = (fy, f2, ... fn) vektor degerli fonksiyon olsun. Bir vektor

degerli fonksiyon t bagimsiz degiskenine bagl degilse karsilik gelen denklem sistemi

Otonom Sistem olarak adlandirilir. Bu durumda X' = F(X) ile gosterilir. X € R™ vektor
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degerli fonksiyon tbagimsiz degiskenine bagl ise bu durumda sistem Otonom Olmayan

(non-otonom) Sistem olarak adlandirilir (Hochstadt, 1975).
Ornek 1.7: x' = —x + et

x(0)=1
denklemini ele alalim. Burada,

fx,t) =—x+e7t ve (0,1) > x(0) =1 ‘e karsilik gelir. Non-otonom sistem igin bir

Ornektir.
Ornek 1.8: X' = AX, X(0) = (;); A= ((1) _21)

problemi otonom sistemler i¢in bir baslangic deger problemidir.
Tanmim 1.12: (Otonom Olmayan Sistemler Icin Kararhhk):
x' = f(t,x) denkleminde,

Ve > 0 igin § = 6(¢,ty) > 0 mevcutsa, Oyle ki; (16) nmn her y = y(t,ty, yo) ¢oziimii igin
t >ty durumunda ||x(ty) — y(t)Ill <6 , l|x(t) — y(@®)| < & (t > t,) saglaniyorsa x(t)

¢oziimiine Kararli C6ziim denir (Hochstadt, 1975).
Tamim 1.13: (Asimptotik Kararhhk):

x(t) , x' = f(t,x) denkleminin bir ¢6ziimii olmak tizere x(t) kararli ve §, = §,(ty) > 0
mevcutsa, oyle ki;
[x(ty) — y(to)ll < 8y saglandiginda tlim y(t) = x(t) oluyorsa x(t) ¢oziimi Asimptotik

Kararlidir denir. Kararli olmayan ¢oziimlere Kararsiz Coziimler adi verilir (Hochstadt,

1975).

Ornek 1.9: x' = —tx, x(t,) = x, problemi ele almsm.
dx .
ac -~
dx
[S=- [ e
X
t2
Inx=——+¢

2
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2 _to®
X=e 2¢c =>Xxyg=e€e 2¢C

to?
= ¢ =xge 2

bulunur. ¢ sabiti

esitliginde yerine yazilirsa,

-2 &?
xX=e 2 xye 2

to?-t?
=e 2 xO

elde edilir.

to2—t2

lx (¢, to, x0) — y(t, to, YOlI=llxg — yolle” 2 ,t €R
oldugundan ¢oziim kararl ve asimptotik kararhdir. (tlim x(t) = y(t))

Kararlilik tanim1 daha genel olarak asagidaki gibidir.

Tanim 1.14:
X' =F(X,2) (17)

sistemini gdz oniine alalim. Eger Ve > 0 igin bir § = §(&) mevcutsa 6yle ki herhangi iki X;
, X, ¢oziimleri ve z, i¢in || X, (zy) — X2 (2o)|l < 6(¢) saglandiginda ||X;(z) — X,(2)|| <
€ Vzy<z<o oluyorsa X' = F(X,z) sisteminin ¢6ziimlerine Lyapunov Anlaminda

Kararlidir denir (Hochstadt, 1975).

Tamm 1.15: X' = F(X, z) sistemini g6z Oniine alalim. Eger bird > 0 mevcutsa, dyle ki;

I1X1(zo) — X2(zp)|| < 6 iken lim||X;(z) — X,(2)|| =0 Vz,z, <z < o saglaniyorsa
Z—00

X' = F(X, z) sisteminin ¢6ziimlerine “Asimptotik Kararhdir” denir.

Sonu¢ olarak (17) sisteminin biitlin 6zdegerlerinin reel kisimlar1 negatifse
lim||X;(z) — X,(2)|| = 0 olacagindan asimptotik kararlidir (Hochstadt, 1975).
Z—>00

Ornek 1.10: X' = ( 0 1)X sisteminde, ¢ozlimlerin kararhiligini inceleyelim.

-1 0
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X1 X1\’ X2
X = (xz) ve (xz) - (_x1)
= x' =%, x=x.(2)
1A

X' = =x1, X3 =x,(2)

_(0 1 o .
A= (_ 1 O) matrisinin 6zdegerlerini bulalim.

a-a=0= (% D= Y=

=|4 ll=w+1=0
= A2 =-1
= A =1i, A, =—i
¢Oziimler Lyapunov anlaminda kararhdr.

Kabul edelim ki;

10 = ()= ()

ve A4, A, 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorler V;, V, olsun.

A-upv =0 = ("7 1)(5)=0

—ia+b=0
:—a—ibzo

—u=(2)=a()
—u=() =)

}=> b=ia

Boylece X = ¢C genel ¢ozliim ve

P(2) = (V,eM? Vyehe?)

qb(z) _ (eiz e—iz )

ieiz _ieiz
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olmak tlizere

_ (cz sin z + ¢, cos z)
~ \c,cosz—cysinz

IX] < 2]yl + 2[c,l,  WIXO = leq| + el
= ||X|| <& i¢in6(e) = Zyazﬂ]r.

Sabit katsayili lineer denklemler g6z 6niine alinirsa
|[A—All =0
polinomunun koklerinin incelenmesi kararlilik analizi i¢in gereklidir.
Teorem 1.7:
X' =AX+F(X,z2)
X(0) =X,

sisteminin ¢oziimlerinin asimptotik kararli olmasi A’nin tim 6zdegerlerinin reel kisminin

negatif ve F (X, z) nin X ve z ye gore siirekli olmasina baglhidir (Hochstadt, 1975).
Ornek 1.11:
x'=—-x(1-x)2-x)

denklemini gbz Oniine alalim. Agikca goriilecegi lizere x, = 0,x; = 1,x, = 2 denklemin

sabit ¢oziimleridir.
Denklemin ¢6ziimii ise,

dx dx
e S [ CE

=1= fx(l—x)(z—x) fdt__t“

1 A+ 4 C
= o
x(1-x)2-x) x 1-x 2-x

=1=40-x)2—-x)+Bx2—-x)+Cx(1 —x)
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. x=0=>A=§

e x=1=B=1

° )(=2=>C=_—1

2
ﬁl_] dx _fdx fdx +f1 dx
) x(1-x02-x) ) 2x x—1 2x —2

1 1
== Elnlxl —In|x — 1| + Eln|x - 2]

= 2I = In|x| = In(x — 1)? + In|x — 2|

= 21 = In|x| — In(x — 1)? + In|x — 2|

— 2l =1 xx —2)
RO
:I—ll x(x—2)_ t+
20—z ¢
Bk NP
n(x—l)z_ c
x(x—2) -
- = - =7
:>(x—1)2 ce”4t, x(t) =7

x(x—2)=(x—1)%c,e”?
x? — 2x=(x — 1)%c,e™?

x? — 2x = (x — 1)? — 1 oldugu kullanilirsa

(x—1)?%*-1 o
(x — 1)2 = Cle
1
=l G- e
veya
1
= @x-1)2=—
(x=-1) 1—ce?t

—c; = c¢? alirsak
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(=1 = 1+ c2e 2

elde edilir.

X9 =0, x; =1, x, =2 denge ¢oziimlerinin (sabit ¢oziim) kararlilig1 incelenebilir.
4

2 [N

1 |/

N~
o~

p x=2 Kkararl

» x=1 Kkararsiz

» x=0 kararh

x(t) baslangi¢ kosulu olarak x, = 1 segilirse,
Baslangi¢ degeri 1 den biiylik olan bir ¢oziim x,’ ye
Baslangi¢ degeri 1 den kii¢iik olan bir ¢6ziim x,’a

Baslangi¢ degeri 1 olan bir ¢oziim x,’e yaklasir.

1.5. Ikinci Mertebe Periyodik Katsayili Denklemler

1.5.1. Floquet Teori Ve Kuadratik Denklem

Ikinci mertebeden
ag(x)y" + a;(x)y" + a,(x)y =10 (18)

denklemini g6z Oniine alalim. Burada a,, a; ve a, katsayilar1 pargali siirekli genel olarak

kompleks degerli ve ayn1 a periyoduna sahip fonksiyonlar olsun. Yani
a,(x+a)=a,(x), (0<7r<2).
a # 0 ve a € R ayni zamanda ay(x) # 0 olsun. x € (—oo, c0) kabul edelim.

Eger ¥ (x ) fonksiyonu (18) denkleminin bir ¢ozimii ise Y(x + a) fonksiyonu da (18)
denklemini saglar (Eastham, 1973). Ciinki,
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ax+a)Y'x+a)+a(x+ )Y’ (x+a)+a,(x+a)Ppx+a) =a,(x)YP"(x+a) +
a, )Y’ (x+a)+a,(x)Y(x+a)=0.

Genel olarak P (x + a) # Y(x ) ve (18) denkleminin periyodu a olan sifirdan farkli

(trivial olmayan) ¢oziimii her zaman mevcut degildir. Ornegin;

y" —y = 0 denkleminin genel ¢dzimii y = c,e* + c,e™* dir. Ancak higbir sifirdan farkli

¢Ozlim a periyoduna sahip degildir.
Cilinkii
Y(x) = cie* + ce™
olarak alinirsa
Y(x+ a) =cie*e? + c,e™ e # P(x)
oldugu goriiliir.

Buna ragmen (18) denkleminin sifirdan farkli y(x) ¢oziimii i¢in, a periyot olmak

luzere

Yx+a)=pypx)

kosulunu saglayan bir p > 0 sabit sayis1 mevcuttur. Bu 6zellik (18) denkleminin 6zel forma
sahip iki lineer bagimsiz ¢éziimiiniin varligini1 ortaya koyar. Bu tiir ¢éziimler asagidaki
teoremde verilecektir. Bu sonuglar genel olarak “Floquet Teorisi” olarak bilinmektedir ve

1883 yilinda G. Floquet tarafindan ele alinmustur.
Teorem 1.7: ikinci mertebeden
ao(x)y" (x) + a, (x)y'(x) + a;(x)y(x) = 0
denkleminin sifirdan farkli ¥ (x) ¢6ziimii igin
Y +a)=pypx) (19)
kosulunu saglayan p > 0 sabiti mevcuttur.

Teoremden anlasilacag: iizere katsayilarin periyodik olmasi halinde her zaman periyodik
¢oziim mevcut degildir. Ancak (19) saglanacak sekilde p # 0 her zaman mevcuttur.

(Eastham, 1973)
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Ispat: ¢, ve ¢, (18) denkleminin
®,(0) =1, ®,'(0) =0, ®,(0) =0, ®,'(0) =1 (20)
ile verilen baslangi¢ kosullarini saglayan lineer bagimsiz ¢dziimleri olsun.

@, (x + a) ve P,(x + a) da lineer bagimsiz oldugundan

D, (x+a)=A4,,P,(x)+ A, P,y(x) } (21)

D, (x +a) = AP, (x) + Az, Pp(x)
saglanacak sekilde A = (A i j) singuler olmayan matris mevcuttur.
(18) denkleminin her bir ¥ (x) ¢ozimii

Y(x) = ;@1 (%) + ¢, P, (x)
formundadir. Burada c¢; ve c, sabit sayilardir.
(19) esitliginin saglanmasi i¢in (21) kullanilirsa ve ayrica
P(x) = ;@4 (x) + c, P, (x)
dikkate alinirsa
Yx+a) =c,®(x+a)+ c,@,(x + a)
= ¢;(A11P1(x) + A1 D,(x)) + (A1 D1 (x) + Azp P2 (%))
= p(c1P1(x) + @, (x) )
= (1411 + 2A21) D1 (x) + (1417 + €245 )P, (x) = pe; @y (%) + ¢, P, (%) )
= 1411 + 2421 = poy
c1A1z + Az = pe;
= ¢1(A11 = p) + 242, =0
€141, +c(Az —p) =0
Sifirdan farkli ¢6ziim olmasi icin katsayilar determinanti sifir olmalidir.
Yani

A —p Az
Ay Ayy —p

= (411 —p)(Az; —p) — A1 A1 =0
Aq1Agy — pAy — pAyy + P2 — A3 Ay =0

=0

p2 - p(All + Azz) + detA == 0 (22)
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kuadratik denklemi elde edilir.
detA +# 0
oldugundan sifirdan farkli en az bir p sayist mevcuttur.
(20) ve (21) esitliginden
x =0i¢in ®;(a) = A;,9,(0) + A;, ©,(0) ve ®,(0) = 0 ((20) esitliginde)
oldugundan
®,(a) = Ay
elde edilir. Benzer sekilde
@, (a) = Ay ,Py(a) = Ay, @,/ (a) = Ay, (23)

olur. Boylece

detA = ®.(a) - @y(a) =W( ®y,P,) ) = exp <_J“a1(x) dx>
0

@ (@) @,'(a) ao(x)
yazilir. Bu son esitlik Liouville Formiilii olarak bilinmektedir.
a = 0 i¢in
W( @y, @y) =1
olur. Bu durumda (22) denklemi

p? = (01(a) + @, (@)p + exp (— [} 2 2dx) = 0 (24)

ao(x)
denklemine doniistir.

Teorem 1.8: Ikinci mertebeden

ao(x)y" (x) + &, ()y’(x) + a,(x)y(x) = 0

denkleminin s, (x) ve P, (x) seklinde iki lineer bagimsiz ¢6ziimii mevcuttur. Oyle ki

) P (x) =e™*P(x), P,(x)=e™*P,(x)

Burada P; (x) ve P,(x) fonksiyonlar1 a periyoduna sahip fonksiyonlardir. (m, ve m, nin

her zaman birbirinden farkli olmas1 gerekmez.)
i) Y (x) = e™ Py (x), Y, (x) =e™ (xP1 (x) + P, (x))

Burada m bir sabit P, (x) ve P,(x) fonksiyonlar1 ayn1 a periyoduna sahip fonksiyonlardir
(Eastham, 1973).

Ispat: (24) da elde edilen kuadratik denklemin farkl kokleri p; ve p, olsun.

Teorem 1.7 den ,
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Yrx +a) = pebp(x) (k=12..) (25)

saglanacak sekilde p, mevcuttur. Burada ;(x) ve y,(x) lineer bagimsizdir. p; ve p,

sabitleri sifirdan farkli oldugundan
e = p;, e¥M2 = p, (e = p) (26)

olarak tanimlanir. Burada p; ve p, ye Karakteristik Carpanlar; m,; ve m, sabitlerine

Karakteristik Usteller ad1 verilir. Eger
P (x) = e (x) (27)

olarak tanimlanirsa,
P.(x + a) = e ™+, (x + a)
= e OFDp P (X)), pp = ¥
P (x + a) = e ™* Y (x) = Pp(x)
yazilir. Dolayisiyla buradan P, (x) periyodiktir ve a periyoduna sahiptir.

Kabul edelim ki (24) denkleminin katli reel kokii p olsun. Yani p; = p, = p ve e¥™ =p

olarak tanimlayalim. Teorem 1.7 e gore
Y, (x + a) = p¥; (x) (28)

Y, (x) ¢oziimii (18) denkleminin ikinci lineer bagimsiz ¢oziimii olsun. W, (x + a) da (18)

denklemini saglayacaktir. Dolayisiyla
olacak sekilde d; d, sabitleri mevcuttur. (28) ve (29) den

Wil +a) W(x+a)
cta) |9 (x+a) W, (x+a)

w(w, ¥,)
=¥ (x+a)¥, (x+a)—¥x+a)¥,(x+a)
= pW¥;()[d ¥, () + dy ¥, ()] = [dy W, (x) + d ¥, ()] p?, " (%)
= pd,¥; ()W, ' (x) + pd;¥; ()W, (x) — pd ¥, (x)qﬁ’(x)

_szqﬁl(x)q’z(x)
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= sz(qﬁ(x)lpz,(x) - l111’(3C)lpz(x))~
Burada

Y (x) Y(x)

Py ) W' ()

= pd, (lp1 (OW¥,' (x) — ¥, (x)qﬂ’(x))

esitligi saglandigina gore
w (¥, lpz)(x+a): pd, W (¥, Lp2)(x)

oldugu goriiliir. Yine Liouville formiilii kullanilirsa

_ _ x+aa1_(t) _ _ aal_(t)
pd, = exp( fx o dt) = exp( fo o dt).

Burada f(x) fonksiyonunun periyodik olmasi halinde

J:Jraf(x)dx = Joaf(x)dx

ozelligi kullanilmistir. (24) esitliginden

p? — (@,(a) + ®,'(a))p + exp <— faal(t) dt> =0
0

ao(t)

ve p , (24) denkleminin kath kokii olarak alindigindan

a
a(t)
=p,, =exp|— | ——=dt]=p?
P1 = P2, P1P2 P( _];ao(t) > p

pd, = p?> =d, = p.
(29) esitliginden
Y, (x+a) =d¥;(x) + p¥,(x) (30)
elde edilir. d; = 0 ise W, (x + a) = p¥,(x) ((30) esitliginden)
P1r=pP2=p
yazilir.

Eger d; # 0ise Py (x) = e ™ W, (x) ve Py(x) = e ™ W, (x) — (Z—p) xP, (%)

P;ve P, ayni a periyoduna sahiptir, Ciinkii (27) ve (28) esitliginden
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P (x + a) = e ™+ OY, (x 4 a)
= e M DpyY, (x)
= e ™e MpW(x)
= e ™Y, (x)
= P, (x).

Benzer sekilde P, nin periyodik oldugu goriiliir.

1.5.2. Hill Denklemi

P(x),Q(x) fonksiyonlar: reel degerli ve a periyoduna sahip fonksiyonlar,
siirekli ve sifirdan farkli; P’(x) ve Q(x) parcali siirekli fonksiyonlar olmak tizere
[Py’ ()] + Q(x)y(x) =0
denklemini g6z Oniine alalim. Bu denklem Hill denklemi olarak adlandirilir.
ao(0)y" (x) + a,(x)y'(x) + az (x)y(x) = 0

denklemi baz1 6zel durumlarda (31) denklemine doniistiiriilebilir. Oncelikle,

aaq(t) _
fo o dt=0

oldugunu varsayalim. Bu varsayim altinda (18) denklemi

(ao (x))_lepr(x), <A(x) = J.x a(®) dt>
0

ao(t)
ile carpilirsa
-1
[ag(x)y" +a,(x)y" + az(x)Y](ao(x)) expA(x) =0
-1 -1
= y" expA(x) + a;(x)(ag(x)) expA(x)y’ + a,(x)(ao(x)) "expA(x)y =0
esitligi elde edilir.
— 1 — A Alx) — a;(x) A(x) az(x) —
P(x) == expA(x), P'(x) = A"(x)e e LA ey expA(x) = Q(x)

olarak tanimlanirsa (33) denklemi
[Py’ ()] + Q(x)y(x) =0
denklemine doniisiir ki bu denklem bir Hill denklemidir (Eastham, 1973).

Katsayilarin periyodik oldugu kolayca gdsterilebilir. Bunun i¢in;

P(x)

(31)

(18)

(32)

(33)
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x+aaq (t) xaq (t)
i ao(t)dt+f g (t)dt

fxal(t)
eA®) = ploay(®

fx+aa1(t)
=e’0 ao®

eA(x) — eA(x+a)
oldugu goriiliir. Yani e4® = P(x) ve f ¢ alEg dt = 0 varsaymm altinda periyodiktir.
Benzer sekilde Q(x) fonksiyonunun da periyodik oldugu gosterilebilir.

(32) varsayimi yerine asagidaki doniisiimii tanimlayalim.

y(x) = Z(x)exp( 1ra® g, )

270 aqg(t)

(€9)

Burada 1= (x) parcali stirekli tiireve sahiptir.
ag

a1(t) _
y(x) = z(x) exp (——J O] ) = z(x)y(x)
y(x)
. 1(x)
=y'(x)=z'y(x) +z(x)| - 22,00 y(x)
= (0 |7/ (o) - 222,

Benzer sekilde y'' hesaplanirsa

') =y’ Iz’(x) - %’C)“;Ex; +7(0) [ () 52 (x )“zgg - Z(Zx) (Zﬁ)]
ve bu degerler kullanilarak
ap(X)y" = [—%al ) (z'(x) - @Zgi)
o (2100 - 32 35 - 20 (Zgg))] yGo);

@, (0)y' = a,(x)z’ (x)y(x)+a1<x)z<x>< 2“2?‘%) (x);

a;(x)y = az (x)z(x)y (x)
bulunur. Bu degerler (18) de yerine yazilir ve a, a boliiniirse
ao(x)y" (x) + a; (x)y’(x) + a,(x)y(x) = 0
denklemi asagidaki denkleme doniistir:
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a,(x) ,  ap(x)

V' 20” T a0
. lai(x) z()a; (x)\ 1, ay(x)
lz 2 o(x )( ()_Tao(x)>_fz (x)ao(x)
1 a;(x) a;(x) a;(x) la,(x)
‘Ez("<o(>)l ”*lou RANeS “( 2ap(x ))] ()
+aZE iz(x)y(x) = 0.

Denklem ytiksek mertebe tiireve gore diizenlenirse

la;, la, a 1a,2 1/a;\' 1la® a
(e to oy, (lal Ley dal w),
2a, 2a, ay 4a, 2\a 2a, ay

l1a;? 1/a;\ a
2"+ (‘17}‘5(;2) +a§>z =0

elde edilir. Dolayisiyla z” ye gore elde edilen bu denklemin katsayilar1 periyodik oldugundan
bu denklem (31) tiirtindedir (P (x) = 1).

Gelecek boliimlerde

(Py')' +Qy=0 (31

denklemi ele alinacaktir.

Onceki béliimde verilen teorem 1.8 , (31) denklemine uygulanacaktir:
(31) denklemi i¢in kuadratik denklem,;

p? = (®1(a) + @, (@)p+1=0
seklindedir. (P(x) in periyodik oldugu kullanilmistir.) ve karakteristik ¢carpanlar
p1-p2 =1

esitligini saglarlar.

P(x) ve Q(x) reel degerli oldugu i¢in (31) denkleminin ¢6ziimleri ®;(x) ve ®,(x) (ki bu
¢oziimler ®,(0) =1,d,'(0) =0,d,(0) =0,d,'(0) =1 kosullarim saglarlar) reel
degerlidir. @, (x) ve ®,(x) kullanilarak

D=®,(a) + ®,'(a)

reel degeri tanimlanabilir. Bu deger diskriminant olarak adlandirilir. Diskriminant igin

asagidaki durumlar ayr1 ayr1 incelenir:

1.durum:
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D > 2: bu durumda p; ve p, reel degerli ve birbirinden farklidir. p; ve p, pozitif; p; # 1

ve p, # 1. Dolayisiyla sifirdan farkli bir m sabiti mevcuttur, Oyle ki
e =p, vee Y = p, dir.
Boylece
P1(x) = e™ Py (x) ve P, (x) = e 7™ P, ().
Burada P; ve P, , a periyotlu fonksiyonlardir.

2. durum:

D < —2: burada p; ve p, negatif; p; # —1 ve p, # —1 dir. 1. durumdaki m yerine m + Zi

alinir.
3.durum:

—2 < D < 2: Burada p; ve p, farkli ancak reel olmayan sayilardir ve bunlar birbirinin

eslenigidir. Dolayisiyla 0 < aa < m olacak sekilde bir @ sayis1 mevcuttur. Oyle ki;
el?® = p ve e~i% = p. .
Boylece
1 (x) = e Py (x) ve P (x) = e Py ().
4.durum:

D = 2: Burada p; = p, = 1 dir. Teorem 1.8 nin 1 ve ii hangi kismmin uygulanacagi1 A — I

nin rankina baghdir.

i) ¢.(a) =¢,'(a) =0ise
Bu durumda ¥, (x) = P, (x) ve Y, (x) = P,(x) dir.
ii) ¢,(a) # 0 veya ¢, (a) # 0 ise
Bu durumda ¢, (x) = P;(x) ve ¥, (x) = xP;(x) + P, (x).

5. durum:
D = —2: Budurumda p; = p, = —1 dir.

i) ¢,(a) =¢,'(a) =0ise
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Bu durumda ¢, (x) = enTixPl(x) ,Po(x) = enTixPz(x).

ii) ¢,(a) #0veyag, (a) #0
Bu durumda ¢, (x) = P;(x) ve ¥, (x) = xP,(x) + P,(x).

Verilen teorik sonugla ilgili asagidaki problemleri gozoniine alalim:

Ornek 1.12:
y" — vy = 0 denklemini ele alalim.

r?—1=0 = r;, = +1 olup lineer bagimsiz ¢oziimler y; = e* ve y, = e ¥ olur.
Burada

_}’1 I_I

" |_—1—1=—2¢0

oldugundan y,; ve y, nin lineer bagimsiz oldugu goriiliir. Bu ¢éziimler periyodik degildir.

Gergekten
y.(x + a) = e*t? y,(x + a) = e~ *+®)
=e”*, e? =X 7@
=y, (x + a) = y;(x)e® = y,(x+a) = y,(x)e™®

Teorem 1.7 de (19) esitliginden

yi(x +a) =y, (x)p, y:(x +a) = y,(x)p;

— a — —-a
= pp=e = p2=¢€

oldugu goriiliir. Bu degerlerin (karakteristik carpanlarin) kuadratik denklemden de elde

edilebilecegini ispatlayalim:

Gergekten
®; ve @,, ,(0) =1,P,'(0) =0,P,(0) = 0,d,'(0) = 1 baslangi¢ kosullarin1 saglayan
lineer bagimsiz ¢ozlimler olmak tizere

d,(x) =ce* + cze‘x} @, (x) = cie* —ce™
®,(x) =de* +dye™ ®,'(x) =de¥ —d,e™™
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@1(0)=1=Cl+62}c 1
CD1’(0)=0=C1_C2

q)2(0)=0=d1+d2 }
I d1=
D, (0)=1=d1_d2

@) = 5 (" +e7)

= 1
D,(x) = E(ex —e ).

Kuadratik denklem:

p? — (©,(a) + @, (@))p + exp (— j & dx) =0
0

ao(x)

= p? — (d(a) + @, (@)p+1=0
= p? — (% (e®+e™9) +%(ea + e‘a))p + 1=0

=pi—(e4+eMDp+1=0
p1pz =1
p1+p. = e +e™
ve beklendigi lizere

pr = e }
p,=e"
elde edilir.
Ornek 1.13:
y'+4y =0

denkleminin karakteristik ¢arpanlarini ve Floquet iistellerini bulalim.
r’+4=0=r=+2i

= y; = cos2t ve y, =sin2t,

:><:I>1=clc052t+czsin2t, 431(0):1}
®," = —2¢, sin 2t + 2c¢, cos 2t, ®,'(0)=0

®,(0)=c, =1 }
, = O, (t) = 2t;
®,'(0) = 2¢, = 0 1(t) = cos
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®, =d; cos2t + d,sin 2t , ®,(0) = 0}
&, = —2d, sin 2t + 2d, cos 2t, ®,'(0)=1
®,(0)=d; =0

1
= 1 = &,(t) = =sin2t.
®,'(0)=2d, =1, d, = E} 2(6) 2

Kuadratik denklem:

p? — (®,(a) + ®,'(@)) + 1 = 0 (teorem 1.7 de (24) esitliginden)
pP=2p+1=0=p =p, =1

oldugu goriiliir. Teorem 1.8 de (26) esitliginden

pr=e aml}

= 0, = M2

M = e = 1 =e?™"M1 = m, = 0}
p, = e’z = 1 = e2™2 = ;m, = ()

elde edilir. Yani floquet {iistelleri m; = m, = 0 bulunur.
Ornek 1.14:
y"'—=3y'—4=0
denkleminin karakteristik carpanlarini, floquet Ustellerini; P;(x) ve P,(x) periyodik

¢Oziimlerini bulalim:
ch(O) =1 :CD1'(0) = 0»‘1)2(0) = 0»¢2'(0) =1
baslangi¢ kosullarini saglayan ¢, ve ¢, lineer bagimsiz ¢oziimleri arayalim:
2 —-3r—-4=0=>0-49)r+1)=0
=n=4,rn=-1
=y =e*,y,=e7*
bulunur. Buradan
D, (x) =cie*™ + g™
= &, (x) = 4ce™ —ce™™

@1(0)21:>61+Cz=1 }
C1:

1 4
@1,(0)20:461_6'2:0 5 VeCZ_S
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1
= O,(x) = ge“x + ge‘x

yazilir. Benzer sekilde

D, (x) =de™ +dye™

= &, (x) = 4d,e** —dye™™

(D2(0)=0$d1+d2=0 }d—i Vedzz—l

(b2,(0)=1$4‘d1_d2=1 1= 5

= P,(x) == e ——e™*

ul| =

elde edilir. Bu durumda olusacak kuadratik denklemi yazalim:
ap=1,a, = —-3,a, = —4 ve periyot=a=2m
olduguna gore

1 4
®,(2m) = geg’f + ge‘z’f;

—2T

et +—e

SIS
ul| =

q)ZI(ZT[) =
Boylece kuadratik denklem teorem 1.7 (24) esitliginden
2m
p? — (®,(2m) + ®,'(2m))p + exp <—J. -3 dx> =0
0
1 4 4 1
2 _ | ,8m _ 52T _ 81 _ 2T 6T
= (56 +Se +5e +5e >p+e 0

= p?—(e¥"+e?M) + e =0

elde edilir. Buradan;

pr=e" =m; =4

prtp,=e + 9_2”}
p,=e " =m,=-1

p1pz = e°"

oldugu goriiliir. Teorem 1.8 1) den
P, (x) = e™* Py (x) = e* = e**P;(x)

= P(x)=1.
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Benzer sekilde

P,(x) = e™* . P(x) = e™* = e *P,(x)

=P,(x)=1

periyodik P; (x) ve P,(x) ¢6ziimleri elde edilir. Gergekten;

P, (x) = e* ve a = 2 = P, (x + a) = e**+2m
= e4xe8rt
=1 (x)py;

P,(x) =e*vea=2m= P,(x +a) = e+
— e—xe—ZTE

= 1P, (x)p,.

1.5.3. Coziimlerin Periyodikligi ve Simirhlik

Teorem 1.9:

[Py’ ()] + Q)y(x) =0 (31)

denkleminin g6z 6niine alalim.

i) Eger |D| = |¢,(a) + ¢, (a)| < 2 ise (31) in tiim ¢dziimleri (—oo, ) arahginda
smirhdir.

ii) Eger D > 2 ise bu durumda Hill denklemiyle ilgili teorideki 1.durum gerceklesir ve
P1(x) = e™ Py (x) ve Yo (x) = e TP, (x).
P, ve P, ¢oziimlerinin lineer kombinasyonlar1 simirsizdir.

iii) D < —2 i¢in benzer durum s6z konusudur.

iv) Eger |D| < 2 ise Hill denklemiyle ilgili teoride ki 3. durum gergeklesir.
1 (x) = " Py (x) ve P, (x) = e 7Py (x) = [P (¥)] = [P ().
Py, lar periyodik dolayisiyla sinirli oldugundan v, ¥, (—o0, ) da sinirlidir. Ayrica
kombinasyonlar1 da sinirli olacaktir.

v) D = ¢,(a)+ ¢, (a) = 2 ise (31) denkleminin trivial olmayan a periyoduna sahip
bir ¢6ziimii mevcuttur.

vi) D = —2 ise bu taktirde (31) denkleminin yar1 periyodu a olan bir ¢6zliimii mevcuttur.
Buna ek olarak (31) denkleminin tiim ¢zlimleri periyodu a olan veya yar1 periyodu

a olan ¢dziimlere sahiptir. Ancak ve ancak ¢,(a) = ¢, (a) = 0 dir.
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vii) Bu teoremin sonucu olarak (31) denkleminin D < 2 olmasi halinde tiim ¢éziimleri

siirlidir (Eastham, 1973).

Tanim 1.16: (31) denkleminin sifirdan farkli tiim ¢éziimleri (—oo, ) araliginda sinirsiz ise
denkleme Kararsizdir denir. Eger (31) denkleminin sifirdan farkli tiim ¢6ziimleri (—oo, o)

araliginda sinirli ise (yani D < 2) denkleme Kararhdir denir.

1.6. Periyodik Katsayih Lineer Sistemler

Onceki boliimde verilen ikinci mertebeden periyodik katsayilt

ap(x)y" + a;(x)y" + a,(x)y =10 (18)

denkleminin ¢oziimlerinin periyodikligi iizerine elde edilen sonuglar sistemler i¢in de
benzerlik gostermektedir. Asagidaki boliimde bu tiir sonuglar ele alinmistir. Verilen bu
sonuglar, bircok lineer olmayan periyodik katsayili denklemlerin lineer sistemlerle
¢Oziimiinde kullanilmaktadir. Bu tiir problemler yoriinge hareketi ve uydularla ilgili

calismalarda yer almaktadir.
Hatirlatma:
X' = A()X (5)
denklem sisteminde, X, (t), X, (t),..., X,,(t) sisteminin lineer bagimsiz ¢oziimleri iseler
X(@) = [X1(6), X2(0), ..., Xn(6) lnxn

matrisi, (5) sisteminin bir Temel C6ziim Matrisi olarak adlandirilir. Eger X (0) = I 6zelligi
saglanirsa, X(t) matrisine Esas C6ziim Matrisi ad1 verilir. Burada 1 ilgili boyuttaki birim

matrisi gostermektedir (Ward, 2025).

Onerme 1.3: X (t) matrisi (5) sisteminin bir temel ¢dziim matrisi ve B singiiler olmayan bir

matris ise
Y(t) = X(t)B
de (5) sisteminin bir temel ¢6ziim matrisidir.

Ispat: Y~1(t) = B~X~1(t) singiiler olmayan bir matristir. Dolayisiyla Y (t) singiiler
degildir. Ayn1 zamanda
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Y'=X'(t)B = A(t)XB = AY(t)
saglandigindan, Y (t) bir temel ¢oziim matrisidir.

Teorem 1.10: X' = A(t)X denklem sisteminde A(t), periyodu T olan bir matris olsun. Eger
X(t) sistemin bir temel ¢6ziim matrisi ise X(t + T) de ayn1 sistemin bir temel ¢oziim
matrisidir ve bu durumda asagidaki 6zellikleri saglayacak bir siingiiler olmayan B matrisi

mevcuttur:

DX(t+T)=X(t)B (Vt)
ii) det (B) = exp (f, iz(A(s))ds ) (Ward, 2025).

Ispat: Oncelikle X(t+T) bir temel matris ¢oziimiidiir. Bunu gostermek icin

Y(t):= X(t + T) tanimlayalim:
=Y{t)=X"(t+T)
= At +T)X(t+T)
=AMXE+T)
=AY (¢).
Boylece X(t + T) bir temel matris ¢éziimiidiir.

i) B(t):=X"1(t)Y(t) olsun. Bu durumda Y(t) = X(£)X ()Y (t) = X(t)B(t) olur.
Ayrica By = B(t,) olsun. Onerme 1.3 den Y,(t) = X(t)B(t,) bir temel ¢dziim
matrisidir ve tammdan Y,(t) = Y(t,). Her ikisi de X' = AX sisteminin ¢oziimleri
oldugundan varlik teklik teoremi geregi Y, (t) = Y (t,) (Vt), sonug olarak B, = B(t)
ve boylece B matrisi zamandan bagimsizdir.

ii) (8) ile verilen Abel formiiliinden

W(t) = W(ty)exp (ftiz(A(s))ds>

0

t+T

= W(t+T)=W(t,)exp (ftiz(A(s))ds +f iz(A(s))ds)

0 t

= W(t+T)=W(t,)exp (ftiz(A(s))ds> exp <ft+Tiz(A(s))ds>

0
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=W (t)exp (fH iz(A(s))ds) = W(t)exp (f iz(A(s))ds>

= W(t+T) =W®exp ([, iz(A(s))ds) (34)
ve ayn1 zamanda
X(t+T) = X(t)B
= det(X(t + T)) = det(X(t))det(B),
= W(t+T) = W(t)det(B) (35)

oldugu kullanilirsa (34) ve (35) den

det(B) = exp <j
0

Tiz(A (s))ds>
oldugu goriiliir.
Not 1.1: Yukarida B nin zamandan bagimsiz oldugunu biliyoruz. Bu nedenle t = 0 i¢in,
X(0) = I oldugu kullanilarak hesaplamalar yapilirsa
B =X"1(0)X(T) = X(T)
Buradan da B = X(T') oldugu goriiliir.
Tamim 1.17: (Karakteristik Carpanlar ve Usteller):
B matrisinin p; Py ... oo oo, pp 0zdegerlerine X' (t) = A(t) X (t) sisteminin Karakteristik
Carpanlar1 denir. Karakteristik (Floquet) tisteller m, ,m,, ..., m,, degerleri
p,=em™T p, =M . , P = ™7

ile tanimlanir (Burada bazi j degerleri i¢in m; kompleks degerli olabilir (Ward, 2025).
Karakteristik tisteller i¢in asagidaki 6zellikleri siralayabiliriz:

i) Karakteristik carpanlar p; p, .........,pn, B =X(T) matrisinin o6zdegerleridir.

Burada X (0) = I dir ve Teorem 1.10 ii) den

det(B) = pipy....pn = €Xp (fOT iz(A(s))ds)

ii) iz(B) = p; + py+...pn, yani bir matrisin izi 6zdegerleri toplamudir.

iii) Karakteristik Usteller tek tiirlii belirli degildir. Clinkii p; = e ()T de karakteristik iistel
ise p; = e (M+?/1)T de bir karakteristik dsteldir.

iv) Karakteristik ¢arpanlar p;, temel matris ¢6ziimiinden bagimsizdir.
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Ispat: Kabul edelim ki X, (t) baska bir temel matris ¢oziimii olsun. X, (t + T) = X, (t)B;.
Onceki teoremin ispatindan biliyoruz ki eger X(t) ve X;(t) ayni sistemin temel matris
coziimleri iseler, bir singiiler olmayan C matrisi vardir, dyle ki
X;(t) = X(t)C Buradan da ,
X,t+T)=Xt+T)C
= (X1(t)B) = (X(¢)B)C
— X(t)CB, = X(t)BC
= (CB, = BC
= CB,C~' = B.
Dolayisiyla B ve B; in 6zdegerleri esittir.
Teorem 1.11: x'(t) = A(t)x(t) sisteminin bir karakteristik ¢arpanini p ile, karakteristik
iistelini de m ile gosterelim. Oyle ki p = e™. Bu durumda x’(t) = A(t)x(t) sisteminin bir
x(t) ¢oziimii mevcuttur dyle ki
i) x(t+T)=px(t)
ii) x(t) = e™p(t) olacak sekilde T periyoduna sahip bir p(t) periyodik ¢oziimii
mevcuttur. (Ward, 2025)

Ispat: Bir matrisin p 6zdegerine karsilik gelen dzvektorii b ile gosterelim. x(t) = X(t)b

olarak tanimlayalim. Bu durumda

x'(t) =X'(t)b = AX(t)b = Ax(t)

ve
x(t+T)=X({t+T)b=X(t)Bb =pX(t)b = px(t),
bdylece
x(t+T) = px(t)
saglanir.

ii) p(t+7T) = x(t)e ™ olarak tanimlansm. p(t + T) = p(t) oldugunu gdsterelim.

p(t +T) = x(t + T)e ™E+T) = px(t)e ™mE+T) = L_x(¢)e—mT
p emT

=x(t)e ™
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= p(0).

Boylece periyodik bir p(t) ¢6ziimii meveuttur ve

x(t) = e™p(t).

Sonu¢ 1.2: Eger m yerine m +27m yazilirsa x(t) = emtp(t)ez%it ve p(t)e T nin de
periyodu T dir.
2. x;(t +T) = pjx;(t),
xj(t + NT) = p;Vx;(t)

ve her bir karakteristik carpan i¢in asagidakilerden biri gerceklesir.

a) Eger [p| < 1 = Re(m) < 0 ve bu durumda x(t) — 0 (t — ).
b) Eger |p] = 1 = Re(m) = 0 ve bu durumda yar1 periyodik ¢dziim mevcuttur. Eger
p = +1 ise bu durumda ¢6ziim periyodiktir veT periyoduna sahiptir.
c) Eger |p| > 1= Re(m) >0 ve bu durumda x(t) — oo (t — ). Ayrica eger
biitiin p; kararkteristik garpanlari |p j| < 1 ise ¢dziimler kararhdir.
iii) B matrisinin farkli p;,p;, ..., p, 0zdegerlerine karsilik gelen n tane lineer bagimsiz
ozvektorler; by, b,,...,b,ise x' = Ax sisteminin n tane lineer bagimsiz ¢oziimii

mevcuttur ve bu ¢dziimler x(t) = e™/p ;i(t) ile verilir. p; (t + T) = p;(t) dir. Boylece
XO(t) = (xl leI ---xn) s PO(t) = (pl;pz; ---pn)
my .. O e™mt . 0
Dy(t) = ( P ) , Yo(t) = < : : ) olmak tizere
0 .. my 0 .. emt
Xo = PoYy s Yol = DyYy.

iv) Eger p < 0 ve reel ise p = e(y+7)T, p = —e'*. Bu durumda

int
x(6) = e™p(t) = e"e T p(t) = e"*q(t)
ve p(t) nin periyodu T oldugundan q(t) nin de T dir. x(t) ¢Oziimiini reel
segebilecegimiz igin, q(t) yi de genelligi bozmadan reel segebiliriz. Genel ¢éziim igin,

eger p; < 0 ise p; yerine q;; m; yerine y; alarak

et 0
Poz(pl ...q]‘ ...pn),Y():( . )

0 gMnt
ve
Xo(t) = Po(t)Y,(t)

yazabiliriz
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v) Eger p kompleks ise p de bir 6zdegerdir. m ve m de karsilik gelen iistellerdir.
m:=y+io,p(t):=q(t) +ir(t)
olarak tanimlayalim. q(t) ve r(t), T periyotlu fonksiyonlardir.
x(t) = e™p(t) ¢oziimii x' = A(t)x sistemini sagladigindan eslenik alinirsa
x(t) = e™p(t) ve
x(t) = et (q(t) + ir(t))
= e¥'[(q cos(at) — rsin(at)) + i(r cos(at) + g sin(at))]
ise
x(t) = et (q(t) — ir(t))
= e¥'[(q cos(ot) — rsin(at)) — i(r cos(at) + g sin(at))].
Bu durumda lineer bagimsiz reel ¢éztimler
Xg = Re(emtp(t)) = eyt(cos(at) q(t) — sin(ot) r(t))
X = Im(emtp(t)) = e¥(sin(at)q(t) + cos(at)r(t))
ve
Xo=1[x1,..xg Xy .oy , Py =1[pg .q 7 ...y
olup

emit 0
e¥t cos(at) e¥t sin(at)
—e?tsin(at) et cos(at)

0 emnt

olup
Xo(t) = Po ()Y, (2)

Ile verilir.



2. YAPILAN CALISMALAR

Bu bolimde teorik olarak verilen sonuglarin bazi degisken katsayili denklemlere

uygulanigini inceleyecegiz.

2.1. Baz1 Degisken Katsayih Denklemlere Floquet Teorisinin Uygulanmasi

Problem 2.1 :
x" —x'(sint) —xcost =0
denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri
P (8) = P1(8), Py(t +2m) = Py (0);
Yo (D) = (tP(E) + P, (D), Py(t+2m) = P,(t)
olacak sekilde
Pi(6) = e~cost,

t .
P,(t) = —te~ st + Zf(fo e“’”dt) e st 4 cie” st ¢ sabit

ile verilir. Burada

21
y — -]. eCOSTdT
0

bi¢imindedir.
Coziim:
Diferansiyel denklemi incelersek
x" —x'sint —xcost =0 (36)
denklemi ikinci mertebeden degisken katsayili bir denklemdir. Denklemin ¢dziimii i¢in
x" —x'sint —xcost = (x'—xsint)’

oldugu g6z Oniine alinirsa
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(x' —xsint)’ =0
buradan da
x'"—xsint =c¢; , ¢, sabit
lineer denklemi elde edilir. integral ¢arpani = u(t) = e~/ sintdt = gcost

olduguna gore her iki tarafi integral carpani ile carparsak

COSt,./ cost

ecoSty’ — e®Stysint = e°St¢,

= eSt(x' — xsint) = eS¢,

d
N xeC€ost) = . pcost
— (e = ¢,

= x(t)e°st = ¢, j estdt + ¢,

ve

x(t) = c,e~cost fot eoSTdr + ce St =c x; + X,
oldugu goriiliir. Buradan lineer bagimsiz x; ve x, ¢oziimleri kullanilarak
®,(0)=1,®,'(0) =0,P,(0) = 0,9, (0) =1 kosullarmni saglayan @, (t) ve ®,(t)
lineer bagimsiz ¢ozlimleri asagidaki sekilde elde edilir:

D4 (t) = c121(t) + c2x,(2)
D, (t) = c12,"(t) + 2%, (8)

olmak tlizere

t

q)l(t) — Cle—COStf eCOSTdT_I_CZe—COSt
0

t

>0, (t)=¢ sinte‘“’”f eSTdt + ¢, + ¢, sint e €oSt
0

P,(0)0=1 = cel=1= czze}
CI)]_,(O):O == C1:0

elde edilir. Buradan
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q)l(t) — ee—cost - el—cost

yazilir. Benzer sekilde;

t
q)z(t) — dle—COStf eCOS‘L’dT_l_ dze—COSt
0

t
= &,'(t) =d, sinte‘c‘)s‘f e°S%dt + d; + d, sint e c°st
0

q)z(O):O $d23_1=0 - d2=0}
CDZI(O)=1 :d1=1

elde edilir. Buradan

t

d,'(t) = sinte‘COStj eStdr+1
0

yazilir. @, (t) ve ®,(t) kullanilarak Floquet tistellerini hesaplamak i¢in kuadratik denklem

olusturulursa

T ay (t)
ay(t)

p? — (@,(2m) + ®,'(2m))p + exp(—f dt) =0
0

2m
=>p2—2p+expf sintdt =0
0
=p2—-2p+1=0
=p=p=1

elde edilir. Teorem 1.8 de (26) esitliginden

e™Mm =1=m; =0

eam2:1:>m2:0}ﬂh=m2=0

yazilir. Teorem 1.8 ii) geregi (36) denkleminin
Y1 () = e™Py(0), Py(t+2m) = P (1)
ve

U, (6) = e™. (tP(t) + P,(t)),  Py(t +2m) = P,(t)
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olacak sekilde lineer bagimsiz ¢oziimleri mevcuttur. Burada m;=m,=0=m

oldugundan
Y, (t) = e 5t = P (t)e’, P, (t + 2m) = P,(t) = e~ °0st
periyodik ¢oziimii elde edilir.
Benzer sekilde ,
P, (t) = e™[tPy(t) + P,(0)], P,(t + 2m) = P,(t)

lineer bagimsiz ¢oziimii mevcuttur. Y, (t) ¢6zim oldugundan denklemi saglar. P,(t) yi

bulmak icin ¥, (t) yi (36) denkleminde yerine yazalim.
Y, (t) = te St + P,(t) olduguna gore
P, — P, (sint) — P, cost =0 (37)
= P, = (tP1(O) + P, (D) = (te ™%t + P,())
= 1, = e 5t 4 tsinte 5t + P,/ (¢)
= 1), =sinte St + (sint + t cost)e Ot + tsin’te St + p,"
elde edilir. (37) esitliginde ¥,"', 1, , P, yerine yazilirsa

sint e St + (sint + t cos t)e S t+tsin?te St + P," (t) — [e St sint +

tsin®te” 5t + P,’(t) sint] — [t cost e~ St + P,(t) cost] = 0
= sinte~ 5t + P,'(t) sint + P,”' (t) — P,(t) cost = 0
= P, (t) — P,/ (t) sint — P,(t) cost = —sint e~ st
= (P, — P,sint)’ = —(e~cost)’
= P, — P,sint = —e st + ¢

= U,(t) — e—fsintdt = pcost

= %(Pzecost) — _e—costecost + Cecost

t

= P,e®st = —t + cf esTdt + ¢4
0
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P,(t) = (—t +c fot e‘stdr + cl) e~ st ¢.c, keyfi sabitler

P, periyodik olacak sekilde ¢ degerini belirleyelim:

t t+2m

—

t

P,(t +2m) = l—(t +2m) +¢ (f eCOSTdT> + cll e~ st
0

ifadesinde
t+2m 2
f eCOSTdT — f eCOSTdT — y
t 0
esitligi kullanilirsa;
t
P,(t+2m) = [—t + cf e“’tdr +yc —2n + cll g~ cost
0

yc = 2m olacak sekilde ¢ degerini secelim; ¢ = 277T almirsa:

2 ([t
Pz(t) — _te—cost + — eCOSTdT e—cost + Cle—cost
Y \Jo
periyodiktir. Gergekten;
2 [t 2
Pz(t + 27.[) — _te—cost _ Zne—cost + 7(_]. ecos‘rdl_> e—cost + 7ye—cost + Cle—cost
0

= P,(t).

Sonug olarak;

t
lpz(t) :te—cost_l_(_te—cost +2)/_7T<f eCOSTdT>e_COSt>+C1€_COSt
0

2m [
= P, (t) = 7<f ecosrdr> e=cost 4 ¢ @ cost
0

seklinde bir ¢6ziimdiir.

Problem 2.2:
x" —x"cost+ xsint =0, x € [0,2r]
ikinci mertebeden degisken katsayili denkleminin Floquet iistelleri ve karakteristik

carpanlar1
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m=0,m,=0vep; =p, =1

ve lineer bagimsiz ¢ozlimleri;

sint
X,(8) = Py(t) = (Cojtesm),m +2m) = Py(t)
2T t .

76smtf e—sm‘L’dT_l_CZesmt
X,(t) = tP(t) + P,(t) = | - 0

t
—cos t esint f e S"Tdt + ¢, cost es"t +
14 0

\
:)

P,y(t + 2m) = P,(t)
ile verilir. Burada fozn e s"Tdt = y bicimindedir.
Coziim:

x" —x'cost+xsint =0 (38)
denklemi degisken katsayili oldugu icin bir 6nceki problemde oldugu gibi denklemin
karakteristik polinomu yardimiyla ¢6ziimii miimkiin degildir. Ancak denklemi asagidaki gibi
¢Ozebiliriz:

x" —x"cost+xsint =0

denklemi
x" —x'cost+ xsint = (x' —xcost)’
seklinde yeniden yazilirsa, (38) denkleminin saglanmasi i¢in
(x' —xcost) =0
olmalidir. Buradan x’ — x cost = c; ve bu denklem lineerdir. Dolayisiyla integral ¢arpani:
u(t) = e~ Jcostdt
—p-sint
olur. Boylece

—sint.,. —sint,./ —sint

e x" —e x'cost=e 1

N (e—sintx)' — e—sintc1

= e Sinty = clfe‘smtdt+c2

t
= x = esmtclf e~ SINTdr + eSintc, (39)
0

elde edilir. Ote yandan ikinci mertebe bir denklem sistemlerle ifade edilebileceginden

x1=x
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x2=x

— (% _ 0 1
olarak tanimlanirsa, (39) denklemi X' = AX, X = (Xz)’ A= (_ sint  cos t)

matrisi ile ifade edilir. Burada (39) ¢6ziimii dikkate alindiginda temel ¢6ziim matrisi ®(t),

t
esintf e—sin‘rdT esint \

0
o(t) = ; I
costes‘“‘f e SMTdr +1 costesm’*/

0

oldugu goriiliir. Boylece
1 — —
®(0) = (O 1) = ¢7(0) = —_1(—11 01) - ( 11 é);

1 1
2T
j e_SianT 1

o2m)=| 2
e"SnTgdr4+1 1

- .

0

oldugundan

2T
f e_Sian‘[ 1\
-1 1 I 0 |
2
(1 0)\f 7Te‘sir”dr+1 1/
0
1

0
2

=B = fne—sinrd.[ 1
0

B = &~1(0)®(2n) =

detB=1=p,p,
=y

iz(B) =2=p; tp,
pp=e’™M =1=m; =0
P, =e’"™2=1=m, =0

} = p; = p, = 1 (Karakteristik ¢arpanlar)

= } Floquet tistelleri

olarak elde edilir. Teorem 1.8 ii) geregi (39) denkleminin
X, (8) = P(), Py(t+2m) = Py(¢)
Xo(0) = e™[tP () + P,(0)],  Pp(t+2m) = P,(0)

olacak sekilde lineer bagimsiz c¢oziimleri mevcuttur. Burada m;=m,=0=m

oldugundan

X, (£) = e™P, (£) ve X, (£) ( esin )
=e vE = . ,
1 1 1 cost esint
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P,(t + 2m) = P,(t) ( esint )
n) = = .
1 1 costesint

periyodik ¢oziimii elde edilir. Benzer sekilde,
X, () = e™. (tPy(t) + Po(1)), Po(t + 2m) = P,(t)

lineer bagimsiz ¢oziimii mevcuttur. Burada

P = (1)

olarak alinirsa;

X,(t) =t (CO: :i:;nt) + (Z;Eg)

X
elde edilir. P,(t) yi bulmak icin X, (¢) yi X' = AX, X = (x;) A= (_ S(;nt Cols t)

sisteminde yerine yazalim. X, (t) ¢6ziim oldugundan sistemi saglayacaktir. O halde:

[t (co:ziz;n t) + (Z; g;)]’ = (— s?n t cols t) [t (cose:izsti“t) + (Z: Eg)]

. ! .
- tes"‘t.+ a,(t) _ ( 0 1 ) tesmt.+ a,(t)
tcosteS"t + a,(t) —sint cost/ \tcosteS"t + a,(t)

eSint + tcosteSt+a,’(t)
(cost —tsint)es"t + tcos?(t)eS™t+a,’(t)

B t cost et + a,(t)
—tsinteS"t —sint a,(t) + tcos?(t)eS™t + cos ta,(t) )
Buradan
eSint + tcosteSt+q,'(t) = tcostes"t + a,(t) (40)
ve
(cost — tsint)eS"t + tcos?(t)eS™t+a,’(t) = —tsint et —sint a,(t) +
tcos?(t)esS™t + costa,(t) (41)
yazilir.

40) esitliginden a,(t) = eS"t+a,’(t) ifadesi (41) esitliginde yerine yazilirsa
g
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cost eSitt + costesint 4 al"(t) = —al(t) sint + cost es"t + cos tall(t)
= a," —a;'cost + a;sint = — coste*"*
= (a,' —a, cost)’ = (—esnt)’
= a,’ —a, cost = —e’"t + ¢,
Integral carpanu:
u(t) = e—fcostdt — g—sint

!

= e_Sintal - e_Sintal cost=—-1+ e_Sintcl

= (e—sintal)l =—-14+ e—sintc1
t

= e Sitg, = —t + C1j e ST dr + ¢,
0

t
= a, = eSNt (—t + clf e~ SnTdr + c2>.
0

a, (t) periyodik olmasi i¢in ¢, sabitini belirleyelim:

t+2m

= a,(t + 2m) = esn(t+2m) <—(t +2m) + ¢4 J. e s Tdr + cz>
0

t

t+2m
= a,(t + 2m) = esn(t+2m) <—(t +2m) + ¢4 <f e~ sntdr + J. e‘““dr) + c2>
0 t
Burada ftHzn e~ sintdr = fozn e~ s"Tdr = y alinirsa

t
a,(t + 2m) = esint (—t + ¢ f e STdt + yey + ¢y — 27T>
0

=yc,—2n=0
= yc, =21

2n
:C:l:?

secelim. Boylece
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. 2m (¢
a,(t) = et —t + —f e STdt + ¢, ).
YV Jo
Ayrica a,(t) = eS"t+a,’(t) idi. Boylece
. . 2m (¢ 2n .
a,(t) = eS"t + costeSnt | —t + —f e Sdt + ¢, | + (—1 + —e‘s‘“t) esint
Y Jo )4
2m

. 2w (¢
= a,(t) = costest| —t+— | e "dr+c, | +—
Y Jo 14

elde edilir. Buradan

- 2w (¢
eS|l —t+ 7 e "%t + ¢,
0

Pz(t)=| o [t nllpz(t+27f)=Pz(t)
\cost esint <—t + —j e sinTdr + c2> + —/
Y Jo Y
ve
; 2r (Y . .
_tesmt_l__esmtf e—sm‘rdT+Czesmt+ tesmt
Y

X, (t) = | g

2 ot 2 . |
—tcostesnt + 7costesmtf e S"Tdt 4+ ¢, cost et + 7 + tcos tes‘“t/
0

olur. Sonug olarak;

2 (F -
—_psin e 51anT+CZesm
14 0

XZ(t) = | 2T t
—cost esint f e S"7dt + ¢, costeSnt +
0

21 /l
14
yazilir.

Problem 2.3: iki bilinmeyenli ikinci mertebeden

, (1 sint ) (42)
1= 2+ cost X
X' =X — X (43)

denklem sisteminin Floquet {istelleri, karakteristik ¢arpanlari:

— — . — p2T — p—2T
ml_lamz__lspl_e » P2 =€
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ve periyodik ¢oziimleri:
2+ cost 0
Pi(t) = (1 + gcost + gsint>’ P () = (1)

ile verilir.

Coziim:

x _ sint
X = (Xl),A = <1 2+cost 0 >
2 1 -1
olmak {izere verilen denklem sistemi, x" = Ax seklindedir. (42) denklemi ¢oziiliirse,

, (1 sint )
X, = - x
1 2+ cost) "t

dx, sint
Do (1m gy
X1 2+ cost

sint
= 11‘1|X1| = fdt —= fm

= In|x;(t)| =t +In|2 + cost| + ¢;
= x,(t) = e'(2 + cost)e
= x,(t) = et(2 + cos t)c,.
(43) denklemi x, (t) kullanilarak ¢oziiliirse
Xy =Xy —x, DX, + X, =3
= x,' + x, = e'(2 + cost)c,
(integral carpani = u = e/ 4 = et)
= elx,’ + elx, = e?*(2 + cost)c,
= (efx,) = e?'c,(2 + cost)
= elx, =c, [ e?'(2+ cost) dt + c3

= elx, = 2¢, [ e?!dt + ¢, [ e?* cost dt + cs.
——
i

Burada I = [ e?' cost dt integralini hesaplayalim.

[e?costdt =%coste2t+%fe2tsintdt.
R S —
J

J degerini bulalim:

1 1
]=fe”sintdt=§sinte2t—§fe“costdt

(44)

(45)
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1 . 1
= -sinte?t —-1.
2 2

J degerini (45) esitliginde yerine koyarsak:

1 1/1 1
[ = Ecoste2t +§(§sinte2t - EI)

= (1 +1)I — Lcoste?t + Lsinte?t
4 2 4

2 1
=1= gcoste2t +§sinte2t.

O halde I degerini (44) de yerine yazalim.

1 2 1
etx, = EZczeZt +c, (gcoste2t + gsinteZt) + ¢

; 2 1
= x, = Cye (1 +§cost+§smt) + cze7t

et(2 + cost)c,
= X(t) = ¢ 2 1 . —t
cye (1 +§cost+§smt) + cze

. 2+ cost /(0
= € 1+§cost+§sint +Cse (1)=X(t)C

oldugundan
et(2 + cost) 0
© et<1+—cost+—sint> et
5 5
bulunur.
30 ) 10\, [ 0
OhaldeX(0)=|z |=X'0)=(_7 3);=| % .
5 5 T3

Teorem 1.10 dan

3 0\ /3e" 0
B = X_I(O)X(ZT[) = 7 7 21 e—ZTL'
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e?r 0
= _514627T e—er

det(B) = e?"e 2" =1 = p,p,
iz(B) = p; + p, = e*"+e 2"

elde edilir. Boylece
— p2T — 2T
}pl =e",px=¢€
= @2TM1 — 28 — . =1
- P = = 1=
Py = eanz — e—Zn =>m, = -1

X:(t) = e'Py (1)
X,(t) = e tP,(t)

olacak sekilde P, (t) ve P,(t) periyodik fonksiyonlar1 asagidaki gibidir:

2+ cost 0
Pi(t) = 1 +§cost+§sint , P(8) = (1)

—sin(2t) cos(2t) — 1

X
Problem 2.4: X = (Y)' 13 (cos(Zt) +1 sin(2t)

) olmak uzere:

X' = AX sistemi i¢in

a) Floquet iistelleri: my =1vem, = —1
2m

b) Karakteristik carpanlar1 : p; = €%, p, = e~
c) P;(t), P,(t) periyodik fonksiyonlar::

cost —sint cost +sint
Py(t) = ( 8. P = (& )
1(6) cost +sint 2(6) sint — cost

ile verilir.
Coziim:

x' = —sin(2t)x + (cos(2t) — 1)y
y" = (cos(2t) + 1)x + sin(2t)y

degisken katsayili denklem sistemidir. Bazi1 trigonometrik 6zdeslikler kullanilirsa:

/cos(Zt)—lzl—Zsinzt—l\

= —2sin%t

! —

x' = —2sintcostx — 2sin?ty
;L ) . , cos(2t) + 1 =2cos?(t) —1+1
y' = 2cos“tx + 2sintcosty
= 2cos?(t)
sin2t = 2sint cost
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elde edilir. Buradan;

= —2sint (costx + sint y)
y' =2cost(costx +sinty)

oldugundan,

z:=costx +sinty

olarak tanimlanirsa,

= —sintx +x'cost+costy+y'sint

—sintx +costy —2sintzcost + 2costzsint

elde edilir. Buradan,

II

= —costx —sintx' —sinty +costy’

—costx —sinty + 2sin?tz + 2 cos? tz

A 2z

=—z4+2z

oldugu goriiliir.

=7r2—-1=0
— I — t -t
=r=+1=z=ce" +ce

- x' = —2sintz(t) = —2sint (c;et + cze‘t)}
y' = 2costz(t) = 2cost (ciet + c,e™t)

x(t) = —Zleetsint —2¢, f e“tsint + d,
y(t) = Zleetcost + 2¢, f e tcost + d,.

Integralleri ayr1 ayr1 hesaplayalim:

=

I:= [etsintdt, I,:= [e tsintdt,I;:= [efcostdt,I,:= [ e tcostdt
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olarak tanimlayalim.

I, = [efsintdt =sintet — [efcostdt.
J1
Oncelikle J; degerini bulalim:
I = fetcostdt = coste’ +fetsintdt
—
J1, (46) esitliginde yerine yazilirsa:
I, =sintet — (costet + 1)
= 2[,_sinte’ — coste’

et
=1 = ?(sint — cost)
elde edilir. Benzer sekilde

I, =fetsintdt =—sinte™t+ [e tcostdt.
R S —

J2

J, degerini bulalim:

J> =fe‘t costdt = —coste™t —J.e‘t sin t dt.

—_ —
I
J2, (47) esitliginde yerine yazilirsa
I, =—sinte ™+ (— coste™t —1I,)
= 2], = —sinte ™t — coste™t
e—t
=1, = —T(sint + cost)

elde edilir.

I5 =fetcostdt=costet+fetsintdt.

~—

J3

J3 degerini bulalim.

= f etsintdt = sintet —fetcostdt.
I3
J3, (48) esitliginde yerine yazilirsa:

I; =costet +sintet + I,

(46)

(47)

(48)
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= 2I; = coste’ +sinte’

et _
=1; = ?(cost +sint)

elde edilir.

I,=[etcostdt =—costet — [e tsintdt.
R —

Ja

J4 degerini bulalim:

]4=fe‘tsintdt=—sinte‘t+je‘tcostdt.

Iy
J4, (49) esitliginde yerine yazilirsa:
I, =—coste t+sinte t —1,
= 2I, =— coste " +sintet

et
=, = T(smt — cost)

elde edilir.
O halde:

x(t) = —c et(sint — cost) + c,e t(cost + sint) + dl}
y(t) = ciet(cost + sint) + c,e t(sint — cost) + d,.

d, = d, =0 almirsa:

x t _ . _t .
X(t) = ( ) _ (clet(cost an t) + cze_t(c_ost + sin t)) — X()C
y ciet(cost +sint) + c,e~t(sint — cost)

olmak tizere temel ¢0ziim matrisi

X(t) = (et(cos t—sint) e '(cost + sin t))
et(cost +sint) e t(sint — cost)
elde edilir. B = X~1(0)X(2m) oldugundan,
1
11 e L1 -1y _[2 2
X(O)_(1 _1):>X (0)__2(_1 1)_ 1
2 2

Ve

X(ZT[) _ (Zzn e m )

T _e—ZTL'

Boylece

(49)
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=5 D S0)=308" )= o)

det(B) = pip, =1 } 2
- =e 1'[, = g 2T
iz(B) = p; + p, = e*™+e 2" P1 Pz
$p1=ez”m1=62"=m1=1 }
p, = e?™M2 = g7 = m, = —1
t —sint
X, (t) = etPy(t) = et (°°° = etP
| n@=eno= et (00 = et
X — o-tp — ot cost +smty _ ~tp
2O = e PR = e (P TN T) = ety (0)

olacak sekilde P, (t) ve P,(t) periyodik fonksiyonlar1 asagidaki gibidir:

cost —sint cost +sint
Py(t) = ( 8. Py = (& )
1() cost +sint 2() sint —cost

Teorem 2.1: b sabit olmak iizere
x" —bx'sint —bxcost =0, x € [0,2r],(b # 0)
denkleminin Floquet iistelleri ve karakteristik carpanlart:
m=0,m,=0vep, =p, =1
ve periyodik ¢oziimleri:

Pi(t) = e7Pcost P (t + 2m) = Py(t)

Py(t) = —te~beost + 2 (

g ftebcos‘rd.[) e—bcost + Cle—bcost ,Pz(t + 27.[) — Pz(t);

0

Oyle ki

2n
y = f ebcost s
0

ile verilir.
Ispat:

x" —bx'sint — bxcost =0 (50)
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denkleminin bir ¢oziimii

seklindedir. Gergekten

x,' = bsintebcost
= x,"" = bcoste PcoSt 4 (psint)?ePcost
yerine yazilirsa
bcoste oSt 4 (hsint)2e2St — (hsint)2e POt — hcoste b oSt =
olur. Mertebenin diisiiriilmesi metodu ile diger ¢6ziimii elde edelim:

X = XU

dontistimii uygulanirsa

= x' = bsinte 08ty  g~bcosty’

=e7Pcost(psintu +u')
= x"" = bsinte St (hbsintu+u') + (bcostu+ bsintu’ +u'"")e bcost
= e~ beost((psint)?u + 2bsintu’ + bcostu +u').
x' ve x"" degerleri verilen diferansiyel denklemde yerine yazilirsa,

e~beost((psint)?u + 2bsintu’ + bcost u+u')
— e bcost((psint)?u+ bsintu’ —ePSthcost u) =0

= e Pcost(psintu’ +u”’)=0

elde edilir. Bu esitliginin her iki tarafin1 e~? St ile bdlersek;

bsintu' +u"" =0

elde edilir. Bu denklemde mertebe diisiiriilmesi i¢in u’ = v alinir.

bsintv+v' =0
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=>dv_ bsint
T sintv

dv ]
:f—:f—bsmtdt
v

:lnv=—fbsintdt+c1

= p = ebcostpcy

v = u' oldugundan

l bcost

u' =e et

=u =J‘eb‘:°”ec1 dt+ ¢,

t
= c3f el st dr + c,.
0

—-bcost

x=e u oldugundan

t
x=e_bCOSt<C3f ebcosrdT_l_CZ)
0

t
= x = ce POt 4 cie7P COSC_]. ePcosTdr = cyx; + c3%;,.
0

Buradan lineer bagimsiz x; ve x, ¢oziimleri kullanilarak
®,(0) =1,9,'(0) =0,P,(0) =0,P,(0) =1 kosullarmi saglayan @, (t) ve @, (t)
lineer bagimsiz ¢oziimleri asagidaki sekilde elde edilir:

D, (t) = 1 (t) + c3x,(1) }
;' () = %1 (£) + c3%," (t)

olmak tizere

t
q)l(t) — Cze—bcost + C3e_bC°Stf ebcost 4r
0

t
= ®,'(t) = c,bsint e™2°St + c;bsinte™? C"Stf ePcost dr + c,.
0
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Boylece

®,(0)=1 =ce?=1=cc,=¢e"

) = &, (t) = eb,e"bcost — gb-bcost

Benzer sekilde:

t

Cbz(t) — dle_bCOSt + dze—bcostj ebcosr dt
0

oldugundan

ch(O) =0 = dle_b =

O, (M=1=d, =1 }=d1=0

elde edilir. Buradan

t

CDZ(t) i e—bcostj ebcost dr
0

t

= ,'(t) = bsinte‘bCOStf ebcostdr +1
0

yazilir. ®,(t) ve ®,(t) kullanilarak Floquet iistellerini hesaplamak i¢in kuadratik denklem

olusturulursa

2m a;(t)
ao(t)

p? — (®,(2m) + ®,'(2m))p + exp(—f dt) =0
0

2m
:>p2—2p+expf bsintdt =0
0

=p2-2p+1=0
=p=p=1
elde edilir. O halde:

e™M =1=m; =0

m=m,=0=m
eam2=1=~m2=0} 1 z

yazilir. Bu durumda Teorem 1.8. ii) den:

P, (t) = e™Pi(t), P(t+2m) = Py(t)
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ve
Y, () = e™. (tP(t) + P,(t)),  Py(t +2m) = P,(t)
olacak sekilde lineer bagimsiz ¢éziimleri mevcuttur.
Burada m = 0 oldugundan
Py (t) = 725t = Py(£)e®; Py(t + 2m) = P,(t) = e P05t
periyodik ¢oziimii elde edilir. Benzer sekilde
Yo (t) = e™[tPy(t) + Po(t)], P,(t + 2m) = P,(t)

lineer bagimsiz ¢6ziimii mevcuttur. Y, (t) ¢6ziim oldugundan denklemi saglar. P,(t) yi
bulmak icin 1, (t) yi (50) denkleminde yerine yazalim. ¥, (t) = te 2S¢ + P,(t)

olmak iizere
Y, — b, (sint) — bp, cost = 0 (51)
= ,'=(tP,(0) + P,(©) = (te™5¢ 4+ P,(©))
= 1, = e Pt 4 btsinte POt + P,)'(1)
= 1P, = bsinte St + (bsint + bt cost)e st + p2t sin® te P ost + p,”
elde edilir. (51) esitliginde ¥,"", ¥, , P, yerine yazilirsa;

bsinte Pt + (bsint + bt cos t)e POt + p2¢tsin? te~Pcost + p,”
— bsint (e‘bcost + btsint e~Pcost 4 PZ'(t)) —bcost (te‘b“’” + Pz(t))

= 0.
Buradan
bsinte "P°St — P,'(t)bsint + P, (t) — P,(t)bcost = 0
= P,"(t) — P, (t)bsint — P,(t)b cost = —bsint e P cost
= (P, — bsint P,)' = —(e~beost)’
= P,) —bsint P, = —e st 4 ¢,

Integral carpan:
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u(t) — e—fbsintdt — ebcost

olur. boylece

ebCOStP2’ _ bSintebCOStPZ =—1+ cebcost
— i(Pzebcost) = -1 + cebcost
dt

t

= P,ebcost = —¢ + cf elcostdr + ¢,
0

= P,(t) = (—t +c fotebco”dr +cl) e~beost ¢ keyfi sabit

elde edilir. P, periyodik olacak sekilde ¢ degerini belirleyelim:

t+2m

t
P,(t +2m) = l—(t +27m) +¢ (j ebeostdr + J ebc‘)STdT) + cll g beost
0 t

ifadesinde
t+27m 2T
f ebCOSTdT — f ebcos‘rd,[ =y
t 0
esitligi kullanilirsa:
t
P,(t+2m) = [—t + cf ePosTdr + yc — 2m + cll g~ beost,
0

yc = 2m olacak sekilde ¢ degerini secelim. ¢ = 277T alinirsa;

2w [
Pz(t) = —te~beost _<f ebcos‘rdr> e bcost + Cle—bc()st
Y \Jo
periyodiktir. Gergekten

2 ([t 2m
Pz(t + 27.[) — _te—bcost _ Zﬂe_bCOSt +_<f ebCOSTdT> e—bcost + _ye—bcost
Y \Jo 14
+ Cle_bCOSt = Pz(t).
periyodiktir.

Sonug olarak;
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t
7,1)2(15) — te—bcost _ te_bCOSt + 2)/_7T<f ebcos‘rd,l.> e—bcost + Cle—bcost
0

= P, (t) =2y_7r<f
0

seklinde bir ¢oziimdiir.

t
eb cos‘L’dT> e—b COSt+C1€_b cost

2.2. Sarkac¢ Problemi ve Kararhhk

Verilen kararlilik teorisinin uygulamasi olarak sarkag¢ problemi incelenecektir. Bunun

i¢in;

e =genlik, w =etki eden kuvvetin frekansi, § =magnitude olmak iizere,

% — (6 +esinwt)x =0 (52)

ve parcali salinimini
%—(8+£)x=0,0<t<§ (53)
%—(8—s)x=0,§<t<T (54)

ele alalim. (52) denkleminde sin wt siirekli degisim gosterdiginden D (diskriminant)

fonksiyonunun incelenebilmesi i¢in uygulanan sin wt kuvveti ( """\ ) yerine (53) ve

(54) ile verilen

(I LI parcali salmmlar1 kullanilacaktur.

x = 0 konumunda sarkag¢ asag1 pozisyonda dengededir. (kararlidir)

x = © konumu ise sarkacin tam yukarida oldugu pozisyonu gostermektedir.

Asagidaki teoremde x =  pozisyonunda (sarkac tam yukaridayken ) ¢6ziimiin
kararli olabilmesi (sarkacn siirekli yukarida kalabilmesi) i¢cin D (diskriminant)

incelenecektir:

Teorem 2.2: Ikinci mertebeden
d?x

F—(5+esinwt)x= 0
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denkleminin x = m konumunda kararl ¢6ziime sahip olmasii¢gin D <2, w — oo

saglanmalidir. Burada:

Vi+e=a; ve V6 —e=aqa,
seklindedir.

Ispat: X; ve X, fonksiyonlar1 (52) denkleminin
X;1(0) =1,X,(0) =0

X,/ (0)=0,X"(0)=1

baslangi¢ kosullarini saglayan lineer bagimsiz ¢oziimleri olsun.

2 -
% —(+e)x=0,0<t< g probleminin ¢oziimiinii X, (t) ile gosterelim.
X, (t) = c; coshVé + et + ¢, sinhVé + ¢t.
2 il
% —(6—-9)x=0 ,g <t <T probleminin ¢oziimiinii X, (t) ile gosterelim.

X,(t) = c3coshVé —et+ c,sinhVé — st

(53) denkleminin ¢, (0) = 1,¢,'(0) = 0,¢,(0) = 0, ¢, (0) = 1 baslangi¢ kosullarmi

saglayan ®,; ve @, lineer bagimsiz ¢éziimlerini belirleyelim.
¢1(t) = dy coshVé + et +d,sinhVé + et
= ¢,/ (t) = d;V§ + esinh V6 + et + d,V6 + ecosh Vs + et
V6 +¢e=a, veVs — ¢ = a, alinirsa

¢1(0) = d1 =1 }
¢1’(0) = aldz =0= d2 =0

= ¢,(t) = cosha;t ve ¢, (t) = a,sinhayt.
Benzer sekilde
¢,(t) = d3cosha, t +d,sinha, t

= ¢,'(t) = d3 a;sinha, t + d,a, cosha, t
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¢2(0) =d;=0

= 1
b, (0)=a1d4=1=>d4=a_
1

= ¢, (t) = ailsinh a,t ve ¢, (t) = cosha, t.

olmak tizere, ¢oziimiin ve tiirevinin g de stirekliliginden:
TN — /(T
#(z)=%(3)
()-%0)
- -1 = —.
(o 2 2 \3

Buradan X, (t) = c; a,sinha, t + c,a, cosha, t oldufuna gore

T T . T
cosh a, S=63 cosha, St sinh a, 3

. T . T T
a, sinh a; 5= 23 sinh a, 5t axc cosha, 3

yazilir. (55) esitligi a, sinh azg ile (56) esitligi —cosha, g ile carpilip taraf tarafa

toplanirsa

a, sinh a, 3 cosh a, 5@ cosha, 5 sinh a, 5 = 26y (sinh2 a, — — cosh?

)

(55)

(56)

elde edilir. Buradan

a T T T

¢, = —cosha, =sinha, 5~ sinh a, Ecosh a, 5

a, 22

bulunur. c; degerini bulalim:
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T
cosha, 5 =03 cosha, 5 + ¢4 sinha, > (57)

T T T
a, sinh a, 5 = aCs sinh a, 3 + a,c, cosh a, 5 (58)

(57) esitligi a, cosh a, gsinh a, g ile (58) esitligi —sinh a, g ile ¢arpilip taraf tarafa

toplanirsa:

T T _ T , T T
a, cosha, 5 cosh a, 7~ a, sinh a, 5 sinh a, 5 = 2€3 (cosh a5~ sinh® a, E)

1

elde edilir. Buradan

T a o T
¢3 = cosh a, 5 cosh a, 5T sinh a, > sinh a4 >
2

bulunur.
O halde (52) nin X;(0) = 1, X;'(0) = 0 baslangi¢ kosulunu saglayan yaklasik ¢dziimii
X;(t) = c3cosha,t+c,sinha,t

T a; . ) T
—sinh a, 5 sinh a4 E) cosha,t

T
= (cosh a, 5 cosh ay 573
2

+(a1 ha, = sinha, - — sinh @, - cosh T)'h t
azcos az 7 sinha, 7 — sinh a, 7 cosha, 7 | sinh a,

T TN a; . T . T
= X, (t) = cosh alzcosh a, (t — E) + a—zsmh a, Esmh a, (t — f)

elde edilir. Benzer sekilde

()5
- o))

: T :
a_1 sinh a4 5 =6 cosha, 5 + ¢4 sinha, 5 (59)

T T
cosh a; 5 = 203 sinh a, 5 + a,c, cosha, > (60)
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(59) esitligi —a, sinh a, g ile (60) esitligi cosh a, g ile ¢arpilip taraf tarafa toplanirsa;

T a, _ T T T
cosh a, > cosh a, 5o sinh a, > sinh a, 5 = 20y (cosh2 a7 = sinh? a, E)
1

1

elde edilir. Buradan

1t . r.r.oi. T T
Cy = a, cosn a4 > cosna, > a sinn a4 > sinn a, 2
O halde
L h h T+ inh (61)
a sinha, > = ¢z cosha, > + ¢y sinha, 7
_ T T
cosh a, 5 = 203 sinh a, 3 + a,c, cosha, > (62)

(61) esitligi a, cosh a, g ile (62) esitligi —sinh a, g ile carpilip taraf tarafa toplanirsa

a, . T T T . T , r T
a_1 sinh a4 5 cosha, 5~ cosh ay 5 sinh a, 5= a,cs; (cosh a, 57 sinh® a, E)

1

elde edilir. Buradan

1 . T T 1 T r
c3 = a—smh alzcosh Az~ a—ZCOSh a; Esmh a2z
1

bulunur. O halde (52) nin X,(0) = 0, X,'(0) = 1 baslangi¢ kosulunu saglayan diger

lineer bagimsiz yaklasik ¢ozimii

X,(t) = c3cosha, t + c,sinha,t

1 . T T T . T
= (a_1 sinh a; 5 cosha, 5~ a—z cosh ay 5 sinh a, E) cosha,t
1 T T 1 . T . T\ .
+ (a—z cosh a, > cosha, 57 a_1 sinh a4 5 sinh a, 5) sinh a,t

1 T TN 1 T T
= X,(t) = a—cosh alzsmh a, (t —§> +a—smh alzcosh a, (t — 5)
2 1

Sonug olarak
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T TN a, T T
X,(t) = cosha, Ecosh a, (t — E) + —sinha, Esmh a, (t — E)

a;
X, () = 2 cosh a - cosh (t T)+a2'h L inh (t T)
2 (£) = cosha, 5 cosha, 7) * g sinhay 5 sinha >

olmak iizere Floquet diskriminantmin D = X, (T) + X,'(T) oldugunu bildigimizden

D = 2 cosh a; —cosh T+(a1+a2)'h L sinh ay -
= 2cosha, - cosha, 7 o o sinha, 7 sinha, -
bulunur. Asagidaki trigonometrik esitlikler kullanilirsa
coshx = cos ix }
sinhx = —isinix
T rFor . T , 4 T
= cosh a3 = cosia; -, sinh a, 5 = —isinia; 7
h T A 45 T ... T
cosha, > = cosiay 7, sinha, 5 = —isinia, .
Bu durumda
2 cosh 4 h = 2 s y,, 3
cosha, 5 cosha, > = 2 cosia, 5 cosiaz 5
T T_ T T
sinha, - sinha, 5 = —sinia, 7sinia, 5
ve boylece
b — 2 cosia Feosia T (a1+a2>_. T T
= 2cosia, > cosia, - oo sinia, 7 sinia;
— > T T a’+a® T T
= 2cosia, 7 cosia, wa, sinia, 7 sinia;

elde edilir. Burada

a12+a22_(V6+e)2+(\/8—8)2_6+e+6—e
a,a, B V62 — g2 B V62 — g2

O halde
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a12+a22

€ < 6 durumunda , = 2 olur ve

a;az

T r T T
D=2 (cos lCLlECOSh lay 7 —sinia, > sinia, E)

. T . T
= 2 cos (la1 -+ ia, —)
2 2
. T 2T
= 2cosiz (a; + ay), T = — olmak uzere;

= ZCOS%(i(al +a,)) <2 (w— )

elde edilir. Floquet teori geregi w — oo i¢in D < 2 saglanir. Yani sarka¢ yukaridayken

stirekli ayni pozisyonda kalacaktir.

2.3. Floquet Teorinin Uygulamasi

Ikinci mertebeden asagidaki Hill denklemini ele alalim.
y" +a(t)y(t) =0, a(t +T) = a(t). (63)

Bu denklemin kararhligmi inceleyelim. Oncelikle denklemi sistem olarak ifade edelim.

Bunun i¢in,

Vi=Y,Y2=Y

olarak tanimlanirsa verilen denklem

—a(t) 0
A(D

w:( 0 1>Y;Y’=A(t)Y(t) (64)

0 1

—a(t) 0) JA(t+T) = A(t) olmak iizere, (64) sisteminin

sistemine donisiir. A(t) = (

esas ¢Ozim matrisi Y(t) olsun. (esas ¢oziim matrisi, ¥ (0) = I kosulunu saglayan temel

¢O6ziim matrisi ). Y (t) nin elemanlar1

¢1(0) =1 '1/)1’(0) = 0}
l/)z(O) = 0'1/)2’(0) =1

baslangi¢ kosul sartlarini saglasim.
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Y,(0)  ¥,(0) 1 0
' (0) wz’(0)>=(0 )=

B = (
= dety(0) =1
ve Teorem 1.10 i) den
Y +T)=y(@)B;
¥(T) = (0)B = IB = B,

5= (0 v

B nin 6zdegerleri p; (karakteristik ¢arpanlar) olmak iizere Teorem 1.10 ii) den
T,
det(B) = pyp; ... py = €Xp (fo LZA(s)ds) 0

iz(B) =py+pz+ -+ py
0 1
10= (a0 o)
7
pP1P2 = exp <f izA(s)ds> =1
0

P+ p2 = P1(T) + 4, (T)
p1pz = 1ve py + pp = Y1 (T) + 9, (T) = iz(B)
Bu durumda
p?—iz(B)p+1=0
kuadratik denklemi elde edilir. Bu denklemin kdklerini inceleyelim. Kokleri

iz(B) ¥ /(iz(B))z —4

P12 = >

iz(B)+ | (iz(B)) -4 iz(B)- | (iz(B))* -4
p, =

2 > M2 T 2

=p=
p; = e™T 'm; — karakteristik usteller

olmak tlzere

(65)
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1. Durum:

iz(B)
2

2
(iz(B))2 > 4 yada ( ) > 1 olsun. p; # p, reel iki kok p,p, =1, py,p; > 0 olsun.

Bu durumda

0<p <1<p,

seklindedir. p; = e™7T, p, = e™T, p, = pi olduguna gore;
1

mqT -mqT

pr=e y P2 =€
ve Teorem 3.11 ii) den
x(t) = e™'p,(¢) yadax(t) = e ™p(0)

Buradan en az bir x(t) — oo (t — o) olacagindan ¢oziim kararsizdir.

2. Durum:

(@) < 1 olsun.

Bu durumda (izB)? — 4 < 0 dur. Kompleks kokler mevcuttur.

iz(B) F i |4 — (iz(B))’

P12 = >

. , , 2
b = lZ(ZB) il (12(43))
9, = iZ(ZB) _ ’1 B (iz(f))

p1p2 = (a +ib)(a — ib) = a? + b?

(iz®)° (iz(B))*
= Tl

=1
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Im(p;) # 0, Im(p,) # 0 p; veya p, den biri iist yar1 diizlemdedir. Diyelim ki p; ist yar1

diizlemde olsun. p; = et olacak sekilde 0 < yt < m ve ¢oziimler;
x(t) = et (q(t) + ir(t))
= x(t) = (cosyt + isin yt)(q(t) + ir(t))

= (cosytq(t) —sinytr(t)) + i[cosyt r(t) + sinyt q(t)]
seklindedir. Siniis ve kosiniis fonksiyonlar1 sinirli ayrica q(t) ve r(t) smirh oldugundan
(giinkii (q(t) + ir(t)) periyodik ) sonug itibariyle ¢oziimler sinirli olacagindan kararlidir.
3. Durum:

z(B) _ 1 olsun.

ve
x(t) = e™p(t) olacak sekilde p(t), T periyotlu ¢dziimii mevcuttur.
P1, P2 nin durumuna gore karar verilir.

Eger p; = p, = e™Tp(t) degerinde m < 0 ise ¢dziimler kararlh m > 0 ise ¢dziimler

kararsizdur.

Ornek 2.1: y” + 4y = 0 , 6zdegerleri hesaplayalim.

detla—a=0,y=(31),a=(" 0).v=av

det[A—All = 0 = |:fL _1/1| R 4d= A, =20, A, =—2i
Ay = 21 icin V; 6zvektoriini bulalim.
_ —=2i 1 \(a\_ (0
(A-2Dh =0= (_4 —Zi) (b) - (0)

—2ia+b=0=b=2ia:>V1=(Z)=(26ila)=a(21i)

v, = (211')”12 = 2>V, = (_12i)
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bulunur. Temel matris ¢6ziimii,

2it —2it
o) = (Vle’ht Vze’lzt) _ ( et e~ 2t )

2ie?it _2je~2it

yazilir.

00 =( o 0=-%5Cy )=

NIRr N]|R
=

elde edilir.

= P(t) = ¢p()p~1(0)

1 1 eZit L e—Zit eZit e—Zit
_ [ e?it e2t \[2 a4 |_ / 2 4 4i \
= ¢(t) s (ZlQZLt _Zie_zit 1 1 i eZit + e—Zit
i(eZit _ e—Zit) _
2 4i 2

bulunur.

g2t 4 o=2it — o5 2t + isin 2t + cos 2t — i sin 2t = 2 cos 2t }
e?t — =2t = cos 2t + i sin 2t — (cos 2t — i sin 2t) = 2isin 2t

P(o) = ( cos2t  gsin 2t> ,p(t+T) =9p(0)B =T = 0icin Y(T) = (0)B
—2sin2t cos?2t

= ¥(T) = B.

2. duruma gore @

=cos2t <1 =iz(B)? —4 <0 ve ¢dziim kararlidir. Gergekten
sistemin ¢Ozimii,
2it —2it \ /¢4 c,e?it 4 c e 2it V1
2ie —2ie €2 2ic,et — 2ic,e Y2
=y, = et + ce?H

y, = 2ic,e?t — 2ic,e %,

Boylece ¢ozlim siniis ve kosiniis fonksiyonlar1 igerdiginden siirlidir ve kararhdir.



3. SONUCLAR

. Floquet teoremi dncelikle bazi sabit katsayili baz1 denklemlere uygulanarak denklemin
katsayilarinin periyodik olmasma ragmen ¢oziimlerinin periyodik olmadig1 drneklerle
gbzlemlenmistir (Teorem 1.7, Ornek 1.12, Ornek 1.13, Ornek 1.14).

. Degisken katsayili denklemler i¢in Floquet tstelleri ve karakteristik carpanlar
hesaplanmustir. Degisken  katsayili  denklemlerde  karakteristik  polinom
kullanilamadigindan ¢6ziimler i¢in farkli ve orijinal yaklasimlar kullanilmistir (Problem
2.1, Problem 2.2).

. Benzer sonuglar sistemler i¢in elde edilmistir (Problem 2.3, Problem 2.4).

. Genel olarak x" — bx'sintbxcost =0,x € [0,2m] ,b # 0 denkleminin Floquet

iistelleri, karakteristik carpanlari, periyodik ve smirh P;, P, ¢6ziimleri bulunmustur.

2
. % — (6 + esinwt)x =0 ile verilen sarkag probleminin diskriminant fonksiyonu

hesaplanmis ve kararlilig1 incelenmistir.
. Floquet teorisinin yine bir uygulamasi olarak y" + a(t)y(t) = 0 denkleminin kararlilik

analizi yapilmis ve sonug 6zel bir 6rnekle pekistirilmistir.



4. ONERILER

. Floquet teori ile ilgili sonug¢larin kismi tiirevli denklemler icin de uygulanabilirligi
incelenebilir.

. Daha genel degisken katsayili denklemler i¢in kararlilik analizi gelistirilebilir.

. Periyodik katsayili olmayan denklemler i¢in de yaklasik periyodik katsayili denklemler

kullanilarak Floquet teorisinin yardimiyla ¢oziimlerin kararlilig1 arastirilabilir.
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